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SOBRE UN NUMERO DE SOLUCIONES DE

CONGRUENCIAS ALGEBRAICAS

por

Vfctor A'lbis

En el excelente libro de To Nagell citado en la
bibliograffa aparece el siguiente resultado:

Teorema·lo (Nagel1-0re) Sea f(X) un polinomio de
coeficientes enteros, primitivo y de grade n; en-
tonces 1a congruencia

f(X) = O(mod pa )

tiene a 10 mas n02 rafces, donde D es el dis-
criminante del polinomio ( [1] pago 90),

Sin embargo, cuando se trata de averiguar cotas
para el numero de soluciones de una congruencia
especffica, el valor de nD2 puede ser muy gra~
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de; as!, por ejemplo, si f(X) = X3 + 3X + 9 ,
nD2 37.52.112 X3

~
= para la congruencia + 3X + 9=

- 0 (mod 25), cuando esta no posee solucion algu-
na en I,I 321, 0 Por esta razon solemos presentar
en nuestros curs os de teoria de los numeros una
acotacion diferente, bastante elemental, la cual
se comport a adecuadamente para valores pequeftos

m-1 ~de p , ademas de que es aplicable a polino-
mios de coeficientes en un anillo fin ito arbitra
rio.

Supongamos, pues~ que A esun anil10 fin~to, conm~
tativo con elemento unidad, y sea~s uno de sus i-
dea1es maximales; entonces el epimorfismo canonico
u A'" AI1JJ- puede prolongarse a un epimorfismo
u A [x] -+ (AI1~'J.) [x] , como 10 indica e1 sigui!:.n
te diagrama

A ...JL A11tJ,

A [x]_lJ_"(AI 1i:, ) [X]

Si rr x: E:A[X]
lJ(f(X) ). La
dos los f(X)

escribimos f(X) en vez de,
familia FHtC A [X] .cons iste de to-
que cumplen f(X) ~ 0; es decir,

Haremos uso del siguiente resultado

Teorema 2~ Sean
f(X). Entonces
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f(X) E: A[X] Y 6 E: A una raiz
f(X) = (X -6) q(X), donde

de



q(X)€A[X].

Por otra parte, si
plicidad de la raiz

f(X)E:A[X], definimos la multi
BE:: A de f {X) como

m(S) :: max {m

Esta definicion es conveniente pues, por ejemplo,
f (X) ::: X 3 - X

2
- X + i € (~/8!l ) [X] ad mit e 1as do s

factorizaciones distintas

(X - 1)2(X + 1) ::(X - 1)(X ~ 5)(X + 5)

en ( Z/BZ)[X]o

Establecemos en seguida nuestra acotacion:

Teorema 30 Sean A un anil10 conmutativoi finito,

eon elemento unidadi Yffl uno de sus ideales maxi-
mal es , S1 f(X) E:: F;/es un po1inomio de or-ado n ,

e n t onc es f(X) tiene a ]0 mas n , N ('ViI) r alc es
e n A ~ con tad as con sus mu1tip 1i c ida des, don deN Co'.>)
es e l mlmer o de el ement os de 1110

Oemostracion~ Sea B el conjunto de todas las so
1uc ion es de f (X) E:' F1U 0 SiB E: B tie nemu 1tip 1i-
cidad m(S), entonces

en virtud del Teorema 20 Esto implica que la mul-
tiplicidad de m(S) como raiz de f(X), es mayor
que m (15) para todos los 6 E:. B 0 Sean ,
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A1,···,AS' las clases de A modulo ~:~,y hagamos
B. = A. (;B 0 Es claro ahora que
~ .i

s
L m(o) :: L L m(o)

O(B i"'1 oE:B c~

es e1 numero total de raices de f(X)9 contadas
con sus multiplicidadeso Pero

s s s
L r m(~) ~ E E m(S) ~ r m(5} L 1
i=l oEB, i=1 ikB 0 :i~1 O(B.

~ :t l.

s
$. r: m (~nr: 1:;;: N ('I:"'l)
i:::1 mC!;~

s
r in ( 0) ,'< N( ':~'f,) 0 n
i=1

Esto termina 1a demostraci6n del Teorema.

i A es un cuerpo9 est~ acotacion
es la mejor posibleo

Diseutamas ahara el caso en que A ~ ~/rZ~ ~ es
un e te 0 p os I ivo. Si a (.. Z9 s u class mod u I t:

1a designarnos po oa 0

Teorema 40
l t nomt o de

Sea fOn;;; r a
k
xk E" (l;/Zpi1'\) [x] un Pi!.

grado no 5i para algun ~ O,ooo~n 9

m-1f(X) tiene a 10 mas npp 1a , entonces
ralces en z/zpmp contadas con sus multlpl1cida=
des.

Demostraci6n~ El anillo z/zpm tiene un unieo i-
m-1 {o _ m I}deal maximal 1.::' = Z.p/Jlp ::; a ~ lllEp , P a ,
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de modo que f(X) (F"l(
algun k = O~1jooo~n ;
ve r i f :1car que 1.': t:1 ene

si, y solo si, pfak para
por otra parte, es facil
m~i
p elementoso En vir-

tud del Teorema 3~ resulta que f(X) tiene a 10
m-lmas np raicess contadas con ~us mUltiplicid~

desol

Corolario 10 Sean fCX}("Z[X] un po l t nom t o pV'lmi~

tivo de grado no Entor.ce~ la congruencia f(X) =
= 0 (mod pm) tiene a 10 ma~ nprn-l solucione3
1nconqruentes m6dul0 pm.

D~mo3traco5~~ Sigue del hecho de que los coeficien
tes de UTI polinomio primitivo tienen como maximo
comBo divisor 0.1 nOmero unoo

De acuerdo con 10 ant~rior 1a congruencia
X3 + 3X + 9 ~ 0 (mod 25 )9 mencionada 0.1 prin ipio

~tendr4a a 10 mas 3.2 ~ 48 soluciones en ~/32Zj

ac ~aci6n q e es mu~ho mejo~ que la dada por e
Teo em de Nage "-Ore. E siguiente ~esultado yo.

no produce en general ~n~ buena estimo.clono

Co~clar1U. Sea fOOE.Z[X] un po l t nomt o primit.!.
no t~tonces 1a congruenc1a f(X) =

ffi1 mt 0 ~

r ~ Pi P ~ tlene a 10 mas
- 1;m1~1 m2 mt

n Pi 9 P2 ~o •• 9Pt

"if) de grado
:::; 0 {mod 1")9

soluciones lncongruentes modulo r.
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Demostraci6n; Como
deales maximales de

t I mi
?lIrE = (!) (ZIP. ?l), y los i-

i=l . 1
Z/rZ estan dadospor

i = 1,0.0' " un polinomio primitivo f(X) =
= ~ ak Xkr-Z[X] de grado n, es tal que
k=l

r ak Xk c F~i' para todo 1 = lj~oo,to Por 10
tanto, la congruencia f(X) - 0 (mod r) tiene a
10 mas nN(I~l)' si
. ml-l m2

N (/ttl) := P'l p 2
$

Pl<P2<oo,<PtO Como

p:t , el corolarlo resultao

Tendremos resultados parecidos en el caso en qu
A = R/~m, donde R es un anillo de enteros alge-
braicos y ! uno de sus ideales primosj reemplaza~
do en los esultados anteriores el primo p po_
la norma del ideal Y 0

A t!tulo de ejemploj mencionaremos que usanda el
Teo ema 3 es posible obtener resultados del tipo
siguiente:

Teorema 5: Sean A = IF [T]j('fm) (donde 1F de s t q nap p
el cuerpo de . p elementos, p un numero primo) y

f(X) = ~ a xkCA[X] un polinomio de grade n
k=o k

tal que para a1gun k, ak ~ (T)/(Tm). Entonces
rr x: tiene a 10 mas npm-l rafces en A, En- pa r t t
cu1ar, s; p = 2 Y m = 3 un po1inomio f(X)~A[X]

tiene a 10 mas 4n ra;ces en Ao S; p es arbitrario
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y m = 2 f(X) tiene a 10 mas np raices en A.

***
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