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SOBRE UN NUMERO DE SOLUCIONES DE

CONGRUENCIAS ALGEBRAICAS

por

Victor Albis

En el excelente libro de T. Nagell citado en la

bibliografia aparece el siguiente resultado:

Teorema 1. (Nagel11-Ore) Sea f(X) un polinomio de
coeficientes enteros, primitivo y de grado n; en-
tonces la congruencia

£(X) = 0(méd pa )

tiene a 1o mas nD2 raices, donde D es el dis-
criminante del polinomio ( [1] pag. 90).

Sin embargo, cuando se trata de averiguar cotas
para el niimero de soluciones de una congruencia

especifica, el valor de nD2 puede ser muy gran
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por ejemplo, si f(X) = X3 + 3X + 9 ,

9’
nD2 = 7.52.112 para la congruencia X3 + 3X + 9=

= 0 (mdd 25), cuando é&sta no posee solucidn algu-

na en Z/32Z. Por esta razdén solemos presentar

de; asi
3

en nuestros cursos de teoria de los nimeros una
acotacidn diferente, bastante elemental, la cual
se comporta adecuadamente para valores pequefios
de pm-i, ademds de que es aplicable a polino-

mios de coeficientes en un anillo finito arbitra

rioc.

Supongamos, pues, que A esun anillo finito, conmu
tativo con elemento unidad, y sea uno de sus i-
deales maximales; entonces el epimorfismo candnico
U ¢ A > A/m puede prolongarse a un epimorfismo

W : A [X] — (a/7) [X] , como lo indica el siguien

te diagrama

A 2 a/m
| |

A[x]—E— (asw)[x]

Si f(X)e:A[X] escribimos Ff(X) en vez de
p(£(X) ). La familia Q“CIA[X] ‘consiste de to-
dos los f(X) que cumplen f(X) # 0; es decir,
- f(X) = g a xXeF si, y sdlo si, algin a, €.
M, ' el k

k=o k

Haremos uso del siguiente resultado

Teorema 2. Sean f(X)€A[X] y BEA wuna raiz de
f(x). Entonces f(X) = (X -B) q(X) , donde
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a(x) €a[x].

Por otra parte, si f(X)¢ A[X], definimos la multi
plicidad de la raiz B€ A de f(X) como

m(B) = max {m ; (X-B)mq(x) = £(X)}.

Esta definicidn es conveniente pues, por ejemplo,
g o3 2 . .
£(x) = X° - X° - X + 1€(2Z/82)[X] admite las dos

factorizaciones distintas
(X - 1)2(X # 1) = (X - 1)(X - 5)(X + 5)

en ( 2/82)[x].

Establecemos en seguida nuestra acotacidn:

Teorema 3. Sean A un anilio conmutativo, finito,
con elemento unidad, y# uno de sus ideaies maxi-
maies. Si f(X)€ E,es un polinomio de qrado n,
entonces f(X) tiene a lo mas n.N (% ) raices
en A, contadas con sus multiplicidades, donde N(':)
es el numero de elementos de#.

Demostracidén: Sea B el conjunto de todas las so

luciones de f(X)€'Q” . Si BEB tiene multipli-

cidad m(B), entonces

) = (x-B)"B)T(x), donde B = u(B),

en virtud del Teorema 2. Esto implica que la mul-
tiplicidad de m(B) como raiz de Ff(X), es mayor

que m(8) para todos los §€EB . Sean ,
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Al"°"As’ las clases de A mddulo ., y hagamos

B, = Ai{')Ba Es claro ahora que
s
Im(s) = I z m(é§)
§¢B i=1 GEBi

es el nimero total de raices de f(X), contadas

con sus multiplicidades. Pero

S S S .
B ¥ m(éd) £ Z X m(d) = I m(8) I i
i=1 0€B i=1 OCBi imd é’EBi
S _ s »
< I m{a) I 1 =N () L m{8) <N(“).n
i=1 me v i=1

Estc termina la demostracién del Teorema.

° 2

Observacidon: 51 A es un cuerpc, esta acoctacidn

es la mejor posible.

L}

Discutamos ahora el caso en que A Z/xZ, v es
un entero positivo. Si a< Z, su clase modulo r

la designamos por a .

Teorema 4. Sea f(Xx) = L &, x* ¢ (2/zp™)[x] un po
linomio de grado n. Si para algién k = 0,..0,m
P4 a , entonces £(X) tiene a 10 més npm'1
raices en Z/Zp", contadas con sus muitiplicida-

des.

Demostracidn: El anillo Z/Zp" tiene un {inico i-

deal maximal 7. = Zp/me-1 = {ééfZ/me s Pla} ’
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de modo que f(X) € Fy, si, y sdlo si, p’rak para

algin Xk = 0,1,...,n 3 por otra parte, es fécil

g : . m o
verificar que 7. tiene p elementos. En vir-

tud del Teorema 3, resulta que f(X) tiene a lo
o m-1 é . ..
mas np raices, contadas con sus multiplicida

des. B

Corolario 1. Sean £(X)< z{X] un polinomio primi-

tivo de grado n. Entonces 1a congruencia f(X) =

= P m 2 P - o )
= 0 (méd p™ ) tiene a io mas np" ' soluciones

x

incongruentes mddulo pma

Demostracidn: Sigue del hecho de que los coeficien

tes de un polinomioc primitivo tienen como maximo

comin diviscr al nGmero uno.

De acuerdo con lo anterior la congruencia

3 i -1 as i L 5 i

X" 4 33X + 9 £ 0 (m&d 2~ j}, mencionada al principio
0 5 Al ; ;

tendria a lo m8s 3,2 = 48 soluciones en Z/32Z,

acotacion que es mucho mejor que la dada por el
Teorema de Nagell-Ore. El siguiente resultado ya

no preduce en general una buena estimacidn.

Corolario 2. Sea f£(X)e Z[x] un pciinomio primiti
vo de grado n. Entonces la congruencia f(X) =

: "y L - . <
=0 (m8d r), r = P o.. P , tiene a 10 mas
mg=1 m. ) m
i 2 t

n pi 9 p2 9°°°9pt

soluciones incongruentes mdédulo r.
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t m:
Demostracion; Como Z/rZ = C)(Z/Pi1 Z), y los i-

deales maximales de Z/rZ e%%én dados por

1

{/ _ m mi mt
li = (Z/p1 Z)e...O(pi,z/pi Z)G“.G(Z/pt z),

i =1,..,t% un polinomio primitivo f(x) =

1
ne~Ms

i ak th.Z[X] , de grado n, es tal que

L a

1

Xk < Fwi s para tode i = i,...,t. Por lo

x

0 (mdd r) tiene a

tanto, la congruencia f(X)

i = A 1 < €...% o
lo mas nN(ﬂl), si py P, P Como
: Hi-i ®g m : .
N(#%, ) = py P cse P, , el corolario resulta.
1 g 3 2 t
Tendremocs resultados parecidos en el caso en que
..o.m s <
A = R/}, donde R es un anililo de enteros alge-
braicos y 7/ uno de sus ideales primos, reemplazan
do en los resultados anteriores el primo p por

ia norma del ideal ¥ .

A tituloc de ejemplo, mencionaremcs que usando el

Teorema 3 es posible obtener resultados del tipo

siguiente:

Teorema 5: Sean A = FP[T]/(Tm) (donde F = designa
el cuerpo de p elementos, p un ndmero primo) y

( n
f(X) = )
k=o k

tal que para algin k, a, & (T)/(T™). Entonces
£(X) tiene a 1o mds np™ ! rafces en A. En parti
cular, si p =2y m = 3 un polinomio f£(X)cA[X]

xX ¢ A[X] un polinomio de grado n

tiene a 1o mas 4n raices en A. Si p es arbitrario
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y i =g f(X) tiene a 1o mds np rafces en A.

* % %
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