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UN EJEMPLO DE UN LENGUAJE DE PRIMER ORDEN

pOl'"

Rafael Is a ac s

£1 ~azoTIamiento Todo~ ~O$ ~igre5 ~omen carne; car~
ne e§ u~a p~~~bta9 e~~o~ee~ lOS togres comen paia-
bras. pone de manifiesto los dos primeros planas
que hay que distinguir en e anAl! is de 10 que as
e1 1enguaje: E1 Plano del Significante y e1 Plano
del S!gnificadoo Cuando decimos ~odos Vas tugres
~eomen carne nos astamos refiriendo al objeto con~
creto carne~ tejido muscular que ilevan los anima~
1e59 y estamos en el Plano del Significadoo Cuando
decimos carne es una palabra nos referimos proba-
blemente al sonido carne 0 al grafismo~ entonces
estamos en el Plano del Significante. Esta distin
cion 5e profundiza mucho en Lingulstica de tal for
ma que nuestra ilustracion es sin dud a muy vaga;
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pero 10 importante es recalcar en la distincion
que hay que hacer entre los objetos que se nom-
bran -y 10 que se dice de e110s- por un lado~
y los objetos -0 mejor los sistemas- que sir~
ven para nombrar. Una rama de la Lingulstica~
llamada Sfntax!s, se ocupa de estudiar la estru£
turacion del Significante como sistema, sin te-
ner en cuenta los significadosc En otras pala-
bras, como las palabras 0 los objetos que nos
sirven para referirn s a los objetos del mundo
tienen sus leyes de omposicion -que no depen-
den de 10 que se quiera decir 0 enunciar-, la
sintaxis se ocupa del estudio de dichas 1eyeso

En rna emati as e1 estudio del lenguaje matema_i-
co se hizo necesario a partir de la Crisis de 10
Fundamentosc Se trataba de estudiar las bases
para que una eoria estuviera bien hecha (fuera
val·da)~ y como las teorias se presentan utili-
zando un lenguaje -es el al fin y al cabo 10
que percibimos de la teoria- ~ fue necesario in~
vestigar sobre e1 lenguaje matematico. La Sln-
taxis Logica, que sera la sintaxis del lenguaje
matematico, nos indicara como se deben formar
los signos para que se diga algo -se enuncie u-
na proposicion- , sin importar 10 que significa
ese algo. Entonces los objetos de la sintaxis
logica son signos sin contenido, que tienen una
forma de escribirse y su correspondiente lectura9
pero no significa algo en particular.
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Una vez determinada 1a sintaxis -escogiendo cier
tos signos y diciendo como se relacionan- podemos
aplicarlos a diferentes obj~tos y hacer teorlas s~
bre elles con nuestro lenguaje. Una interpretacion
de un lenguaje comprende un conjunto de objetos de

los cuales vamos a hablar y una funci6n que, a gr~
sso modo, a cada texto realizable Ie asocia un sen
tido referente a los objetos. Esta funci6n de in-
terpretacion es 1a que relaciona el Plano del Sig-
nificante con el Plano del Significado, en otras
'alabras ella da las rag las queHfo~man en esencia,
1a qu' eorrlentemente S8 de lomina lenguaJe" [1].

La funci6n que en matemlticas llamamos de inter-
pretacion de rige per las reglas de 1a seman~ica,
rama de 1a lingulstica que se ocupa de esta lecer
1a relacion entre el Plano del Significante y el
Plano del Significado.

En cuanto a la sintaxis y a la semantica el papel
que juega la matematica esta al mismo nivel que el
de cualquier lengua: asocia sistemas de signos con
relaciones y/o conceptos de objetos. El aspecto
propiamente logico se encuentra cuando de una pr~
p sicion9 co rectamente enunciada segun las reglas
de la sintaxis9 se puede deducir otra, independien
temente del sentido que se les este dando, en otras
palabras9 e1 la deduccion formal aparece separado
elPlano del Significante del Plano del significa
doc Cuando se tiene un conjunto de proposiciones
de un lenguaje decimos que una interpretacion del
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lenguaje es un modelo para dicho conjunto de propo
siciones~ si cada una de estas proposiciones es
cierta sagun la interpretaclono Una teorfa es un
con]unto de proposicioness las cuales se pueden de
ducil' unas de otra.s partiendo de unas 11amadas
@x~oma~ de ]~ (~O~r~ Q entonces un modele de algu
na teoria sera un modela para las proposicieoes de
dicha teor1ao

£1 principie fundamental para 18 aplicabilidad de

la matematica es considerar que cualquier modele
para lOB axiomas de la teoria "as tamhi&n tin modele
para todas las proposiciones de la teorfag prcpo-
sicionss que song precisamentei deducidsB de loe

decir qu~ p~ofundizando en ~Bt~ tipo U@ a~ali~is~
I

con un d~~arrol'o sup~emarnen~e minucio~os es como
Godel logra su famoBo y Bspectacular resultado
IlSobre propo~iciones formalme1\!.'te indec:idible§J d<:>·
Pr-LncIp La MBti8matica y s Ls t emas uTI~logo~!i en 1931
[2] e

el fpo
c ua L s e p ue da empe z ar- e s eL calif:ic~do de " 1/iJiT' Gffi@C

ord~~ ~ que generalmente se presenta acompanado
de un ejemplo cu.yo modele son los n6meroB natura-
les [3J En estas notas intento presentar el
concepto gen~ral de t~~gu~J~ de ~O~ pafe~tes~o~o
Se expone en varias partes~ la parte sintactica~
que nos indica cuales son los signos que se utili
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zarin y c5mo se deben relacionar entre siB ta pa~
te semintica. en donde muestroqfie. adem'~ de ser
vir este lenguaje para referirnos a los parentes-
cos entre personas. nos puede servir para nablar
de objetos tales como los numeros naturales 0 los
cuadros de un tablero de ajedrez. En la tercera
parte. se da un bosqueja de c6mo constru1r t~orias
que utilicen el lenguaje expuesto. Deja para 10
ultimo un resumen yunas notas a manera de canclu-

Estudiar el lenguaje de los parentescos tiene sen~
tidD en este momento hi~toricoo Se comenta sabre
l~ n~ce~idad de presentar al alumno estructuras rna
tematizables que encuentre en 1a vida cotidiana
t ~ ~ ~L4J, he aqu1 una. Ya que tndos los matematicos as
tan de acuerdo en que 1a matematica no solo trata
de cantidade~9 la iniciacion en la logica y en los
fundamentos con eSte tipo de ejemplas pDdr1a aeer~
ca~ a1 alumna a comprender la amplitud del ente m~
t~m~ticoo La justificacion que se presenta es pri,
mera que todD, ·pedagogical Y as que 1a investiga-
cion orientada par objetivas didacticas es una sa~
lioR ante e1 abismo que existe entre el mate-
matico educador y e matematico i'vestigador en
nuest~os tiempos, especialmente en los paises ll~
mados del Tercer Mundo~ en donde el rnatemAtico in
vestig~dor practicamente no existe. Por otra pa~
ta la discusion sabre aspectos de logica y funda~
mentas dernatematicas es muy importante por cuanto
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la profundizacion en estos aspectos implica la cons
titucion de un marco teorico que sirva para discu-
tir hacia donde se debe dirigir la ense~anza de la
matematica en nuestro medio.

I - Sintaxis.

Un lenguaje es una coleccion de objetos que llama-
remos STmbolos entes eminentemente sintacticos,
que son repartidos en cinco grupos: los logicos,
las constantes, las variables, los slmbolos fun-
cionales y los slmbolos predicativos. Los slmbo-
los logicos son siempre los mismos, se utilizan en
todos los lenguajes, mientras que los demas, son
especlficos de cada lenguajeo Los simbolos predi-
cativos y los funcionales pueden ser de uno 0 de
varios argumentos. Por ahora, esto solo es una
forma de clasificarlos.

De la misma manera que cuando nos encontramos ante
la Geometr1a tenem.os.gran--nu·~erode proposiciones
perc todas elIas se derivan de una cantidad m!nima
de axiomas, asi como en el lenguaje de una teoria
utilizamos sin duda infinidad de simbolos perc co~
viene reducirlos a un minimo que seran los unicos
que utilizaremos, salvo algunos que reemplacen c~
mo abreviatura, a combinaciones de los primitivoso
Por otro lado, es importante hacer notar que estos
simbolos seran entendidos tanto como unidades sono
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ras, como unidades graficas, de ahl que cada grafo
tenga su lectura.

El lenguaje de los parentescos t consta de los
simbolos logicos, que se pueden reducir a los si-
guientes:

( ) Los parentesis

, La negacion

~ La implicacion

tiene solo una constante:

J Que ::;eleera "Juan"

como s1mbolos funcl0nales actuaran:

m( ) Que se leera "La madre de ... "
y

p( ) Que se leera "El padre de ... "

ambos simbolos funcl0nales m( ) y p( ) son de
un solo argumento, hay tambien un simbolo predic~
tivo di un solo argumento .

-e ,

( )V Que se lee lies varon"

y un s1mbolo predicativo de dos argumento, el slm
bolo de la igualdad:

( )I Que se lee fly son iqu a le s"

Los parentesis de los simbolos predicativos y fu~
cionales se pueden ampliar segun 10 que se quiera
introducir en ellos como veremos mas adelante. Las
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variables que utilizari el lenguaje de los paren-
tescos serin las letras

x , y, z , u , v, w

que se leeran de manera corriente. En algunos
cas os seri necesario utilizar mas variables; cuan-
do as! sea utilizaremos estas letras subindizadaso

Las constantes son los unicos signos que se refie~
ren a objetos determinados; las variables se com~
port an como constantes .pere no rep res entan a un ob-
jeto determinado, sino mas bien algo indetermina-
do, no e spe cdf Lc ado , En e spafioI el papeI de las v~
riables 10 juegan, de una forma no exactamente i-

gual que en el lenguaje matematico~ palabras como
alguien, alguno, etco Sobre el papel que juegan
las variables, las constantes y los diferentes 81m
bolos se aclarara mas adelante cuando refiramos a
la seminticao Las variables t se llaman indivi-
duales porque elIas se refieren a elementos inde-
terminados pero individuales~ nunca a conjuntos~
ni funciones, por esta razon diremos que t es un
lenguaje de primer orden, serla de segundo orden
si introdujeramos, por ejemplo variables que re-
presenten conjuntos indeterminadoso

Cualquier sucesion de slmbolos del lenguaje es l1a
made expresion: As! en 1serin expresiones:

...,«} ("*J

.... ( ) Jm ( ) « ( p m
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De las expresiones escogeremos las que nos inter~
sana Primero escogeremos las expresiones que lla~
remos terminos;ellas nos serviran para mencionar
objetosa Son escogidos los terminos mediante las
siguientes reglas:

1) Todas las variables y constantes son terminoso

2) Supongamos que "t" es un termino y "f( )" es
un simbolo funcional de un solo argumento, en-
t onces ilf(t)iI es un termino. En general, sI
t 1 9 t 2 ' 0 0 0 , t n son term in0s y f(, 0 va,) esun
s!mbolo funcional de n argumentos, entonces

es un termino,

3) Estas son las dos unicas formas de hacer termi
noso

Veamos ahora como podemos formal' expresiones que
sean terminos de j 0 Como "Juan" es termino -POl'

1a regIa 1~ entonces porIa regIa 2 sera tambien
termino:

p(J) "El padre de Juan"

y aplicando otra vez la regIa 2, obtenemos otros
terminos:

p Cp Lr ) "El padre del padre de Juan"

m( p ( J » " lam ad red e 1 pad red e J u a n'~

PorIa regIa 3 podemos saber que 1a expresion:
~ (J(

no es termino.
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Vale la pen a hacer notal" que a esta altura ya pod~
mos reemplazar combinaciones de simbolos pOI" nue-
vos simbolos; pOI" ejemplo, se puede introducir e1
simbolo a que se utilizara as1: si t es un

m
termino, la expresion p(m(t» se reemplazara pOl"

la expresion
terno de t.

a (t) que sera leida el abuelo ma-
m

Podemos observar que los terminos no
nos sirven sino para nombrar objetos; para hablar
de las relaciones que existen entre los objetos,
utilizaremos 10 que llamaremos formulas bien for~
madas1, abreviadamente fob.f., perc antes tene-
mas que vel" que es una formula atomicao

Una formula at6mica sera una expresion del tipo
(t1,t2,.oo,tn)P donde P es un simbol0 predica-
tivo de n argumentos y t1,t2,o.c,tn son n
term' nos cualesquiera 0 As! en t como' la expre-
sion

mLp Cx ) "La madre del padre de x "

es un termino, y es un simbol0 predicativo de un
solo argumento, entonces 1a expresion:

(m(p(x»)V" La madre del padre de x

es varono"

es una formula atomica de t . As! mismo, como sa
bemos que x y m(p(J» son terminos y que I es
un predicativo de
sion:

2 argument os entonces la expre-

(m(p(J» ,x)I 11 La madre del padre de
Juan es x" o"La madre del padre de
Juan y x son lo s i m lsmo s ."
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es una formula a t Sm Ica de L.

Las rormulas atomicas nos sirven ya para decir co-
sas de los objetos y de las variables, pero elIas
no nos indican todo 10 que podemos decir sino que
10 generan cuando introducimos los concectivos 16
gicoso Todo 10 que podemos decir de las variables
y de los objetivos que representan las constantes
sera expresado pOl' medio de las fobof. que se
construyen segun las siguientes reglas:

1) Toda formula atomica es una fob.f.

2) 5 i // y <13 son fob 0' en ton cest am bien (-,,1) y
(p ~~) son f.b.f.

3) 5010 son f.b.f. las expresiones que 5e formen
par las ms reglas anterioresQ

PorIa regIa 1) tenemos que la expresion

( -, (J) V ) "Juan no es un v a ro n " (1)

es una f.b.fo que nos servira para decir alga de
aquel objeto que llamamos Juan • tqui tambien pod~
mas introducir nuevas simbolos que reemplacen los
originales, par ejemplo la expresion (1) se podria
reemplazar par

IJ)M "Juan es una mujer"

que no tiene sino ventajas taquigraficas, ya que
no nos ayuda a decir mas casas. As! mismo podria-
mas introducir los otros dos signos del algebra
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proposicional,

ya que como se sabe~ estos son combinaciones de la
negacion y de la implicacion,

Para darnos la idea de las f..b.f. que se pueden
formar~ presentamos dos ejemplos:

( (m(J»M ~«p(x»V A (J}M) )

II Sf l a madre de Juan e s mu j e r e n t o n c e s e l

padre de x e s v a r dn y Juan es muj er , "

( (p(m(m(z»»V A (p(x)~ m(y)I)
IIEl padre de la madre de ~a madre de :£ e s un

varon y el padre de x: es 103 madre de "I."

La formacion de terminos~ formulas atomicas~ fob.f.
y posteriormente de proposiciones9 se hace de una
manera completamente mecanica9 de aqui su indepen-
dencia con 10 que se quiere enunciar.Para que esta
idea quede mas clara9 vamos a imaginar a cada sfm=
bolo de nuestro lenguaje como una ficha con cier-
tas especificaciones segun el tipo de signo que
sea. As!, las variables y las constantes se repr~
sentaran con el mismo tipo de fichas perc las va-
riables tendran un espacio central como se muestra
en la Fig. 1.
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o ®®® ..
fich~ para la cons-
tante "Juan"

fichas para las varia-
bles.

Fig. 1

Las fichas de los sirnbolos funcionales seran par~
cidas a las de las constantes~ perc adernas de te-
ner una salida triangular tienen una 0 varias en-
tradas tarnbien triangulares segun el nurnero de ar
gumentos delsimbolo funcional (Fig. 2a)o Las fi-
chas de los s f mb oLos pr-ed i ca t Lvo s tienen entradas
triangulares (tantas como argurnentos tenga el si~
bolo predicativo) perc tienen una salida rectang~
lar (F ig. 2b).

00
a. 00

b.

Fichas para los simbolos
predicativos y funcionales.

Fig 0 2

Los sirnbolos logicos seran representados por fi-
chas con entradas rectangulares y una salida rec-
tangular (Fig. 3). Las diferentes fichas se pue-
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den encajonar siempre que correspondan la entrada
con la salida y que guarden una direcci6n, es de-
cir que no se toquen por detr§s,· como el caso mos
trado en la Fig. 4. Los terminos estar§n repre-
sentados por encajamiento de fichas con salida
triangular unicamente, encajamientos que no dejan
ninguna entrada libre y solo queda una salida. En
la Fig. 5 se muestran encajonamientos que repre-
sentar§n las f.b.f. se formar§n con fichas de cual
quier tipo de tal manera que no quede ninguna en-
trada libre y solo una salida rectangular, se mues
tran ejemplos en la Fig. 6.

00
Fig. 3 Fichas para los simbolos 16gicos.

Encajamiento no permitido.
Fig. 4
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m(x)

1. (x)V

"x es va rSn"

p(Z)

m(p(z» m(m(j»

Encajamientos que representan
diferentes terminos.

Fig. 5

2. (J,m(x»I
"~Juan es la madre
de x "
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3 e (..,( m ( J ) )V )

"La madre de
Juan no es
varon,"

4, (. (m(x),p(x»I ::>..., (x)V»

" No es cierto que sf la madre de x es

el padre de x entonces x no es va r Sn , "
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I! Es f aLs o que sI x '$8 Juan j en t onces la madre
de x e s var-Sn oli

En ca j on amLe n t os que representan fob 0 f 0

Esta representacion de t pOl' medio de fichas es
tambien ventajosa para vel' como se introducen nue
ves signos como abreviaturas de combinaciones de
los originaleso Utilizaremos el signo _ para
indicar que cierta cembinacion de slmbolos sera
reemplazada pOl' un nuevo signo~ esta forma de in-
troducir nuev s signos es 10 que tradicionalmente
se llama Definicion, En la figura 7 introducimos
la definicion del simbolo funcional de un solo ar
gumento a ( )"el a b ue l o materno de ..!'del simbolo

m
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predicativo de dos argumentos ( )H IV son herma-

no s" y de los s imbolus logicos A y V.

0-
1. Definicion de a ( )

m
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3. Definicion de A



2

4, Definicion de ( , ) H (x)

Definicion de nuevos sfmbolos en
terminos de fichas.

Fig. 7 (.1 .2. 3 .4. )

(x) Los nGmeros de las entradas nos indican como
deben ir repartidos losterminos para que pu~
da ser utillzad6 el nue~o sfmbolo.

***

Notas.

Se puede ver una idea de este famoso resulta-
do y de su demostraci6n en [2].

En l3] se encuentran teorias de primer orden
para los numeros naturales y el calculo proposi-
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cional.

El Profesor Carlos Vasco prop one en [4] , co-
mo objetivo para el area de Matematica moderna en
el siglo diversificado liE! descubrimiento de las
estructuras subyacentes a situaciones de la vida
diaria"c

***
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