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UN EJEMPLO DE UN LENGUAJE DE PRIMER ORDEN

por

Raftael Isaacs

Introduccion.

£l vazonamiento Todos ios tigres comen carne; car-
ne es una palabra, entonces los tigres comen pala-
bras, pone de manifiesto los dos primercs planos
gue hay que distinguir en el andlisis de lo que es
el lenguaje: E1 Plano del Significante y el Plano
del Significado. Cuandc decimos todos los tigres
comen carne nos estamos refiriendo al objeto con-
crete carne, tejido muscular que llevan los anima-
les, y estamos en el Plano del Significado. Cuando
decimos carne es una palabra nos referimos proba-
blemente al sonido carne o al grafismo, entonces
estamos en el Plano del Significante. Esta distin
cién se profundiza mucho en Linguistica de tal for
ma que nuestra ilustracidn es sin duda muy vaga;
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pero lo importante es recalcar en la distincidn

que hay que hacer entre los objetos que se nom-

bran -y lo que se dice de ellos- por un lado,
v los objetos =-o mejor los sistemas- que sir-
ven para nombrar. Una rama de la Linguistica,

llamada Sintaxis, se ocupa de estudiar la estruc
turacidén del Significante como sistema, sin te-
ner en cuenta los significados. En otras pala-
bras, como las palabras o los objetos que nos
sirven para referirnos a los objetos del muando
tienen sus leyes de composicidn -que no depen-
den de lo que se quiera decir o enunciar-, la

-

sintaxis se ocupa del estudio de dichas leyes.

En matemdticas el estudio del lenguaje matemiti-
co se hizo necesario a partir de la Crisis de los
Fundamentos. Se trataba de estudiar las bases
para que una teoria estuviera bien hecha (fuera
vidlida), y como las teorias se presentan utili-
zando un lenguaje -es 21 al fin y al cabo 1lo

que percibimos de la teoria- , fué necesario in-
vestigar sobre el lenguaje matemdatico. La Sin-
taxis Légica, que seri la sintaxis del lenguaje
matemdtico, nos indicarad como se deben formar

los signos para que se diga algo -se enuncies u-
na proposicién- , sin importar lo que significa
ese algo. Entonces los objetos de la sintaxis
ldgica son signos sin contenido, que tienen una
forma de escribirse y su correspondiente lectura,

pero no significa algo en particular.
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Una vez determinada la sintaxis -escogiendo cier
tos signos y diciendo cdmo se relacionan- podemos
aplicarlos a diferentes objetos y hacer teorias sg
bre ellos con nuestrn lenguaje. Una interpretacién
de un lenguaje comprende un conjunto de objetos de
los cuales vamos a hablar y una funcidn que, a gro
sso modo, a cada texto realizable le asocia un sen
tido referente a los objetos. Esta funcidén de in-
terpretacidn es la que relaciona el Plano del Sig-
nificante con €l Plano del Significado, en otras
palabras ella da las reglas que"forman en esencia,
la que corrientemente se denomina ienguaje" {i].
La funcidn que en matem8ticas llamamos de inter-
pretacién se rige por las reglas de la semdntica,
rama de la linguistica que se ocupa de establecer
la relacidn entre el Plano del Significante y el

Plano del Significado.

En cuanto a la sintaxis y a la sem@ntica el papel
gue juega la matemitica estd al mismo nivel que el
de cualquier lengua: asocia sistemas de signos con
relaciones y/o conceptos de objetos. El aspecto
propiamente l&gico se encuentra cuando de una pro
posicidn, correctamente enunciada seglin las reglas
de la sintaxis, se puede deducir otra, independien
temente del sentido que se les esté dando; en otras
palabras, en la deduccién formal aparece separado
el Plano dei Significante del Planc del significa
do. Cuando se tiene un conjunto de proposiciones

de un lenguaje decimos que una interpretacidn del
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lenguaje es un modeio para dicho conjunto de propo
siciones, si cada una de estas proposiciones es
cierta segin la interpretacidn. Una teoria es unmn
conjunte de proposiciones,; las cuales se pueden de
ducir unas de otras partiendc de unas llamadas
axiomas de la teorfa ., entonces un modeloc de algu
na teoria sera un modelo para las proposiciones de

dicha teoria.

El principio fundamental para la apliéahilidad de
la matemd3tica es considerar que cualgquier modelo
pava los axiomas de la teoria as también un modelao
para todas las proposiciones de la teoria, prcpo-
siciones gue son, precisamente, deducidas de los
axionas independientemente del modele. No soLra
decir que profundizando =n zste tipo de anidlisis,
con un desarrollc supremamente minuciesso, es como
Godel logra su famoso y espectacular resultade
"Sobre proposiciones formalmente indecidibles de
Principia Matemdtica y sistemas andlogos" en 1931

[2].

Quizds el tipo de lenguaje ma&s sencillo por el
cual se pueds empeiar es el calificado de primer
arden , que generalmente =2 presenta acompafadeo
de un ejemplo cuye medelo son los nimeros natura-=
les [3} . En estas notas intento presentar el
conceptec general de Jenguaje de los parentescos.
Se expone en varias partes: la parte sintdctica,

que nos indica cudles son los signos que se utili
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zar@n y cdmo se deben relacionar entre si. La par
te semdntica, en donde muestro que, ademis de ser
vir este lenguaje para referirnos a los parentes-
cos entre personas, nocs puede servir paré hablar
de objetos tales como los nilimeros naturales o los
cuadvos de un tableroc de ajedréz. En la tercara
parte, se da un bosquejo de cédmo construir teorias
que utilicen el lenguaje expuesto. Dejo para 1o
{iltimo un resiimen y unas notas a manera de conclu-

sicnes.

Estudiar el lenguaje de los parentescos tiene sen-
tido en este momente hiztdrico. 5Se comenta sobre
iz neceaidad de presentar al alumno estructuras ma

@
tematizables gque encuentre en la vida cotidiana

3

[4]; he aquf unma. Ya que todos los matem&ticecs es
té&n erdo en que la matemltica no s8lo trata
dades, la iniciacifn en la légica y en los
mentos con este tipo de ejemplos podria acer-
car al alumno a comprender la amplitud del ente ma
temético. La justificacidn que se presenta es pri
mero que todo, -pedagbgica, y es que la investiga-
cifn orientada por objetivos did§cticos es una sa-
lida aute &l abisme que existe entre el mate-
matics educador y el matem&tico iavestigador en
nuestrocs tiempos, especialmente en los paises l1lla
mados del Tercer Mundo, en donde 21 matemdtico in
vestigador prdcticamente no existe. Por otra par
te la discusién sobre aspectos de 1l8gica y funda-

mentos de matemdticas es muy importante por cuanto
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la profundizacidn en estos aspectos implica la cons
titucidn de un marco tedrico que sirva para discu-
tir hacia donde se debe dirigir la ensefianza de la

matemdtica en nuestro medio.

I - Sintaxis.

Un lenguaje es una coleccidn de objetos que llama-
remos Simbolos entes eminentemente sint8cticos,
que son repartidos en cinco grupos: los légicos,
las constantes, las variables, los simbolos fun-
cionales y los simbolos predicativos. Los simbo-
los légicos son siempre los mismos, se utilizan en
todos los lenguajes, mientras que los dem&s, son
especificos de cada lenguaje. Los simbolos predi-
cativos y los funcionales pueden ser de uno o de
varios argumentos. Por ahora, esto solo es una

forma de clasificarlos.

De la misma manera que cuando nos encontramos ante
la Geometria tenemos gran nimero de proposiciones
pero todas ellas se derivan de una cantidad minima
de axiomas, asi como en el lenguaje de una teoria
utilizamos sin duda infinidad de simbolos pero con
viene reducirlos a un minimo que serdn los finicos
que utilizaremos, salvo algunos que reemplacen co
mo abreviatura, a combinaciones de los primitivos.
Por otro lado, es importante hacer notar que estos

simbolos serdn entendidos tanto como unidades sono
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ras, como unidades graficas, de ahi que cada grafo

tenga su lectura.

El lenguaje de los parentescos :f consta de los
simbolos 16gicos, que se pueden reducir a los si=-

guientes:

G2 Los paréntesis
= La negacibn
+ La implicacidn

tiene solo una constante:
J Que se leerda "Juan "
como simbolos funcionales actuaran:

m( ) Que se leerd "La madre de.. ."

p( ) OQue se leerda "EIl padre de,, K, k"

ambos simbolos funcionales m( ) y p( ) son de
un solo argumento, hay tambi&n un simbolo predica

tivo de un solo argumento.
( )V Que se lee "es vardon"

y un simbolo predicativo de dos argumento, el sim

bolo de la igualdad:
( 4 )I Que se lee "y son iguales"
Los paréntesis de los simbolos predicativos y fun

cionales se pueden ampliar segfin lo que se quiera

introducir en ellos como veremos mias adelante. Las
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variables que utilizard@ el lenguaje de los paren-

tescos seran las letras

Xy ¥y 2, Uy V, W

que se leerdn de manera corriente. En algunos
casos serd necesario utilizar mas variables; cuan-

do asl sea utilizaremos estas letras subindizadas.

Las constantes son los {inicos signos que se refie-
ren a objetos determinados; las variables se com-
portan como constantes,peroc nNnorepresentan a un ob-
jeto determinado, sino mas bien algo indetermina-
do, no especificado. En espafiol el papelde las va
riables lo juegan, de una forma no exactamente 1-
gual que en el lenguaje matemdtico, palabras como
alguien, alguno, etc. Sobre el papel que juegan
las variables, las constantes y los diferentes sim
bolos se aclarard@ mis adelante cuando refiramos a
la sem@ntica. Las variables z se llaman indivi-
duales porque ellas se refieren a elementos 1inde-
terminados pero individuales, nunca a conjuntos,
ni funciones, por esta razdn diremos que f €s un
lenguaje de primer orden; seria de segundc orden
si introdujeramos, por ejemplo variables que re-

presenten conjuntos indeterminados.

Cualquier sucesidn de simbolos del lenguaje es 1la

mado expresidon: Asi en 7 seran expresiones:

2K Cnd G did
> ()dm () ((( pm
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De las expresiones escogeremos las que nos inter~

sana Primero escogeremos las expresiones que Ila~
remos terminos;ellas nos serviran para mencionar
objetosa Son escogidos los terminos mediante las

siguientes reglas:

1) Todas 1las variables y constantes son terminoso

2) Supongamos que 't es un termino y "f( )" es
un simbolo funcional de un solo argumento, en-
tonces i1lf(t)iles un termino. En general, sl
tlet2",., tn son term inos y f(,.va,) esun
sImbolo funcional de n argumentos, entonces

es un termino,

3) Estas son las dos unicas formas de hacer termi

noso

Veamos ahora como podemos formal® expresiones que

sean terminos de J . Como "Juan" es termino -POI-
la regla 1~ entonces porla regla 2 sera tambien
termino:

pd) "El  padre de Juan"

y aplicando otra vez la regla 2, obtenemos otros

terminos:

pCp Lr) "El padre del padre de Juan"
m(p(Jd» "lam adred el pad red e Juan'~

Porla regla 3 podemos saber que la expresion:
~ (J(

no es termino.
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Vale la pena hacer notar que a esta altura ya pode
mos reemplazar combinaciones de simbolos por nue-
vos simbolos; por ejemplo, se puede introducir el
simbolo a_ = que se utilizara asi: si t es un
término, la expresién p(m(t)) se reemplazarid por
la expresidn am(t) que seria leida el abuelo ma-
terno de t. Podemos observar que los términos no
nos sirven sino para nombrar objetos; para hablar
de las relaciones que existen entre los objetos,
utilizaremos lo que llamaremos férmulas bien for-
madas? , abreviadamente f.b.f., pero antes tene-

mos que ver qué es una formula atomica.

Una férmula atémica serd una expresidon del tipo
(tl’t2"°°’tn)P donde P es un simbolo predica-
tivo de n argumentos ¥y tl’t2’°°°’tn son n
términcs cualesquiera. Asi en L como’1a expre-

s1i6n
m(p(x)) "La madre del padre de x v

es un término, vy es un simbolo predicativo de un

solo argumento, entonces la expresidn:

(m(p(x)))V " La madre del padre de x

es varon. "

es una férmula atdmica de i’. Asi mismo, como sa
bemos que x y m(p(J)) son términos y que 1 es
un predicativo de 2 argumentos entonces la expre=-
sidn:
(m(p(J)),x)I "La madre del padre de
Juan es x" ©0'"La madre del padre de
Juan y x son los mismos."
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es una formula atSmlca de L.

Las rormulas atomicas nos sirven ya para decir co-
sas de los objetos y de las variables, pero ellas
no nos indican todo 10 que podemos decir sinho que
10 generan cuando introducimos los concectivos 16
gicoso Todo 10 que podemos decir de las variables
y de los objetivos que representan las constantes

sera expresado pOl® medio de las  fobof. que se

construyen segun las siguientes reglas:

1) Toda formula atomica es una  fob.f.

2) 51 //y <3 son fob (0 entoncest ambien (—,,l) Yy
(p~~) son f.b.f.

3) 5010 son f.b.f. las expresiones que 5e formen

par las ms reglas anterioresQ

Porla regla 1) tenemos que la expresion

(-, (3 Vv ) "Juan no es un varon" (1

es una f.b.fo que nos servira para decir alga de
aquel objeto que [Ilamamos Juan < tqui tambien pod~
mas introducir nuevas simbolos que reemplacen los
originales, par ejemplo la expresion (1) se podria

reemplazar par
1I)M "Juan es una mujer”

que no tiene sino ventajas taquigraficas, ya que
Nno nos ayuda a decir mas casas. As! mismo podria-

mas introducir los otros dos signos del algebra
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proposicional.

AV, &

ya que como se sabe, estos son combinaciones de la

negacidn y de la implicacidn.

Para darnos la idea de las f.b.f. que se pueden

formar, presentamos dos ejemplos:

( (m(J))M = ((p(x))V A (J)H) )

"Si ila madre de Juan es mujer entonces el

padre de x es varon y Juan es mujer. "

( (pm(m(z))))v A (pi{x}), m(y))I)

"El padre de ia madre de la madre de z es un

varéon y el padre de x es la madre de y."
La formacidn de términos, fdérmulas atdmicas, f.b.f.
y posteriormente de proposiciones, se hace de una
manera completamente mecdnica, de aqui su indepen-
dencia con lo que se quiere enunciar.Para que esta
idea quede més clara, vamos a imaginar a cada sim-
bolo de nuestro lenguaje como una ficha con cier-
tas especificaciones segiin el tipo de signo que
sea. Asi, las variables y las constantes se repre
sentardn con el mismo tipo de fichas pero las va-
riables tendrdn un espacio central comoc se muestra

en la Fig. 1.
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O G®RE® .

fich~ para la cons- fichas para las varia-
tante "Juan bles.
Fig. 1

Las fichas de los sirnbolos funcionales seran par-~
cidas a las de las constantes~ perc adernas de te-
ner una salida triangular tienen una O varias en-
tradas tarnbien triangulares segun el nurnero de ar
gumentos delsimbolo funcional (Fig. 2a)o Las fi-
chas de los sfmbolLoS pr-elicatlLvos tienen entradas
triangulares (tantas como argurnentos tenga el si~
bolo predicativo) perc tienen wuna salida rectang~
lar (Fig. 2b).

00 OO0

Fichas para los simbolos

predicativos y TFuncionales.

Fig. 2
Los sirnbolos logicos seran representados por fi-
chas con entradas rectangulares y una salida rec-

tangular (Fig. 3). Las diferentes fichas se pue-
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den encajonar siempre que correspondan la entrada
con la salida y que guarden una direccién, es de-
cir que no se toquen por detrds, como el caso mos
trado en la Fig. 4. Los términos estardn repre-
sentados por encajamiento de fichas con salida
triangular inicamente, encajamientos que no dejan
ninguna entrada libre y solo queda una salida. En
la Fig. 5 se muestran encajonamientos que repre-
sentardn las f.b.f. se formardn con fichas de cual
quier tipo de'tal manera que no quede ninguna en-
trada libre y solo una salida rectangular, se mues

tran ejemplos en la Fig. 6.

Fig. 3 Fichas para los simbolos légicos.

Encajamiento no permitido.

Fig. 4
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1.

p(2)

m(p(z» m(m(j»
m(x)
Encajamientos que representan
diferentes terminos.
Fig. b5
(Vv 2. (J,mCx»1
X es varSsSn" "~Juan es la madre

de x
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3.(=(m(J))IV)

"La madre de

i Juan no es
vardn."

4, (= (m(x),p(x))I =2 (x)V))

" No es cierto que si la madre de x es

el padre de x entonces x no es varodn. '
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n Es falso que sl x 's8 Juan ; entonces la madre

de x es var-Sn i

EncajonamLe ntosque representan fob . f,

Esta representacion de t por medio de Tfichas es
tambien ventajosa para vel® como se introducen nue
ves signos como abreviaturas de combinaciones de
los originaleso Utilizaremos el signo _ para
indicar que cierta cembinacion de slImbolos sera
reemplazada pOl®™ un nuevo signo~ esta Tforma de in-
troducir nuev s signos es 10 que tradicionalmente
se Ilama Definicion, En la Tfigura 7 introducimos
la definicion del simbolo Tfuncional de un solo ar

gumento am ( el abue |l o materno de ..!I'del simbolo
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predicativo

nos" y de

1. Definicion

72

los

de

3.

dos argumentos

s imbolus logicos

de am( )

Definicion

de

20

(

JH IV son
Ay V.

Definici.on

herma-

de V



4, Definicion de (

» ) H )

Definicion de nuevos sfTfmbolos en
terminos de Tfichas.

Fig. 7 (1.2. 3.4.)

(X) Los nGmeros de las entradas nos indican como
deben ir repartidos losterminos para que pu~

da ser utillzad6 el nue~-o sfmbolo.

*k*%

Notas,

Se puede ver una idea de este famoso resulta-
do y de su demostraci6n en [2].

En |3] se encuentran  teorias de primer orden

para los numeros naturales y el calculo proposi-
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cional.

El Profesor Carlos Vasco propone en [4] , co-
mo objetivo para el area de Matematica moderna en
el siglo diversificado liE!descubrimiento de las
estructuras subyacentes a situaciones de la vida

diaria''c

*kk
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