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SOBRE LA TEORIA DE LA DIMENSION

por

David Mond

Dimensidén es un concepto que todos tenemos y que
podemes aplicar en la practica cuando decimos por
ejemplo, que tal objeto geométrico (una curva) es
de dimensidn uno, que tal otro (una superficie)
es de dimensidn dos, etc.. Podemos preguntarnos
si en realidad estamos diciendo algo mas que una
curva es una curva o que una superficie es una su
perficie. La respuesta, me parece, es si; y en es
+ta charla quiero sefialar algunas de las maneras
como los matemdticos han podido precisar la nocidn
intuitiva de dimensién. Naturalmente, para preci-
sar la intuicién, hay que seguirla (si no, corre-
mos el riesgo de quedarnos con algo que no satis-
face nuestra inquietud original). Por eso, antes
de dar definiciones buscaremos fuentes de defini-
cién. Me parece que hay dos de estas fuentes
principalmente: 1la nocién de longitud, &rea, vo
lumen (o, en breve, de extensidn), que se expresa
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cuando se dice que un objeto que tiene drea pero
no volumen es de dos dimensienes, o0 que algo s&-
lido es de tres dimensiones; y la idea m&s neta-
mente topoldgica (que incidentalmente se encuen-
tra en los escritos de Euclides) de que una linea
(o un objeto de dimensidn uno) es algo que puede
ser dividido por un punto, que una superficie es
algo que puede ser dividido por una curva, y que
un sélido es algo que solamente puede ser dividi-
do por una superficie. En realidad, Euclides lo
dijo al revés: para él, un punto era el borde de
una linea, una linea el borde de una superficie

y una superficie el borde de (lo que limita) un
sdlido. Seguramente para &l los sdlidos eran los

objetos mds reales, y habia que partir de ellos.

Fué Poincaré quien did respetabilidad matemdtica
a esta segunda nocidén intuitiva, en sus Dernieéres
Pensées, cerca del principio del siglo. El descu
brimiento por Peano de una curva que cubria

el cuadrado, y los trabajos de Cantor que hacian
ver que no era posible distinguir, en términos de
la potencia del conjunto subyacente, entre espa-
cios topoldégicos de dimensiones intuitivamente
distintos, habian hecho temer que la nocidn de ho
meomorfismo no fuera lo suficientemente fina para
dar una buena clasificacidn de los espacios topo-
légicos; en particular se pensd que pudieran re-
sultar homeomorfos espacios Rh con valores dis

tintos de n. En realidad hay demostraciones sul
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géneris, relativamente sencillas, de gue esto no
es el caso, por lo menos para bajus valores de n.
Por ejemplo, [0,1J no es homeomorfo a [0,1]2 por
que éste sigue siendo conexo despu€s de quitarle
cualquier punto, propledad que lo distingue topold
gicamente de [0,1]0 Hay ciertas figuras que se
pueden construir en [0.1]3 peroc no en [0,1]2 (esto
es, que no tienen imdgenes homeomorfas en [0,1]2).

Por ejemplos; los gr8ficos K. y K 3
5 3,3

Fig. 1

(En efecto, estos son los graficos mé&s sencillos
con esta propiedad; Kuratowski demostrd que cual~
quier gr&fico que no se puede construir en R2 de=-
be contener unc de estos dos). Mas adelante daré
una demostracibn de que KS,S no puede ser dibu-
jado en el plano.

Siguiendo la iniciativa de Poincaré, fueron Brou-
wer;,; Menger y Urysohn, todos trabajande independien
temente, quienes dieron la primera definicidn rigu
rosa y completamente extensiva (en el sentido de
que cchija a todos los espacios tupqlégicos) de di-
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mensidén topoldgica. Esta es:

1) Dim X (la dimensidén del espacio X) es -1, si ¥y

s6lo si X es vacio.

2) Si un punto p de X tiene un sistema funda-
mental de vecindades abiertas (o sea; vecindades
abiertas arbitrariamente pequefias) cuyas fronte
ras son de dimensidén n-1, entonces la dimensidn

de X en P es menor o igual que no

3) 81 la dimensidn de X es menorc¢ jigual que n €n

todos sus puntos, entonces dim X es menor o

igual gque n.

4) Si dim X es menor o igual gque n, pPero nNo es
menor o igual que n-1, entonces dim X es igual

a n..

5) Si dim X no es menor o igual ques n para nin-

gdn n, entonces dim X esg infinita.

Antes de ver algunos ejemplos, notemos gue las
condiciones anteriores definen una funecidn que &=~
signa a cada espacio topoldgicoc un nlmero, el zual
es evidentemente invariante bajc homeomorfismos,
mas atn, bajo homeomorfismos liocales y que es mo-
ndtona en el sentido de que YC X implica que

Dim Y es menor o igual que dim X,

Como primer ejemplo, veamos que el conjunto de los
nimeros racicnales, considerado como subespacic de

la recta real, tiene dimensidén igual a cero: en e-
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fecto cada punto tiene un sistema fundamental de
vecindades cuyas fronteras, siendo vacias, scn de
dimensidén -1... 1os intervalos abiertos con ex-
tremos irracicnales que lo contienenj por lo tanto,
su dimensién es menor o igual que 03 y puesto que
no es vacioc, su dimensifn no es -1, asi que debe

ser 0.

Es sencillo ver que cualquier conjunto finito de

puntos de la recta es de dimensidn 0, ya que cada
miembro es aislado. For esto, la dimensidén de la
recta es 1. En efecto su dimensidn es menor o i-
gual que 1, puesto gque cada punto tiene un siste
ma fundamental de vecindades (los intervalos que

ios contienen) cuyas fronteras son de dimensiBn O
(ia frontera de cada intecvalo consta de dos pun-
tos); y por razones de conexidad; R no es de di-

Fal

mensiln menor o igual que 0,

Siguiendo, podemos ver gue la dimensidn de R2 es
menor © igual que 2, pues los discos abiertos con
centro en un punto dado forman un sistema fundamen
tal para ese punto, y las fronteras de esos discos,
siendo localmente homeomorfos a R, son de dimen-
€ién 1. Inductivamente se puede ostablecer facil-
mente que la dimensidn de R" es menor o igual que

No

En general, es m&s diffcil mestrar que la dimen-
sidn de un espacioc es mayor o igual que n que mos

trar que es menor o igual que n. La demostracidn
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de que la dimensidn de R” ec en verdad n es mu-

cho mds dificil, y no lo intentaré aqui.

Quiero sefialar, sin demostrarlas, algunas conse-

cuencias mds de la anterior definicitén de dimen-
sidén:

1) si xg;n“, dim X es igual a n si, y séloc si

X contiene algiin abierto de Rn.

2) No es posible separar a R por medic de un sub-

espacio de dimensidn menor que n-1.

3) En general, si X v Y son dos espacios,

dim XxY € dim X + dim Y.

Es interesante notar que de {(2) se deduce que cual
quier gré&fico puede construirse en Ra, La raz8n

es la siguiente: un grafico se define (y se cons-
truye) escogiendo algunos vértices y luego uniendo
algunos por curvas, de manera sucesiva (y finita).
Ahora, en cualquier momento de la construccién, el
resultado es de dimensién 1, asi que no puede se-
parar a Ra; por lo tanto, no puede obstruir la cons

truccifn de nuevas curvas que unan otros vértices.

Si la definicidon de dimensidn que se acaba de dar
tiene su inspiracidn en la nocidn de separacidn,
hay otra que viene de la otra fuente que menciond:
la idea de volumen. Decimos intuitivamente que un
objeto geom@trico tiene dimensidn tres si tiene vo

lumen ; puesto en términos mf&s matem8ticos, un es-
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3 es de dimension

pacio topol6gico sumergido en R
tree si su medida tri-dimensional de Lebesgue es

mayor que o (la circularidad de esta frase es sola
mente aparente: la medida tri-dimensional de Lebes
gue es sirnplemente la definida temando al cubo de
lade uno como unidad). Podemos extender esta idea:

n as de dimension n, S1

un espacio surnergido en R
su n-medida de Lebe dgue e5 mayor ~ue O. Hay que s~
nalar en este punta que 1la dimension que estamos
d~finiendo no tiene pOI'"™ que coincidir con 1la defini
aa an~eriormen e; Yy en efecto, hay casos muy senei
110s en doode son distintas. Por ejemplo~ los 1i-
r-r ac Lon eLe: en R tlLenen La m.sma medLda de Lebesgue
que R mismo, pera su dimension, segun la primera
definicion que dimas, es 0. Esto ultimo se puede
ver, T&cilmente, del mismo modo que mostramos que
la dimension de los racionales en R es O. Sin em-
bargo, existe wuna relacion muy fuerte entre las
d s casas; pOlI" ejemplo~ resulta que si un subespa-
cia de R" tiene su n-medida igual a 0, entonces su
dimension  topologica (en el sentido de la primera

definicion) es menor que n.

Evidentemente la definicion de dimension pOI"™ medio
de la nocion de medida, que hemos dado~ es muy li-
mitada; par ejemplo, no nos permite asignarle una
dimension a espacios mas pequenos sumergl d os en R™M.
y no es aplicable a otros espacios. Par eso resul
ta mucha mas fruc {fero considerar una variaci6bn

de esta 1idea que emplea, no una medida, sino alga
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que es esencialmente una medida exterior: la lia-
mada medida de Hausdorff, Esta se puede definir
en cualquier espacio métrico. Su definicidn, al-
go complicada en apariencia, es la siguiente: se
consideran, para determinar la dimension del es-
pacic X, todos los recubrimientos enumerables de
X Dade un recubrimiento, {An}n s cada nimero
p > 0 nos da un valor distinto de E[diam An]pn

Definimos

£, - r & T e J
mptx} 1nfcti [dlam ﬁnJ I{An}n recubre X, ¥

diam A_ < g¥n} y m_{X) = sup nS (x).
0 P e B
Eé evidente de la definicitén gque el nlimeroc mpiXﬁ
{la p-medida de Kausdorff de X) entd relacionadoe
zon la p-medida de Lebssgue cuands p 485 un en-
tero. {(Recuérdese que el wvolumen de un p-cuboc de
tado r 2s rP), En efecto, pars xg;R“, mn{k}ﬁ 0
si, ¥ s6lo si la n-medida de Lebesgue de X es i-

gual a 0.

Finalmente definimos:

- dim.(X) = sup {pimP(X) > 0} .

Esta Gltima definicidén tiene su justificacidon en

el hecho de que si mp(X) >0 y qQ < p , enton
ces mq(x) = w, y si mp(X) < =y qQ >p en-
tonces mq(X) = 0. 0 sea, hay a lo mds un valor

de p para el cual mp(X) es mayor que 0 y me-
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nor que oo La dimension H-dim(X) se denomina la

dimension de Hausdorff de X,

La relacion entre 1a dimension de Hausdorff de un
espacio y su dimensi6én topologica (como 1la defini-
mOB antes) BS BBtrecha pero no de identidad; en-
tre otras cCcoBBB;, la dimension de Hausdorff no siam
pre es un enteroo P~ro ~~ puede mostrar dque
H~dim(X»dim(X) Yl de hecho dim(X) es el Infi-
mum de 109 Y810res de 18 dimensi6én de Hausdorff d

tod8~ las 1imag~ne~ homeomorfas de X.
Una de las cosBs verdaderamente ioteresantes de la

d~ncia que s. da entre 1loe resultsdoB obtenidos
par las dis~intaB mane~aB de definir [la dimension,
como la qua 8cQbamo9 de cbs ,rvar. A riesgos de

prolijidad en la e~posi~ibns yay cl meneionar bre~

vemente dbs manera~ [Nd~ de defini~ 1a dimensi6n.

dan resultados que coinciden can los delasqueya h~
mos discutido. Por conveniencia en 18 exposicibn,
Ilamare ond (par peg~ena dumen~00~ induct Iva) a la

primera dimension que defin~.

El prfmero de estos dos metodos B~ debe original=
mente a Lebssgus, quien obgervo que el cuadrado
[091J2 puede Bsr recubierto par conjuntos® csrra-

dos arbitrariamente pequeftoss de tal manera que

espacios metricos separables.
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ningun punta se encuentra en mas de tres, perc que
al parecer este numero no sa podia reducir; y que
para el cubo [091J3 .+ el numero correspondiente
era cuatro. (Ver Figo 2 (a»o Como el numero pa-
ra el intervalo [0,10 as evidentemente dos, Lebes-
gue conjeturo que este nume~o (del que vamos a dar
una defini ion preclsa en un momento) siempre er-~
una unidad mayor qua la dimension {vectorial} de
los espacios EuclideaDo5 que &1 estabB consideraTl
doo Esto resulto sar cierto (otra vez fue Brouwer
quien convirti6 la sQspecha en certeza)o La idea
de Lebesgue pu de generalizarse a cualquier espa-

cio topologi O, Y P demo~ dar 1la siguiente defoni~

i6 de dimension, que i Ileva el nombre de d[m~

) dIm X = 4 SI, Yy b B X ¢s w ¢ LO,

2) dim X ~ ne 51 cada recubrimiento (finito) abier
to tiene un refinamiento de orden menor O i-

gual que no

3) dim X es igual a n, sf es menor o igual gque n

perc no es menor o igual que n-L

4) Dim Xx es infinito, si no es menor o igual que n

para ningun no

Aqu! hay dos terminos que debemos definir: un rec~
brimiento {VUa:} es un refinamiento del recubri~
miento {VvS} , si para cada Ua: existe algun VB
tal que Ua:CVB; y el orden de un r-eubr-Lmiento es

una unidad menor que el mayor numero de sus miem-
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bros que tienen intersecc”on (conjunta) no vacia.
La referencia a los refinamientos en la segunda

parte de 1a definicion as para ex:gir que o0s recti
brimientos de o den n se puedan hacer arbitraria

mente pequenos.

SET )

- ——

~l-.r-.J.-r..J.-la ) b) 5 >

/ -
1"1"___1 ______ 1| I—-J J
Un recubri- un refinamien
miento de or canto de orden
den tres, dos.

Fig. 2

I siguie.te mgtodo de definir 1l1la dimensi6én toma
como modelo para espacios de dimension n el n-cu
bo [0,1Jn, y campara los demas espacias con este
mediante un estudio de sus espacios de funciones
contfnuas con codominio [0,1]n: C(X,I)ﬁ (Aqul I
es [0,11n) Supondremos que C(X, 1In) esta dota-

do de 1la metrica definida por

d(f-g) ; sup {1fCo-goor  TXEX },

Se d&ce que un punta p de I, es un valor esta
hie de una funclOn contJ".nua FT:X = I, s si
pfr(X), y si ademas existe e > a4 tal que si
d(f'g) « ¢  entonces PEg(X), o sea, S1 p per-

tenece a la imagen de F, y ademas a 1la imagen

de cualquier otra Tfuncien cont!nua g 10 sufi-
49



cientemente cercana a f. De lo contrarioc, p se
llama un valor inestable de f.

En total, p es un valor inestable de f, si median
te perturbaciones arbitrariamente pequeflas p pue-
de ser excluidc del recorrido de f£f. Es un hecheo
muy conocido gque una aplicacidm diferenciable de
Im en In no puede tener valores estables si

m < n; en efectc, la im8gen de una tal aplicacidn
no tiene interior. Existen aplicaciones (no dife-
renciables) de Im en In , con m < n, cuyas image-
nes si tienen interior; tal es el casc de la curva
de Peano. Pero todas esas aplicaciones se distin-
guen por no tener valores estables. En el caso de
la curva de Peano, este hecho se puede asemejar &
la situacidn de una marafia de hile que, aplastada,
cubre una 8rea. El1 8rea cubisrta tiene interior,
pero una perturbacidm arbitrariamente pequefia del

hile puede descubrir cualquier punto.

Estas consideraciones justifican intuitivamente la

siguiente definicidn:

1) La dimensién de X es -1 si, y sblo si X es

vacic.

o

2) La dimensidn de X es menor o igual que n 81
ninguna aplicacidn continua de X en I tiene va-

lores estables.

3) La dimensidon de X es n 8i @s menor o

igual que n pero no es menor o igual que n-1i.
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4) La dimension de X es infinito S1 no es menor o

igual que n para ningun no

La coincidencia; para los espacio metricos sepa-
rables, de los valores de ind.~ dIlm H-dim, vy de

esta ultima dirnensioTls es un hecho verdaderamente

sorprendente, que sugiere la presencia de alguna
realidad Bubyacente que la expliqu6. Pero 18 ma-
tematica no as como las ciencias aturales~ dande

cab~ la distincion entre nechos que son genuiname-~
te emplricos vy heehos que ~e deben en ultima ins-
tancia a I-s convencicnes y al di3eno de los expe-
rimentas; ~n la maternatica todo es de fabricacion

hUm~n&9 vy par 10 tanto. toda coincidencia es logi-
cam~nte neee~aria: el resultado d~ las convenclo-

ne~ (la~ definiciones) que hayamos elegido. Por.
eso~ ~i tratamos de buscar las raices de la coinci
dencia de la qu~ hablamo~~ es probable que no las

~ay~rnos a encontrar dentro de 1la matematiCtt9 sino
en nuestras percepciones del mundo~ las mismas que
nos han guiado en la escogencia de nuestras defini

cioneso

Para terminar esta charla; quiero mencionar breve-
mente uno de los tearemas mas import-antes de 1la
teorla de Is dimensib6n: el teorema de inmersib6n,

que dice que cads espacio mFitrico separable de df

mensi6én n es homeomorfo a algGrr subespacio de
[091]2TIYi. El resultado es muy parecido al teore~
ma de Whitney para variedades diferenciabless Y se
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demuestra de un modo semejante, aplicando el teo-
rema de BalLr-een C(X,!2n+l). Sin embargo Whit-,
ney pudo mejorar su resultado para variedade~~ 10
grande reemplazar la cifra de 2n+l por 2n. p~
ro en este caso hay ejemplos que muestran que
2n+l  no se puede mejoraro En efecto~ los dos
graficos de la fig. 1 son espacios de dimens-on 1
gque no tienen imagen homeomorfa en [0,1]2. Es 1in
teresante observar, sin embargo. que ambos son gra
ficos bastante especialeso Como se ve en la fig.
3, K3,3 es una cuadriculacion de la cinta de Mo-
bius, vy Kg resulta ser una triangulacion del pl-~
no proyectivo real de dimension dos, 10 que se
puede comprobar con los dibujos del plano proyec-
tivo en el libro Geometrla e imagrnacién de Hil~
bert y Cohn-Vossen. 0 sea, ambos son graficos.

en cierto sentido, no-orientables.

Fig. 3

EI que K3 ’3 no se puede dibujar en el plano se
puede mostrar mas o menos facilmente intentando
una construce ion y aplicando el teorema de Jordan
para demostrar la imposibilidad de terminarla. p~
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ro aqui voy a esbozar otra demost~acion: primero,
contando los circuitos en K; 3 ' se ve que hay

7
150 En un grafico plano conexo, se cumple la si~

guiente ley (formula de Euler):
# de caras (excluyendo la no acotada) -

= # de aristas - 1 -# de verticeso

Cuantos circuitos hay en ~n grafico plano ? Carla
circuito encierra alg nas caras, Y, de hecho, si
dos c rvas enc-erran la~ rnismas caras, son igua-

lese Por 10 tanto

# de circuitos ~ 2# de caras - 1
(hay que excluir de las consideraciones a la cur-
va que no encierra ninguna cara). Evidentemente,

se puede pre entar igualdad solamente cuando cada
par de caras tiene una arista en comun, como se Ve
de 1la figura 4(a}, donde no hay ningun circuito
que encier e solamente las caras i y 3; Y tambien
e condicion indispensable para la igualdad el
que cada union de caras con sus aristas comunes
deba ser sirnplemente conexoo 0 sea, cada cara d~
be tener una arista en comun con la region no aco
tada, como se puede ver en la figura 4(b), donde
no hay ningun circuito que encierra solamente las

caras 1 y 1.

En el caso de K3 3" la formula de Euler implica
J

que cualquier imAgen homeomorfa en el plano tendr~
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(a) (b)

Fig. &4

4 caras. Pero entcnces, para que se presentaran
todos los quince circuitos, cada dos caras debe-
rian tener frontera comin entre sf y, adem8s, ca
da cara debera tener frontera comfin con la re-

gién no acotada- Es+c es, una im&gen homeomor-
fa de K3,3

cesitaria cinco colores,

en el plano formaria un mapa que ng

A®EX
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