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EL METODO DE ELEMENTOSFINITOS PARA

LA SOLUCION DE ECUACIONES rflfERENCIALES,

por

Julio Cesar Diazo

SUMARIO

Se da una motivacion al metodo de Elementos Fini-
tos, tomando como modele dos tipos de ecuaciones.

>

Se construy~n varios espacios de aproximacion de
dimension finitao Se exponen metodos continuos y

discretos en tiempo para la solucion numerica de
ecuaciones de difusion,

§1Introducci6no Para comenzar consideraremos la
ecuacion diferencial

-(au')'(x) + b{x.)u = f{x),

u In ) = u t t ) = a (1.1)

donde f es una funcion continua en I, y adem's
a es una funcion continuamente diferenciable tal
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por cada
c e r o ) y

xE:I

"1' "2 > 0 por 1. cual "1>a(~»"2
(uniformemente acotada, lejos de

que existen

b es una funci6n que tiene al menos una
derivada continua y esno-negativa en Ie Podemos
.asumir la existencia de una funci6n Gnica u que
satisface (1,1), por las condiciones impuestas en
a,b y f,

Antes de continuar introducimos la definicion de
espacios de Sobolev,
denotamos

Dado un intervalo 0= [a~bl

L2(0) = {h : fh2(x)dx<oo}
o

y dado un entero positivo s,

ademas~ decimos que hEH~(O) si hEH' (0) y

h(a) ::; h(b) = 0, Estos espacios son espacios li-
neales normados por las siguientes normas~

IIhll22 = f h2(x) dx ~L (D) 0

y

II h 11
2 s II::~IIL2(0)HS(D) :::: I

]=0

Se puede notar tambien que
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da una norma para H6(0)0

Regresando a la ecuacion3 multiplicamos a ambos l~
dos per una funcion yfH6(I) e integrames entre 0
y 13 integrando por partes el primer termino3 obte
nemos

fa(x) u'(x)y'(x)dx + fb(x) u(x)v(x)dx =
I I

= ff(x) vex) d x
r

(10 2)

Adoptemos ahora la notacion (f3h)=ff(x)h(x)dxo
I

(102) se convierte en

ve:.H 6 0 (10 3)

La ecuacion (103) as llamada la forma debil de la
ecuaci6n (1oi),es fAciI observar que si u es la
solucion de (101) entonces es soluci6n de (103) y
se puede pro bar que si u~H~(I) H2(I) satisface
(103) entonces satisface (101)0 En etras palabras
son equivalenteso

§ 2 Metodo de Elementos Finiteso

El Metode de Elementos Finitos fue bautizadoasi per
los Ingenieros quienes desarrollaron empiricamenta
el metoda y 10 utilizaban sin conecimiento de sus
propiedades. Independientemente los matematicos
desarrollaron y estudiaron el metodo bajo al nom-
bre de Metodo de Galerkino Hay otros nombres que
ha recibido y aun el de personas que 10 sugirieron
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con anterioridad, como R. Courant, pero estos dos
nombres son los mas aceptados en la actualidad.

El m~todo se basa en la ecuaci6n (1..3). Dado un
subespacio M de H6 de dimensi6n finita, el meta
do consiste en hallar u~M tal que

(aU',V')+(bU,V) = (f,V), (2.1 )

Observemos que como M es un subespacio de dimen-
si6n fin ita existen elementos V1,V2,~ ..,VM tales
que cad a elemento u~M se puede escribir como

M
U ::: l:

i~1
ao~ v 0~

donde los ao's~
tomando

son escalares. Reescribiendo (2u

1) y

M
L a.(aV~,V~)
):::1 J J ~

V :: v . s~ ohtenemos
M

+ L
j=1

i~172,.oo,M 0

Si escrihimos a podemos reescri-
hir (2.1) como

(A -+ B) a ::::F

donde A:: «aV!,V~)
J ~ y

o sea
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A :::

B :::

luego el Metodo de Elementos Finitos consiste en
encontrar un vector a tal que

(A + B) ex ::: Po ( 20 2)

Observamos que debido a que b~O y a>O, A y B
son matrices simetricas y posit iva (A es positiva

Tcuando x Ax>O,par~ cada vector x ¢ 0), Luego,
A + B ea simetrica y positivao Pero como cada rna
triz positiva tiene un inverso, existe un unico
vector ex que satisface (2,2) de donde hay un unieo
U(M solucion de (2.1)0

§ 3 Estimacion de errores y subespacios de

dimension finita.

Para estimar 1a rata de convergencia de 1a aproxi-
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macion U definida por (2.1) a la solucion u
de (1.1) es necesario conocer las propiedades de
aproximacion del subespacio M de dimension finita;
puesto que, el error u-U puedeacotarse en t&r-
minos del error hecho en aproximar u con elemen
tos de M. Ver [41~J
A continuacion mencion~os algunos de los espa-
cios usados en la practica y sus propiedades de
aproximaciono

La primera sugerencia serfa la de tomar el espacio
de polinomios en I de un determ~nado grado r,
debido al teorema de W~i~rstrasso Sin embargo, e~
te espaelo da una rnatriz llena, esto es todos los
elementos son diferentes de cera, l~ eual es muy
dificil de resolver numericamenteo Lo que busca=
mos son espacios cuyas bases tengan la propiedad
de que las matrices A y B, generadas, tengan un
gran n6mero de elementos cera, 0 sea dlspersaso

A pesar de 10 anterior los espacios que consider~
mas aqui seran basados en polinomios pera tendran
una construccion un poco elaborada para garantizar
la dispersidad de la matrizo

Consideremos primero el caso de polinomios cubi-
cos de Hermite, definimos funciones V y Scoma si
gue:
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1-3x 2 2x 3 osxs i+ , ,

Vex) 1-3x 2 2x 3 -l~x~ 0=

0 Ixl>:i ,

y
2x(l-x) , 0~x~1 ,

sex) 2
::: x(1+x) -1~x~ 0

0 Ixl>1 ,

cuyas correspondientes gr~ficas son~

-1 o 1

: s (x)
I
I
I
I
I

~)X

-~~. 1

~~ -1.. ~~ X

Observamos, ademas, que Vy S satisfacen las 6i-
guientes propiedades:

V(1) ;: vt -i : ~ 0 V(O) ;:1 ,

y

S(1) = S(-1) = S(O) = 0 ,

Si(1) = S'(-1) = 0, S'(O) = 1 •

Luego son funciones continuamente diferenciales
en Ro Ahora tomemos una particion ~ del inter
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valo I,

1. = [x. 1'x.]~ ~- ~ h. = x , -x. 1
~ ~ 1-

i= 1,2, •• 9 N,

y

h = max
1~i'N

h .
1

Para cada i=O,1,oo.,N, definimos

v . (x )
1

= {V«X-Xi)Ahi+1),
V«x-x.)!h. ),

1 1

x~x. ,
1

xs x , ,
1

(3 ° 1 )

y

x e-x c~

xs x 0 ,

1

donde Formamos el espaC10

genera do por SO,S1,oo"SN y V1,V2,oo.,VN~1 0

3 3Observese que M1 = M1 (~) es un subespacio de
dimension fin ita de H~o Ahora solo nos basta con
conocer las propiedades de aproximaci6n deM~ 0

y = N-1
r

i=1
y(x.)Vo(x) +

1 1

y formamosObservamo~ que si tomamos

1=0
s ' (x . ) S • (x ) 9

1 1
( 3 e 3 )

3entonces Y(M1 ° Ademas y-Y satisface, por el
teorema del Nucleo de Peano
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donde C es una constante independiente de h y
de la funcion y .

3En el caso de uti1izar el espacio M1 para aproxi-
mar 1a soluci6n de (1.1) usando el metodo de Ga-
lerkin9 observamos que la forma de las matrices
es de banda pues las funciones base no interaccio
nan sino de a cuatro por subinterva10 generando
aS1 matrices de maximo 7 elementos diferentes de
cere por fila y por columna. El error 0 rata de
cOfivergencia puede acotarse en terminos de O(h4)
como sigue

donde es una constante independiente de hyde
u ,

En genera19 dades r9s tales que r~l~ r~s~O,
se puede considerar e1 espacio Mr(~) como e1 es-s
pacio de funciones que poseen s derivadas conti-
nua~ y en cada subinterva10
~~ son polinomios de grade

I .
1

r a
de 1a particion
10 mas. En este

caso las matrices son de banda y la rata de con-
vergencia de U a u es del orden de O(hr+1).

Mencionamos por ultimo otro caso importante, el
1de MO' e1 cual tiene una base descrita por las

funciones "gorro" dadas por

"{ 0 , i"l j,V.(x.) = i,j=1,2, ••. ,N-1
1 J "1,' i = j
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cuya grafica esta dada par
I V 0 (x)
~

xx 0~ x 0 1~+

En este caso la matriz es tridiagonal, as decir,
una banda de 3 de ancho y el error del orden de
O(h2),

§ 4 Ecuaciones de tipo parabolicoo

En este paragrafo consideramos la ecuacion de di-
fusion dada par

au a (a (x ) d:.z )~ (x,t)E:b;(OT] ~ (fLLial)IT ~
d:lt dX

u(O,t) :: u(l,t) ::: ° , tE'': [O,T], ( 1+0 2b)

u(x,O) :: Uo (x) , xE'.I , (401c)

donde O<T<ClO 0 Asumimos que existen constantes p£
sitivas tales que, par cada x£! ,

Ahora seguimos el mismo proceso que en §1, multi-
1plicamos pOI" vEHo e integramos sobre I para ob-

tener
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y

Ahora, dade un espacio M de dimension finita, el
metode de Elementos Finites consiste en hallar una
funcion diferenciable U(09t)~M, p r cada t, tal
que

au au d
(()t 'jV )~ (a dX 'j dx V) :: 0, t>O'j vcu

y

t :::0, v(.M 0 (4- c 3b)

En adelante nos referiremos a U definida pOI' (4.3)
como 1a aproximacion de Galerkin continua en tiem-
pOo Antes de utilizar las Ecuaciones (403) debe
discretizarse en tiempo, esto 10 haremos en el
proximo parrafoo

POI' ahora consideremos Vi,oo"VM una base de M,
y asumamos que

U(x ,t) =
M
L
j=1

Substituyendo esta expresion de U en (403 ) obtenea
mos M M

r ex~(t)(V.,V.)+ L ex.(t)(aV!,V!) :: 0
j=1 J J 1 j=1 J J 1

t>O ,
y de (4.3b)

M
L (Xo(O)(Vo,Vo) =
j=1 J '] 1
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Luego (4.3) se convierte en un problema de valor
inicial del sistema de ecuaciones

B a'(t) + A aCt) = 0, t>O

B a(O) = d, (4 04)

donde A Y B fueron dadas en §2 (b~l),
Td = «UO,V1),0 oo,(UO,VM» y d(t)~(al(t),ooo

00.' aM(t»To Ya que las matrices A y B son po~
sitivas, se puede demostrar que (404) tiene una
501uc20n unica.

§ 5 Elementos Fin~tos Discretos.en Tiem~o.

En general es imposible resolver (205) exactamen~
te; entonces, para obtener soluciones aproximadas,
discretizamos la variable to S@a t ~m~t, dcndem
~t~T/M, M>O, M enteroo En Douglas-Dupont [2]
5e formulan y estudian varies m&todos discretos
en tiempoo

Uno de los metodos mas precisos 5e obtiene utili~
zando la regIa del trapecio para aproximar (404),
y esta toma la forma

m+l m m +Nm+1a - a a ~B + A = 0, m~O, (5 0 1 )
~t 2

mdonde a es una aproximacion de a(tm)o En for-
ma de productos internos (501) toma la forma

12



Vm+l - V VI + VI
( m V)+(a m m+l V I ) o ,, =

~t 2

V!M m e-O , ( 5 .2)

(Vo,V) = (uo,V) , V(M .

Este metoda se llama el metodo de Crank-Nicholson-
Galerkin~ en [2J ~ Douglas-Dupont mostraron que era
correcto de segundo orden en tiempo. Otros auto-
res han estudiado metodos para la ecuacion (4.1),
[1], [3] ~[5], [6] ,[7J

El problema de la convergencia de 1a aproximaci6n
U definida par (403) a la solucion u de (401)
se discutio en detalle en [2]. Douglas-Dupont pr~

3baron solamente que para M1 0

Pero Wheeler [8J usando tecnicas mas sofisticadas
derive e1 estimativo

Ilu-vll 2 (t)
L (I)

4~ C hi t( 10, T'

Sin embargo, para los metodos discretos al error
de aproximacien se ha de anadir el error que se
produce de la discretizacion en tiempo. De hecho
en [6], [8J se muestra que si u es suficiente-

3mente diferenciable y M = M1 ' entonces

Ilu -V II ~ C «~t)2 + h4 )
m m L2(I)
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donde u = u(· t }m ' m- y esta definida por (5.
2) •

***
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