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TEORIA DE LA ESTABILIDAD

ESTABILIDAD SEGUN EL SEGUNDO METODa DE
L IAPUNOV

pol*®

Hernando Perez

1 lucci

El segundo mfi~odo de Liapunov  fue de~cubierto pol*
A. M. Liapunov a Ffinales del siglo XIX, perc sola-
mente en los GIltimos 30 afios ha sido estudiado Yy
aplicado efectivamente a un gran nGmero de proble-
mas. Esta t-~cni:a, puesto que puede aplicarse direc-
tamente a una ecuacion diferencial sin tener ningun

conocimiento,de la solucion, tambifin se le Ilama

metoda directo.
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2. Sistemas de ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales fueron introducidas
en una u otra forma por Newton en su esfuerzo por
explicar el movimiento de las partlculas. En la
ciencia y tecnolog!a moderna la descripcion mate-
matica de procesos Tlsicos complejos frecuentemen-
te conduce a sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias. As! por ejemplo la Dinamica es una
fuente en la cual aparece un gran numero de siste-
mas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Puesto que la estabilidad, tal como nosotros la
entendemos, es una propiedad de ciertos sistemas
de ecuaciones diferenciales, es sumamente importan-

te discutir rapidamente tales sistemas.

Dos tipos de ecuaciones diferenciales aparecen con

frecuencia en las aplicaciones.

a) EI primer tipo es el de una ecuacion de orden

n,

ym o=ty y ey (0 (2.1)

(y(n) es la derivada de orden n ).

b) EI segundo tipo es un sistema de n ecuacio-

nes de primer orden de la f:9pina siguiente
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y‘ = fl(tfyl’YZ’"°"yn)

fz(t’yl’YZo-”nyn) (2 2)

o
1

fn(t,yl,vz.-»-,yn)

donde fl’ fz, ces

en una regidn D del espacio Euclidiano de dimen-

fn son n funciones definidas

sién n+l1 vy Yis Ygs +ccs Y, SOD las n funcio-

nes desconocidas.

El primer tipo puede ser reducido al segundo tipo

introduciendo nuevas variables en la forma siguien-
. n-‘

te. Yy =Y, Yy = Vs oeee, ¥, = y(n- ")

mos reemplazar la ecuacidn (2.1) pcr el sistema

ya que pode-

Yl = YZ
Vo = Y3
J (2.3)
Yn-1 = Yn
yn = f(t,YI»ane--,Yn)

el cual es un caso particular de (2.2)

Notacidén Vectorial. Como veremos enseguida, un sis-
tema de ecuaciones diferenciales de primer orden se

puede siempre representar como una simple ecuacidn
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diferencial vectorial de primer orden.

Definamos a y como un punto en un espacio eucli-

diana de dimension n, En, con coordenadas,
(vi® y2* ..., Y,)- Luego definamas las funcicnes
(i = 12,00n)

10 cual nos permite escribir el sistema (2.2) en

la siguiente Tforma

o= e, 9

v2 = Y) (2.4)

o= f Y

o

Ahora podemos observar que las funciones .- .. T,
las podemos considerar como I~s n companentes de

la funcion vectorial definida por
= (FL(t y), f2(tly) ,ee ., fn(t,y» (2 5)

As{ mismo definimos:

vi= oor Y2 e, )
Lo anterior nos permite escribir Qla ecuacion (2.2)
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en la forma compacta
(2.6)

El sistema (2.6) se asemeja a la ecuacion de primer
orden y= f(t, vy gue es Tfamiliar para nosotros,
con vy, F reemplazados por 1los vectores y, T

respectivamente.

Sistema Autonomo. En el sistema Y = "f(t,"y) un
caso de considerable importancia en aplicaciones o-
curre cuando f no depende explicitamente de la
variable t . Tales sistemas son denominados  auto-
nomos. La ecuacion (2.6) asume la forma simple

V' o= f(y) 2.1

Existencia, Unicidad y Continuidad. Mas adelante
tendremos que utilizar un teorema sobre existencia,u-
nicidad vy continuidad, por 10 tanto 10 presentaremos
perc sin dar una prueba de el, ya que no esta den-

tro de los propositos de este articulo.

Teorema 1. Sea f una funcion vectorial definida
en un dominio p del espacio EQ; Sean los vec-

tores f, allcl.llay.I i =1, ... , n) continuos
en D. Dado un punto (to®" Yo) en D, existe una

solucion unica del sistema
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que satisface la condiclISn inicial ~(to) - Yo

La solucion ~ puede ser extendida a todo D.
Ademas esta solucion es una funcion <contlnua del
punta (to. ’Y,O) cuando el punto vyarra en D.

3. Eunciones definidamente  positivas.
Consideraremos unicamente el sistema aut6nomo,
Como tendremos que construir ciertas

funciones escalares €S necesario primero dar cier-

tas definiciones. Sea  V(y) una funcion escalar
continua de las variables YIyZh e Y defini-
da en alguna region ~ que contiene el origen;

podria ser todo el espacio.

Definicion = 1. Se dice que la funcion escalar
V(y) es definidamente posit iva en el conjunto ~

si y solamente si V(0) = 0 y V(y) > 0 para
y;0 y YE~

Definicion 2. Se dice que la funcion escalar

V(y) es definidamente negativa en el conjunto ~
si y solamente si -V(y) es definidamente positi-
va en .

Nosotros asumimos que la funcion escalar V(y)

tiene derivadas parciales de primer orden conti-
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nuas a cada punto de la regidn A. Luego la deriva-
da de V con respecto al sistema y' = f(y) es el

producto escalar.

V(3] rcgrmda¥dS) o F15)
HH = 23 )+ P () +

¥ l g (3.1)
. ganm £(3)

o , A
Es importante notar que V(y) puede ser computada
directamente de la ecuacidn diferencial sin tener
conocimiento de las soluciones. Tenemos que si

$(t) es una solucidn de ;' = ?(;)

e V@) = FGe) ¢ o GG 0 (6)

n
) §¥?($(t>) F(3(0)) = V(3(r))

(3.2)

lo que nos indica que para una solucidn $(t) 1a
derivada total de V($(t)) con respecto a t coin-
cide con la derivada de V con respecto al sistema

evaluado para y = ¢(t).

Una funcién de Liapunov. Si la funcidn V(y) es
definidamente positiva en la regidn A, y si

V() S0 en A V(y) es denominada una funcién de
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Liapunov.

4. Definiciones de estabilidad.

El problema basico puede ser presentado de esta ma-
nera: Consideremos un sistema Tflsico cuyas ecuacio-
nes de movimiento sean dadas por el sistema aut6no-

mo
y = 1(y) (4.2)

Sea y = Yo un punto critico aislado; luego

¢(t) = Yo es una solucion. Un punta critico de

(4.1) es un punta de reposo o equil ibrio del siste-
ma Tlsico asociado. Ahora nosotros tenemos una pre-
gunta: [IQue le sucede al sistema cuando nosotros

iniciamos el movimiento desde un punta Yo ligera-
mente desplazado del punta de equilibrio y por el

cual pasa una solucion ~(t)? [IPermanecera el movi-
miento ~(t) resultante cercano a la solucion de e-
quilibrio ¢(t) = Yo para ©t? S1 esto ocurre,

se tiene estabilidad de la solucion de equilibrio.
Si la solucion no permanece cercana Yy abandona cada
entorno pequeno de  ¢(t), se tiene inestabilidad
de la solucion de equilibrio. Si la solucion :(t)
permanece cercana a la solucion de equilibrio y si
en adicion la solucion ~(t) tiende a retornar a
la posicion de equilibrio cuando el tiempo aumenta
hacia iInfinito, se tiene estabilidad asintotica.
Las anteriores respuestas nos dan una idea de que’

puede ser o no ser estabilidad. Vamos ahora a ser
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mas precisos dando las siguientes definiciones.

Definicion 3. La soluc ldn de equilibrio ~(t) T Yo
del  sistema (4.2) es estable segun Liapunov, si  para
cualquier ¢ > 0 vy cualquier t >, t0 podemos hallar

un  numero 6 = 6(f) >0 tal que si 1) &es una so-
lucion de (4.1), teniendo ~1A/J(t0) - Yo" < 6 , enton-
ces la solucion i\/J(t) existe para  todo t ~ to Y
I~(t) - Yol < e para todo t — t, -

Definicion 4. La soluclSn de equil ibrio zp(t) -

del  sistema (4.2) es aslintdt Lcame nte estable si
ta es estable segun Liapunov Y ademas existe un nu -
mero 60 > 0 tal que i 1/(t) es una solucion del
sistema (4.1) teniendo que ||~ (to) ~ voll < 6, en-
tonces lim 1/t = Y < La solucién de equilibrio

't-Ho (0]
es  inestable si  esta no es estable.

5. Ieoremas sobre estabilidad.

Asumiremos que el origen es un punto crltico aisla-
do de ¢y = 1(y) , eontenido en D, 10 eual implica
que y - 0 es una solueion de v o= f(y) . Presenta-
remos un criterio de estabilidad para la soluci6n
nula. La consideraeion de la solucion nula no impli-
ca ninguna restrieeion ya que con un cambio de varia-
bles el estudio de la estabilidad de un punto crlti-
co 3A/: Yo puede siempre ser transformado al estu-
dio de Ila soluci6n nula.

'

A .
Teorema 2. La solucion nula de vV = f(y) es esta-
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ble segin Liapunov si existe una funcién escalar
V(?) definidamente positiva cuya derivada total

V(y) (esto es la derivada (3.1) con respecto a

~ Lol ~ S é

v' = f(y) es no positiva en un entorno A del
origen.

Demostracidn. Existe una esfera de radio r > 0,

contenida en el entorno A del origen y con centro

en el origen tal que

a) Vv(§) >0, y#0 en ||yl s r , puesto que V

es definidamente positiva en A.
b) V(y) < 0 en "y" < r por hipdtesis.

Supongamos Y # 0 en “y" < r. Por el teorema de
existencia la solucidn a(t) de y' = ?(?) con

$(0) = ;o existe en 0 ¢ t ¢ t, , para algin

t, > 0 y puede ser extendida a la derecha siempre

y cuando "&(t)" < r . Consideremos que [0, ty)

es el mayor intervalo de existencia de la solucidn
g(t) que puede ser obtenido por extensidén. De acuer-
do con lo anterior tenemos dos posibilidades:

(2.1) ty = fs® 6.5 {2.2): D < t (O WY o BT, Demostra-
remos que la segunda posibilidad no se puede presen-

tar si tomamos “yo" lo suficientemente pequefio.

Por (3.2) y (b) tenemos que

g—t V(g(t)) = V(s(t)) s 0 en (0 t < ty)
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e integrando

VG @) - vy ) = FEV(=(s))as (5.1)
de donde
V(D) - VO ) (5.2)
y como hicimos [la suposicion que \~(o ~ 0, 10 que im-
plica que ~(t) 1 0 por Ila unicidad de la solucion

de (4.1), tenemos que
0 < VC-(®) ~ V(v )

Ahora, sea E > 0 dado tal que 0 <E ~ r y sea S
el conjurto cerr-ado S = {y : E - Ilyli r} Existe
un valor minimo de la funcLdn V(yj, en el conjunto

S y este minimo es positivo; sea m=mLnimo de

V({y) con Y ¢ S . Puesto que 31/+'8] V({y) = 0

. ]
escogerun ntimero 0 tal que para tiloll < 0, V(yo)<m

podemos

De donde 1la desigualdad (5.3) se convierte en

(5.4)

De la desigualdad (5.4) vy la definicion de m ae con-

cluye directamente que l|~(t}l]. < E para o~t<tl
Pero 10 anterior debe implicar que ty = o - Si no se
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cumpliera la desigualdad ||<t>(t}1‘< c deberla exis-

tir un tiempo ..t, > ¢o para el cual al menos uno

de los valores de \<gt)ll fuera e es decir que
para t-t !|<t>(t}1:t- e y por la definicion de
m la desigualdad (5.4) tendr'amos

10 que es una contradiccion. As! T - + w0 Y para

un dado g. > 0 hallamos un 0 > 0 tal que
/|y01l < 0 implicall<t> |< g para O~ t < o - LO

que completa la demostracion.
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LA TEORIA DE CONJUNTOS

He aqui la letania entonada por los que abogan
por la llamada matemdtica moderna. Algunos afirman
que el uso de la teoria de conjuntos permite la re-
novacidn integra de la ensefilanza matemdtica y que,
gracias a este cambio, el estudiante medio estara
en condiciones de lograr el dominio del curriculo.
Sobra decir que esto es pura ilusidn. Por supuesto
que en tanto la materia se limite a las trivialida-
des de la teoria intuitiva de los conjuntos cual-
quiera lo logra. Pero esto no es matemdtica y ni
siquiera ldgica. Tan pronto como uno se enfrenta
con la matemitica de verdad (es decir, los nimeros
reales, la geométria, las funciones), vuelve a des-
cubrir que no hay un camino descansado para los re-
yes y que sbélo una minoria de los estudiantes son

capaces de comprender la materia.

Ponderado todo, el excesivo optimismo alimentado
por la utilizacidn de los simbolos de la teoria de

conjuntos tiene sus raices en un error filosdfico.
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Se creia que ensefilando el uso de los simbolos E,C,
U, era posible hacer explicitos los mecanismos
que se hallan debajo de todo razonamiento y toda

deduccidn.

E1 hombre del siglo XX ha vuelto a descubrir los
silogismos Darapti y Celarent ensefiados por los es-
colasticos medievales. Pero !cudnta desmejora ha
tenido lugar! Cuando en el siglo diez y nueve Boo-
le escribid el célebre tratado sobre el algebra

que lleva su nombre no vacild en titularlo "Una in-
vestigacidn sobre las leyes del pensamiento". La
ingénua creencia en que toda deduccidn encuentra

su modelo en las piruetas conjuntistas fué compar-
tida por fildsofos modernos como 1los positivistas.
Ni Aristdteles ni los escoldsticos medievales com-
partieron esta ilusidn. Tal como nos lo recuerda

J. Vuillemin (5), la 1ldgica aristotélica tiene su
fundamento en una rica y compleja ontologia de la
sustancia. Jos modernos protagonistas de la teoria
de los conjuntos deberian darse cuenta de que esta
teoria es insuficiente para explicar siquiera las
fases deductivas mads elementales del pensamiento

cotidiano.

René Thom

Amenican Scientis
Nov-Dic.1971

Vo£. 59, No.6
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