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COMO RECONOCER Y ENCONTRAR UNA APROXIMACION OPTIMA

PARA UNA FUNCION (*)

HERNANDO MATEUS

L.1. Para el problema de aproximacién de funciones trabajaremos con los si-

guientes instrumentos :

{ X, N\.S. f,p }

donde :

I. X es tipicamente un subconjunto de funciones continuas en | a,b], 0 Xes

un subespacio de R” ; en general X sera un espacio lineal sobre los rea-
les o complejos.

II. N es una norma definida en X

IIl. S es un subespacio no vacio de X.

IV. [ es un elemento de X .

V. / es un elemento de .

1.2. Diremos que N es una seminorma definida en X si:

i. N:X "R
ii. NCyp y 1o N(p Vi geX
iii. N(ftg) < N(f) + N(g VR
) Texto de la conferencia dictada por el autor en el V Coloquio Colombiano de Matematicas, Medellin
1975, N, del L.
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Usaremos de ahora en adelante la notacién N(/) 6 || /|| segin la conveniencia

del problema.

Definicion 1. N es una norma si N es una seminorma y ademas N(f)=0<=>

f=0.

Ejemplos de seminormas.

a) Sea X=Clab] = conjunto de todas las funciones continuas en |a,b | ;de-
finamos N(f) = || f|| = | f(a) | . Por definicion vemos que :
1 N: X 'R

ii. para ) £ R
Ul =1y @ | = |yfa) =y || f@] =]|y]| || fll
i, (| frgll=(/+@|=f@+rgla@ | < fla)| g@| =[]+« ¢gl

luego N asi definido es una seminorma ; podemos ver que N no es una norma ya

que | f||=1!f(a)| =0 noimplicaque f(x) =0 ¥-x «  ab!

b) Sea X = Clabl . [ab] =1 Definimos N(Jf) = ma'.; | f(x) | . Por la de-
X'
finicion de N vemos que la primera condicion se cumple .

ii. Sea ¢ R . entonces

X xel X

N()Y ) = mdax | fUx) | max | ) f(x) | =] ma’.’\‘ | f(x) | = ’ v N(f)
-, I W
. N(f+g) = max | fig) (x) | = max | f(x) + g(x) | < max (| f(x)| + | g(x)])
xe |l ‘ xel xel

< mdx | f(x) | + mdx | g(x) |
xel xel

Niftg) < N(f) + N(g) .

Podemos ver que N asi definida o< una norma, pues :

f=0<=> mdx 'f(x)]|=0=N(f)
xel
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Propiedades de toda seminorma.

a) |[f!l> 0. Basta ver que

Holl=1lo.f{l=10|x |[fli=0
ahora
Holl =11/ CONF< I+ N-Fil=2{1 A1 =>0<]|fl]
by LA -Tlelil< 1/-ell
Prueba: |[|f|i=1{i/+g-gll< [If-gll+1lgll=>1ifl -llell = il/-&ll (.

Por otro lado,

Hell=11/+e- Al <1+ lig-All = 1AL+ Hf-gll=> Hell - AL < [1/- 2]l =>

1.3. Tomemos {X,N,S,/,P }. Definimos d(£,5) = li)nff“ p-f1l.
€ {
Si existe P*c § tal que || P*-f|| = d(/,§) entonces diremos que P* es

una aproximacién optima para f partiendo de §.

El conjunto de todas las aproximaciones Gptimas para / partiendo de §
sera denotado por J(f). Podemos ahora preguntarnos :
i) es J() Fq?
ii) es J(f) unitario

iii) como podemos reconocer y encontrar P« J(f)



La contestacion de estos interrogantes se encuentra en la teoria de la aproxima-
cion.

1.4. Definicion. $ es convexo si: paratodo fgeS=> [ fi(l-,)glecs,
donde ¢ (0,1)

i e cE _convexo
Definicion. Sea ¢ : C "VEX0C X— R. Definimos

¢* (f.b) = tim LU -S4y

t-o
1
10
y la llamaremos la derivada direccional de ¢ en [ con respectoa /.

Sea ' : C —»R. Supongamos que existe fo« C tal que / (fo) es minimo,es-
to es :

S (f) > ¢ (fo) paratodo [ en C
entonces para f > 0

-~ _Plfotth) - & (fo) .
!

lim $ (o tth) - $(fo) ~ o

t o 1
t>o

¢’ (fo,h) > 0 paratodo hc C

Diremos que ¢ : C C X >R es una funcién que satisface la condicion de Lips-

4

chitz, si existe M > 0 tal que
tip-d@| <M || f-gl

donde ||/ !| = N(f) esuna norma definida en X. O mas sencillamente diremos

que ¢ es M Lipschitz.
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Definicion. Sea ¢:C conveXo x—R.

¢ es convexa si paratodo fgeC, 7y €(0,1)=> Sy [fH1-))8)< y ¢ (P
(1-v) ¢(g) . Por ejemplo, sea:

¢.'SCX%R

donde ¢(P)=||P-f|| ,P €S, feX y N(f) =||/]|| esunanorma defini -

daen X . Podemos ver que ¢ asi definida es convexa.

Sea ) €(0,1), PI(:S ) Pze'S
¢ (Y PI+(1-,.)P2) =]y P1+(1-»')P2-f§1 =|ly Pyt (1-y) Pyt yi-vf-f!
Hy @p-pt@-y) Py <y Pp-fll+ -Y)||Py-f|| =>¢(yPy

t(1-y)P,y) < ¢ (P)H(1-Y)E(Py) .

1.5. Teorema 1. Sea ¢ :SC X-- R . Asumimos:

(i) ¢ es convexa
(ii) ¢ es M Lipschitz

]

entonces J ¢’ (fh) MfeS y ¥Wh tal que (f*th)c S paraalgin 7~ 0.

Prueba : Definamos w(t) = M te(0,t,)

) | @ + m
lw(t)| = | ¢(f t'}’) Q/([)J
M|| h|| entonces w(t) es una funcién acotada .

entonces

y por la hipétesis ii vemos que |w(2) | <

M||tb|L
t

Ahora probaremos que w(#) es una funcién creciente y como w es acotada

entonces podemos concluir que /im +u'(t) existe; pero este limite es precisa -
t

—“o0
mente ¢’ (f.h). Entonces:sea f,s€(0.1)) y t<s ; probaremos que w(#) <

w(s).
Prueba : Podemos expresar a [t th como una combinacién lineal de ftsh
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y de /. basta hacer :
ftih=7 f+ (1-y)(f+sh)

resolviendo para 7y encontramos, y=I1- ~ => 0 < v < 1 => ¢ (ft1h)
Gy fH-y) (f+sh)) < vd(h+(1-y)¢(ftsh) porlahip. (i)

Uteh)-d() . YPPHU-y)P(f+sh)-P(f)
[ - !

(1-y)p(f+sh)-(1-v)¢(f)
t

I A

A

[¢(f+sh)-¢(p]

pero

s GUr)-P(D . Pt sh)- ¢ (f)

4 £ s

=> w(t) < w(s) luego w (1) es una funcion creciente y acotada, entonces
lim +w(t) existe y esto por definicion es ¢’ (f.h ).
n—o

1.6. Recordemos que

¢y =Pl peS. feX

es una funcién convexas Ademas para P, P, ¢ §

L@y -pepl=1 [l p-s 1L - Hpypll L< Tl pp-py-p 1] =11 Ppp, |

luego ‘ ¢ (PI) - ¢ r,) | < HPI - P, H entonces ¢ es 1 Lipschitz.

En base a lo anterior podemos probar el siguiente teorema que sera fundamen-
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tal para la teoria posterior.

Teorema 2. Sea S un subespacio de X ; N(f) unanorma en X.
Sea PeSy feX, entonces P € J(f) < =>N(P-f,h) > 0 ¥heS§.

Prueba : (i) Sea P € J(f); definamos ¢ (P) = N(P-f), luegosi Pe]J(f) =

¢ (P) es minimo.

:\f,l'(P,l’)"\ 0=> N'((P-f), h) > 0 MNMheS

(ii) Asumamos N’ (P-f, h) > 0 paratodo h ¢ S. Sea Qc §, entonces tendre-

mos que probar que N(Q<f)<N(P-f) > 0.

Prueba : hagamos
¢ :8§C X—R donde ¢ (P) = N(P-f) = ||P-[||

entonces ¢ es convexa (como se prob6 anteriormente) y 1 Lipschitz.

Sea

¢ (P tith)-¢(P)
t

w(t) =

entonces por teorema | w(f) es creciente.

Tomemos b =Q-P,hcS (S es un subespacio de X )
=> N(Q-f)- N(P-f) = ¢ ( Q-¢(P) = ¢ (Pth)-HP)=w(l),
pero w(l) > tlt'gr+ w(t)
=> w(l) ‘ ¢ (P,h) = N ((P-f),bh) > 0O (Por nuestra hipéotesis)
=7 N(Q-f)-N(P-f)> 0 ¥ Qc§

Py,
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1.7. Teorema 3. Sean f#A0, h cC[ab] con lanorma definida :

N(f) = max | f(x) |
x€lab

Definimos E[f] = {xe[ab]l : |f(x)|=]||f]| }

Sea L = mdx [ signo f(x) ] h(x) entonces N’ (fh) = L

x€FE [/]
(x)=th(x) | - M
Prueba : tomemos M = || f|| >0 ,y qgl(x,t) :|_{__t___|_—
podemos darnos cuenta que N’ (f,h) = lim  mdx q(x,t) ,; tomamos 1 tal
t—ot xe {a,h]‘ ‘ X
que 0 <t < ¢t donde ¢t,||h|| < %‘ para este t si | f(x) | > —21 vemos que:

| f(x) + th(x) | = [[(x) | + [signo f(x) ] h(x)
|
=> q(x,t) = [signo f(x) ] b(x) + \f(x)t}—M

entonces

mdx q(x,t)> mdx q(x,t) =1L
xelab) xeF[f]

Por otro lado tomando € > 0 formemos
A={xelab]: l./(x) | 24 ZM y Lsigno f(x) ] h(x) > L +¢ }
este conjunto es disyunto de E [/] puesto que

L= ma'x[ ][signo f(x) ) b(x)

xeE |f
tomemos M’ = mdx |/(x) | => M <M
x€A
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Si A=¢ tomaremos M’ =0,

De ahora en adelante escogeremos ¢ tal que 0 < ¢ < min (t,.t;) donde ¢;

es lo suficientemente pequefo para que

M* -M e ||b|
‘3
paraeste t y x € A tenemos

<L

[ th() | =M _ [f(x) [+ t[Bx)| =M _ W =Msr|b]|

alx, 1) = < < < L
1 t t
Sin embargo existe x ¢ E (f) tal que q(x 1) = [, .
Hagamos A’ = [ab] \\ A o sea el complemento de A entonces usando (i)

vemos que

L < max q(x,t) = mdx g(x,t) < L +t ¢
xclab) xreA’

haciendo ¢ *_0+ vemos que :
L< N (f,h) <L*+te

Si hacemos ¢ —0 tendremos completa la prueba.

En base alos teoremas 2 y 3 podemos concluir lo siguiente : Dado Pe S,

feX.

Sea e(x) = P(x) - f(x) (funcidn error ) entonces P € J(f) siy sélo si

N'(e,h) > 0 ¥h €S, o expresado en otra forma,

PecJ(f) siysélosi mdx [signoe(x)] h(x) >0 Mhes
X ¢ H((’)
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Veamos como podemos aplicar esta teoria en el caso de que deseemos aproximar

una funcién continua en un intervalo por medio de una funcién polinémica.
Sean: X =clab]

§ = generado por {1, x, x5 B ™)

Definimos sobre X la norma :

N(f) = max ’f(x)t , feX

X € [a,b]

* . . . - .
Sea un elemento P €S diremos que P* es una aproximacion 6ptima para f € X,

oque P*e J(f) si:
\P* -1l = inf ||P-fll =df, 9 ""
tomemos e(x) = P(x) - f(x) (funcién error)
Ee)= {xe(ap] : | ex) | =|le]|l } .

A partir de este dltimo conjunto formaremos uno nuevo que llamaremos AF(e) el

cual estard formado por elementos de FE(e) escogidos de la siguiente forma :
AE(e) = {yi }  donde yl = min E(e) = x;
habiendo escogido y] escogeremos yj” como e] minimo del conjunto :

B]={x€E(e) l x> y], signo (e(x) ) = - signo (e(y])) }

Para aclarar esto dibujemos lo que podria ser una curva tipica de la funcién

error = e(x) .

(1) Encontrar este elemento es el objeto de la teoria de Tchebicheff para la aproximacién de funcio-

nes.
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i [] 3
a x Xz X5 xg b
'
.
~N(€)
o sea que AE(e) es el conjunto de los puntos extremos alternos de la funcién
e(x).
Probaremos que :
PeJ(p) < => card (AE(e) ) > n 12 =dim § +1
Prueba : (i) Sea P € J(f) y card (AE(e)) =r<nt2
tomemos AE(e) = { ¥ Yo,od=1, 0.0, ; escojamos z; € (yi.yi”) tal que
letx) | < ||el| x ¢ (z;. y;4 ) el dltimo de estos puntos pertenecerd a (yr, b )

r-1
Construyamos h(x) = + Il (x -z;) => b(x) €5.

1=

Escojamos el signo de 4 (x) de tal manera que :
Signo b(xl) = -signo e(x;) = - signo e(y;)

por la forma como escogimos los z,

=>  signo bh(x) = - signo e(x) ¥ x € E(e)

luego mdx [signo e(x) ] h(x) < 0 , entonces por lo que habiamos concluido
E(e)
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de los teoremas 2 y 3

=> P & J(f) lo cual contradice la hipétesis . Entonces , si

Pe J(f) => card (AE(e) ) '> nt2

(ii) Para completar la prueba sea r = card (AE(e) ) > n12 tenemos que
probar que P € J(f), para esto basta probar que Err;z’;c (signo e(x)) b(x) > 0
Vhes.

Tomemos un A €S y supongamos lo contrario, es decir, que
;]Edg 3 [signo e(x) ] h(x) <0 pero esto implica que A(x) alterna de signo por
lo menos »1t2 veces ya que card (AE(e) ) > nt2 => b(x) tiene por lo menos
n+tl raices perocomo h€S = gen {1, x...,x"} => b(x)= 0 lo cual es

una contradiccion.

Por altimo probaremos que J(f) es unitario.

Sea P; Py € J(f) =>||P;-f||=||P,-f||=1le]|l ; tomemos
P+ P P,+P
Py=—L—2 = el |IPs-/ 1= | <52~ |

]

| 5 Py=+ 5 (Pa=f) ||

IA

UPs-fll+ 4 11 P11l =lell

=> P3 € J(f)

=2 P3-[ tiene por lo menos » +2 puntos extremos alternos. Sea AE(P3-f)=

{ Y Fua para uno de esos puntos

=> ||P3ly;) - f(y;) || =]lel]l
iz Pily)+ Paly;) - :
> || B2 v || =l e
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=> || PI(Y;')‘/(.V,')+ Pz()’i)'/()’,') [l=2]|e [l -

Por otro lado

WP )= fy)+ Pty =f Oy ) || <IIPyly)=fy) ||+ [| P2ly)=f(y;) ||
Sllell+llell=2]lell

> Pyly;) = Py(y;).

Ahora si tomamos D(x) = P;(x) - P5(x) => D(x) tiene por lo menos » t+2

raices, pero como PI,P2 €eS§=>D¢€eS =>D(x) =0=> PI(.\') = Pz(x) .

Uno de los algoritmos conocidos para encontrar este elemento de J( f) es el

debido a Remes el cual esta explicado en [1] .
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