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ALGORITMOS, NUMEROS DE FIBONACCI Y EL

DECIMO PROBLEMA DE HILBERT (*)

XAVIER CAICEDO FERRER

1. Introduce ion.

Ciertos problemas de las maternaticas han sido fruct iferos para su desarrollo,
en el sentido de que los intentos para resolverlos han conducido a nuevas teorias
y a un anali sis mas refin ado y profundo de los conceptos de que el problema tra-
tao Este criterio se aplica a varios de los problemas que presento David Hilbert,
en el Segundo Congreso Internaci onal de Maternaticas que se celebro en Par is.en
1900. EI dec imo en la famosa lista era el siguiente : encontrar un algoritmo para
decidir de cualquier ecuac ion diofanti ca en un ruirnero arbitrario de variables si

esta tiene soluciones enteras o no.

Un al goritmo es un metodo cuya ejecuc ion consiste en la aplicac ion, pas a
paso, de ciertas reglas especificadas a priori. Estas reglas deben determinar el
resultado  final completamente:  Las operaciones bas icas de la aritmetica : surnar,
restar, multiplicar, dividir son algoritmos. Los calculos que un piloto de navio
ejecuta para determinar su posicion geografica se pueden considerar como un al-
goritmo. Un programs de computador es un algoritmo. Es claro que el concepto va

mas alla de sus aplicaciones  nurnericas. La palabra algoritmo viene del nombre

(*) C:onferencia present ada por el autor en el V Eol oquio Colornbian o de Mat ematicas; Medellin, 1975.
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del matematico arabe Al-Kwari zrni (siglo 1X) en cuyos escritos aparecen muchos

de los metodos que aiin usamos hoy dia en algebra vy aritmetica(l).

Una ecuacion diofantica (2) en las variables x]' .. ;X s una ecuacion que

se puede escribir en la forma

en donde P(x;, .. ,xk) es un polinomio con coeficientes enteros. Un ejemplo
muy sencillo seria una ec uac ion de segundo grado, como x2_7x + 12 = 0, cuya
solucion se aprende en la escuela secundaria (x= 30 x = 4 son soluciones ) .
En cambio la ecuac ion : x2_ y3Xx + 17 = 0 no seria diofantica pues tiene un coe-
ficiente que no es entero. En general, una ecuac ion diofant ica puede tener mas

de una variable, por ejemplo

Una solucion de enteros de esta ecuac ion seria xI =-1 . x2 = 1,x3=- 2. Sin
embargo, no toda ecuac ion diofantica tiene soluciones enter as. La ecuacion

x2 -2x -1 = 0 tiene por iinicas soluciones los rnimeros 1 +v12, 1- -/2, ningu-

no de los cuales es entero.

Hilbert no pedia un metoda para encon trar las soluciones de una ecuac ion
diofanti a, sino algo mas simple, un metoda para decidir si estas soluciones
existen o no. La solucion a este problema, obtenida 70 afios despues, se basa
en resultados combinados de Teoria de Niimeros y Logica Maternatica. En parti-
cular, requirio una definicion precisa del concepto de algoritmo. Los trabajos de
Kurt Godel, Martin Davis y Julia Robinson (entre otros) prepararon el camino
para que el matematico ruso Yuri V. Matijasevich diera el ultimo paso en la so-
lucian del problema en 1970 (tenia 22 afios). La solucion es muy sencilla: no

hay tal algoritmo, el decimo problema de Hilbert es insoluble [5J . Este resul-

(1) F:l rmisruo origen tien e In palahra uguarisfllo” que usamo s como Sinonimo de -t cilra™

(2) De [liolanto de Alejalldlia, mate matico griego que estudio dichas ecuac iones {siglo IlI).



tad> tiene implicaciones practicas porque nos dice, por ejernplo, que dentro de

la concepcion actual de los computadores electronicos, es imposible programar

uno de estes para que dada una ecuac ion diofantina (0 la lista de sus coeficien -
tes) decida si esta tiene soluciones enteras ..Por otra parte es un ejernplo esplen-
dido de las limitaciones Yy el poder de las maternaticas : por una parte se dernues-
tra que el problema no se puede resolver por medio de ciertos metodos maternati -
cos; por otra, esta dernostracion se hace usando metodos matematicos ! Tratare-
mos de describir en estas notas como se llego a dicho descubrimiento, y algunas

de sus consecuencias mas interesantes.

2. Algoritmos.

Es posible dar un algoritmo para decidir si una ecuacion diofant ica lineal, es

decir una de la forma:

+ax +"+ax +a =0
1 2 2 n n n+l

en donde a ra, ~a ,+1 son enteros , tiene soluciones enteras. El algoritrno

1 n
se basa en el siguiente teorerna elemental de la Teoria de Niimeros. Usamos
M(a; = a, para denotar el maximo comtin divisor de los mimeros "t->:> an'

La notacion n1m significa n divide am.

Teorema. La ecuacion diofantic a alx + .. +anx, +an+l1= 0 tiene solu -
cion si y solarnente si M(a;, .. , an) |an+l (Vea [3) 0 [9J).

El algoritmd de decision consiste en los siguientes pasos que terrninan en un

resultado F al cual podemos dar el valor 1 (hay soluciones enteras) 0 0 (no las

hay).
A. Calcule b = M@ 1™ an)
B.Si  blan+l.F=J. Si  bfa,+.F=0.
El calculo de M(;, .. .an) se puede realizar repitiendo varias veces la opera-

cion de tornar el maximo cormin divisor de dos ruimeros, pues



etc.

M(xy) se calcula, a su vez, por medio de un algoritmo famoso, el Algoritmo
de Euclides, que no es mas que la repe tic ion iterada del algoritmo de division [9J.
La verificacion de si un ruirnero a divide o no a un mirnero b se puede reducir

tambie n al algoritmo de division, pues

al b<=;. Residua de b --a es O.

g

Si Ilarnamos  R(xly) al residuo de dividir x por y e introducimos la funcion It x)
tal que 10) = 1,lexy = a si x-lo, vemos que el algoritmo para decidir la solu-
bilidad de las ecuaciones diofantinas lineales se reduce a una funcion de sus coe-

ficientes

El ejemplo anterior ilustra dos hechos muy importantes : algoritmos son fun-
ciones (0 metodos para calcular funciones) aiin en el caso de algoritrno de deci-
sian; y el calculo de un algoritmo se puede reducir a la aplicac ion repetida de
ciertas funciones bas icas (R(xty), It x) serian suficientes en el ejemplo anterior)
de acuerdo con ciertas instrucciones. Sin embargo debe hacerse una observac ion
esencial:  algoritmos son funciones parciales es decir, no necesariamente  defi -
nidas en todas partes. Esto se debe a que los calcu los de un algoritmo pueden ser
interminables.  Con sidere por ejemplo, el algoritmo para obtener la raiz cuadrada
de un rnimero pos itivo, Veremos que en general no es posibledecidir de antemano

si un algoritmo termina o no al aplicarlo a cierto dato.

Podria argumentarse que el ejemplo anterior es un algoritmo maternatico, re -
ducible a calculos nurnericos y por tanto no puede ilustrar el concepto mas gene-
ral de algoritmo como un proceso efectivamenterealizable, independiente  de todo
ca lculo nurneri co. El hecho es que todo algoritmo es equivalente a uno que actua

sobre mimeros. iCual es, en general, el dominio de aplicac ion de un algoritmo ?



Intuiti vamente, los objetos a que se aplica un algoritmo son configuraciones fini-
tas de ciertos objetos bas icos, ya sea perforaciones en una tarjeta como en los
algoritmos calculados por los computadores el ectron.icos , o sucesiones de sirnbo-
los como en el algoritmo de Euclides. Las sucesiones de simbolo s sobre las que
este ultimo actiia son las expresiones decimales de los mimeros, es decir, suce -

siones finitas de simbolos tornados del alfabeto
fo, 1,2 3,4 56, 7 8 9}

en las cuales 0 no aparece como sirnbolo inicial. Un algoritmo para decidir la
solubilidad de las ecuacione s diofanticas tambien actuari a esencialmente  sobre

sucesiones de sirnbolos, pues aun cuando la ecuac ion

es una configur ac ion bidimensional, podemos introducir sirnbolos t, - y escri -
bir :

125~ It 2 - 10x~ 3 i oxili  3xj.2- 7 =0,

Los nuevos simbo los indican sin ambiguedad los subindices Yy los exponentes de

las variables. EIl alfabeto en este caso seria
fo, 12345678, 9x.t1, + 3

Lo que se ha dicho sobre el dominio de un algoritmo vale para su codominio,
es decir, los objetos que resultan cuando este terrnina, la expresion decimal de
un nurrero en el caso del algoritmo de decision. No es dif'icil ver Ique toda confi-
guracion finita se puede "linealizar" es decir, codificar como una sucesion  de
simbolos, posiblemente con la ayuda de simbolcs adicionales. Podemos supon er,
pues, que todo algoritmo actiia en un espacio constituido por suces iones finitas
de simbolos de un alfabeto finito. Aun si el alfa beto fuera infinito: {51,52,53"}

10 podriamos identificar con las sucesiones {51,s Il, 5111, ... } reduciendolo

al alfabeto {5, 1}.



B - o pe - -
Dado A = 1 S+ s, F, podemos identificar el simbolo s; con el nimero

natural 7. De esta manera, toda sucesion de simbolos S:‘f s,»z e s‘fk puede iden-
tificarse con la n-tupla de numeros (7;.75. ..., fk)" es decir, con un elemento

del conjunto

*

0 k 2 k
N=U N, en donde N=nN={0,1,23..} y N¥*1= N"x N

Por otra parte, considere la sucesion creciente de los numeros primos : p;.p5, p3.
La funcion g N~ N definida por

mypdt ”k-”
gl’ﬂ;,....uk)‘{pf cee Py ) -2

es una biyeccion. La descomposicion de todo natural mayor que ! en factores
primos garantiza que sea sobreyectiva.. La unicidad de la descomposicion implica
que es inyectiva. Cada k-tupla queda codificada por un namero natural, y hay al-
goritmos obvios para ir de una k-tupla a su cédigo y viceversa. Esto significa que
sin pérdida de generalidad podriamos reducirnos a estudiar algoritmos de N  en
IN. Por razones técnicas es mas conveniente considerar algoritmos de N% en N
(k=1,2.3,...). Estos algoritmos se llaman funciones recursivas y se definen de

una manera precisa en la seccion siguiente.

3. Funciones recursivas.

Definicion. Una funcion f: N” ~*IN es recursiva si consiste de una de las

funciones basicas :

0(X) =10

$(X) = xt1

", . b o
P'.(.xl....,xn)—'_x'- R= 20 ee s HRNEC )

o se puede obtener de otras funciones recursivas ya definidas por una de las re-
glas siguientes :
I. Composicion. Si gy xgieiiixy )i gylxpouniny) y blyy.....yp) son
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recursivas, tarnbien 10 es

Il. Recurrencia. ~ Si  g(x, .. .x) Y hxl «. xk 2z, w) son-recursivas asi 10

es la funcion f definida por

ll. Minimi zacion. Si g(xq, ... xk y) es recursi vay para todo xI' .. x k exis-

te y tal que g(xq ».. ,xk.)y) =0 entonces tarnbien es recursiva

fly significa ".el rninimo natural y tal que .. , "

ll

Definicion.  Si [C xk:y)  es recur siva, la funcion parcial

definida sola mente para aquellos xI ... xk tales que existe y con g(x 1"

xk .y) = 0, es una funcion recursiua 'parcial.

Las funciones bas icas son trivialmente calculables vy las reglas |, Il. Il se

pueden cons iderar como instrucciones para calcular nuevas funciones. En parti -

cular , la regla Il pide calcular consecutivamente los valores g (t'. O).g(x, 1), ..

(x denota la k-tup la x1 ..o xkJ) hasta obten er la pnmera n tal que

gt-n) = o. y hacer f(;) = n. si tal nno existe el calculo no terrnina y
la funcion queda indefinida en X. En este caso f no es recursiva sino par-
cial.

Ejempl05.

i) x +y se define tornando g(x) = p/(x) x, h(x,zw) = S(Pj(x,z.w) ) S(t0)



(regla I) y aplicando la regla Il :

x 10 = gix) = x

x PS8(y) 7 blx,y (xty) ) = S(x T y)
Similarmente para la multiplicacion

x.0=20

xSy} = x txey

i1) Cada funcion constante €, (x) = » es recursiva pues C(x) = O(x) y C, (x)=

S(5(...58(x)...)) n veces, para n ~ 0,

: ; X=y si x>y
iii) La resta truncada : x+y = | se define :
0 si w Ry
h(0) = 0 x=0=x
) A (B) ¢
(A% peste)) = » “x=S(y) = b(xzy)
iv) La funcién |x-v| = (x2y) 4 (y=x) estal que | x-y | 0= x- y.

v) Ifx) = p _*.'Lf! x.y-x |) =0 estalque [1(0) =0, I{x) =1 si x#0.

PlxjoooorXp) = Prlxg,..., %)~ Pylxyyee..xg)

en donde P; y P, solo tienen coeficientes no negativos. Es claro que Py ¥

P, determinan funciones recursivas de Nk en IN y por lo tanto

|P{xi.... Xy | EPI(,\'I.. i ..\-k)-!’zf.\“,.. g ..\'kJ ;

Pixgivieixgh® = | Plegiaoanngd | | Plagee counigd |

son funciones recursivas.



Las razones para identificar las funciones calculables de N con las funciones

recurs ivas se basan en el hecho de que todos los intentos para definir la nocion
de algoritmo (Post, Turing, Godel , Church, Markov) han llevado siempre al mismo
conjunto de funcione s, las funciones recursivas totales o parciales arriba def'ini-
das. La afirmac ion de que toda funcion calculable es recurs iva se conoce con el

nombre de Tesis de Chruch.

Si introducimos el simbolo RC y usamos la notacion f(t; = RCrg(t), h(t7z,w))
para indicar que | se ha definido recursrvamente de gy b, de acuerdo con II, es
claro que toda funcion recursiva estara representada por una suce sion finita que
contiene los simbolos 0", S, "RC"!,"pr: "fJ-n", variables y parentes is: la

cual indica como ha sido definidaa partir de las funciones has icas. Por ejernp lo:
1 3
x +y = RC(PI (X, S(Pz; x Z,w).

Esto significa que podremos codificar toda la informacion sobre | por medio de
una suces ion finita de simbolos, y por 110 tanto por un solo numero, de la manera
explicada en la seccion 2. Esto muestra, en primer lugar, que solo hay enumera -

bles func iones recursivas. Ademas, para cada k::' 1 se puede construir una fun-

cion recursiva  Vk(x) tal que

Isi n codifica una funcion de k variables
Vken) =
0 en caso con trario.
En caso que Il codifique la funcion 1(%) de las variables:-=(x, XK)'

nl contiene informacion suficiente para calcular I(X) paso a paso. Podemos ima-
ginar cada paso como la aplicacion de una funcion bas ica a valores ya obtenidos,

o la comprobacion que un valor ya obtenido es igual a cero. En todo caso, si Su-
ponernos que la suces ion de valores calculados hasta el paso m se codifica como
un solo mimero, es posible definir una func ion recursiva  Bk(ywt")  tal que para

cualquier funcion recursive |, de k variables .mimero m y argumentos X, tenernos
que si  71lcodifica a | entonces
By (71/,m,x) = codigo

(Valores obtenidoshasta el paso m en el calculo de let)) (Vease [1]).



Obviarnente, la funcion / da un resultado para x si y solamente si el algoritmo

se detiene en cierto paso k, es decir, deja de calcular nuevos valores y por tanto

Hay una funcion recursi va C que extrae el ultimo valor de la suces ion codificada

por un numero. Por ejemplo , si n-—p? 1p2t . PkB- 2 tenemos Ctn) = 7. Enton-

ces la funcion:

es tal que

A’ =) = ()

A es una funcion recursiva universal tal que dado el codigo n/ de / y algun da-

to X, calcula j(x), o queda indefinida si j(t} no esta definido.

4. Conjuntos recursivamente enumerables, Decidibles, Diofantinos.

Definicion. Un conjunto 5 de N es recursivamente enumerable (R.E.) si

5 = ¢ o existe una funcion recursiva [: IN ~ 5 sobreyectiva.

Observe que / debe ser total, es decir, definida en todo IN. Podemos consi -

derar a / como una forma de enumerar o generar los elementos de 5

10). /(1), /),

No todo subeonjunto de N es R. E., puesto que hay enumerables funciones re-

cursivas 'y N tiene una cantidad no enumerable de subconjuntos (teorerna de Can-

tor). Suponga que 5 se puede generar por medio de una funcion de mas de una va-

riable /: Nk~ 5, entonces 5 es R. E.. Para ver esto considere las siguientes

funciones
Sl! N ~ N i 123 ..,k .

/0



gi iy = (exponente del primo Pi en la desc ompos icion de m) (11 - 0) . Se puede
demostrar  que estas funciones son recursi vas. Por 10 tanto b: N .IN en donde
hy = tte 1@, ... , gk (1)) es recur si va, y enumera as, puesto que la corres-

pondencia

es sobreyecti  va.

Definicion.  Un subconjunto S de IN se llama diofantico sies una pmyec-

cion del conjunto  sol ucion de una ecuac iori diofantina, es decir existe un polino-

mio con coeficien tes e nteros Pivlt .. ,Yk 'x) tal que

S n. Y e 1 Yk (P(YI™ ) omo 9
Observe que la exi stenc ia de sol ucione s enteras v1'... )k para un pol inornio
Q(\I'... ,.\k) es equivalente a la ex istencia de soluciones natura les para uno
de los po linornios QG.."), .. , * YK que resultan de antepone r signos rie gati
vos a algunas de las variables. Por tanto s i definimos

Q-(vI-yK)
en donde (si' ... ,sk) recorre todas las posibles suces iories de ,, -1, ten-

dre rnos que

Esto significa, en primer lugar, que el problema de Hilbert se puede reducir al de

la ex istenc ia de soluc ione s naturales. Aderna s, todo conjun to diofant ico toma la

forma

Por 10 tanto, todo coniunto diofantico es R.E . pues es generado por la [un cion



fFx) = x. (12 |PGX) ) i, (12 (T2 | PGLX) 1))

en donde 7  es algun elemento fijo de S. Una funcion /(%) es diofantica si su
grafico es la proyeccion del conjunto solucion de una ecuaciondiofantica; por

las mismas razones anteriores tenemos

m = fln) <=> ‘.; > 00 Vi > o(p !’)'I....‘)'k.u.m) 0)
Por lo tanto, [ es recursiva, pues
fn) = &g (sl ,P{g;fs) ..... gkf.sJ. n.gkd(s” n))

Definicion. Un subconjunto § de N es deeidible si existe una funcion recur-
siva f.8 N talque f(w) - I si wc S fluw) - 0 si ne¢S. (Esdecir, la

funcion caracteristica de § es recursiva).

Teorema A. Todo conjunto decidible es R. E.

Demostracion. Si § ./ no hay nada que demostrar. Sea § 7 vy sea
f: 8§ *IN su funcion caracteristica. Como [ es recursiva podemos definir una

funcion recursiva g :

€0 = . k(f(k) = 1)

ntl si f(nil)=1
gin i) { (n

gln) si ftntl) -0

Entonces, g(0) 8§ ysi w8, gln) = v de modo que g genera todos los ele-
mentos de §. Ademas, suponga, por hipotesis de induccion que g(w) + §.  Si

wil ¢S entonces gl(n'l)=ntlcS; sintlv$ entonces glnil)-gn)S.
Esto demuestra que g solo genera elementos de §. Observe que (1) en la defini-

cion de g se puede expresar

gl 1) (w0 flu D) pln) (1= fin it 1)



E] reciproco de este resultado no es cierto.

Teorema B. Existen conjuntos R.E. que no son decidibles.

Demostracion. Sean VI(x] y BI (x, uiv ) las funciones  recursivas definidas

en la seccion anterior. Dado un mimero natural n que codifica cierta funcion /

Harne [nJ d t. Defina
S = {nlll codifica una funcion de una variable y [nJ esta definida en n}.

Obviarnente,

S es R. E. pues esta generado por la siguiente  funcion recursiva de dos variables

\]11 si VIin) =1 Y IBI(nk+l,n) - BI(n,k,n) | =0
g(n,k) f.
I si Wi +iiny - B1 (k) 11 0

i, es el codigo de cua lquier funcion recurs iva total de' una variable (1) Perc S

no es decidible. De 10 contrario, la siguiente  funcion seria recursi va
n) +1 si nES
hen)
si n (S
Pues,

bin} = (Al (in) + 1) . len)

en donde AI(X,y) es la funcion universal definida en la seccion anterior y lex)

es la funcion caracteri stoca de S. Entonces b = [|iJ para algun [. Como h
es total por definicion, est ari a definida en todas partes, en particular en P, asi que
fes Y

@ g es explicitamente definible de VI y B por la formula gink)=n.  VIn),( 1"[3(n.k+ 1.n)-13(n.k.n) |)

Hi L1 lemketn) - 1Bkn) )
13



]l ® h [r | (p) * 1. Contradiccion.

5. Defi nicicin Aritmetica de las Func iones Recursivas.

Una formula aritmetico es una formada por medic de los conectivos Icgicos

il
L,V A *, <=>3.V, a partir de formulas atornicas de la forma 71 =~

en donde T1 y T, son termtnos construidos de los simbolos de operacion = "+"~
"" aplicados a las variables y a las constan tes O, | . Si identificamos el ter-
mino (1 +1) +1)+ .. + 1) que contiene n "unos® con el numeral n, podemos
suponer que el lenguaje contiene tam bien sirnbolos para todos los naturales. Las
relaciones  elementales de las ari trneti ca son expresables por formulas aritme ti -

cas si suponernos que las variables solo denotan rnimeros naturales:

X ~y <.=> 3z(x+z =y
X <y <==>Jz(xtz Vvl =y

X es primo" <=>'Vz \;jw(x = zm-z =] U z =x)

=x (mod z) <=>3k(y= kz +xVv x = kz +y)
Notese que un-a ecuacion  polinomial
PO ., ) =0 @

es expresable en esta forma, aiin si tiene coeficientes negativos, pues es equiva-

lente a una ecuacion

@

en donde p1 y P2 solo tienen coeficientes no negativos. Usaremos  ecuaciones

del tipo (1) como abreviaciones de ecuaciones del tipo (2).

Dado un subconjunto S de IN se dice que es aritme tice o definible en 10

oritme tico si existe una formula aritmet ica q)(d tal que

14



S= {1l 1¢ (1)} cuando las variables de ¢ varian en N.

. . . . . k .
Por ejernplo , el conjunto de los ruimeros primos. Una funcion f IN -~ IN se dice

aritmet ica si su grafica es definible en la aritrnetica, es decir,

para alguna formula ¢ . Todo conjunto vy luncion diofanticos son obviarne nte arit-
meticcs. Las funciones /(xv) =x +y, g(xy) = x y se definen por las forrnu -

las "x+y = 2z", "xy = z" respectivamente. (Podemos  decir que la funcion
Ixy) = x' es aritrnetica ? 0 la funcion [ix) = x| ? Esta no es una pregunta

trivial. La definicion intuitiva.

mn K <=2 m=in U K §

k veces
no da una formula val ida para todo m,n,!’, sino una formula diferente para cada
valor de k.esdecir, la familia de formulas "y=x", y=x.x", "y=x.x.X" que

definen las funciones de una variable

Otras funciones, aparenternente mas complicadas tienen una definicion ari trnet ica

muy clara; por ejemplo jx) = "minirno nurnero primo mayor que x".

m=/(n) < 2 'tm es prim o" 1\ 11K TH ,\Jz("z es primo"A  n<z=>m < 2)

La funcion /(xy) = xY es, sin embargo, recur siva y demostraremos que toda fun-
cion recursiva es definible en la aritmetica. La formula que define x' en termi-
nos de "+", "." ,y los conecti vos Icgicos se podria obtener anali zando !

prueba del siguien e teorema.

Teorema C. Toda funcion recursiva es definible por medio de una formula

ar itrnet ica.

/5



Demostracion. Induccidn en la complejidad de la definicién de la funcién re -
cursiva. La complejidad se mide por el numero de veces que se han aplicado las

reglas de formacion I, 11, III a las funciones basicas. Para las funciones bdsicas

tenemos :
y=0(x) == x=x A y=10
y=38x) <= y=xtl
y I’!.”(.\‘r N e T X[AKX, =X, N Y= X
Regla 1.
Supongamos que el teorema es cierto para las funciones blzl, ..... ) g (%)

oo, g1 (X) y b es definida por composicion

fx) = blg(3), ..., gp(X))
Entonces,
v oo ob(zy...., 2;)
yf(x) <= q x; 1z Az g (X)
) 1 Az = gp(R)

substituyendo 'y = Az ..., z,) " *z; - g,(3)" etc., por sus definiciones

aritméticas, obtenemos una definicién aritmética para y = /(%)
Regla [II.

Sea f(3) definida de la funcién 4 (X,y) por

fR) = wy (h(X y) = 0)

en donde “‘z - A(X.y) '’ es aritmética.

Entonces vy f3) <= Jrf.\f,_\} 0 AVZ <y (= Mx,z) - 0).

Hemos dejado la regla de recurrencia para el final porque esta es la que ofrece
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mayor dificultad.

Regla 1.

Sea j(t, y) definida de la funcion g (~) y la iterada h I"[,z,w)' por

1~—,00 = g

{ fGiy +1) = h(ty (ty) )

en deride g(x) Yy !(;z,w) son aritrneticas. Obviamente tenemos

al= g
Nay, = h(t, l,al)

A" heX 2 a2)
»

Desgraciadamente, esta no es una formula que pueda definir b, pues la formula
depende del argumento 17, En particular el mimero de cuantificadores  depende de
17. ( Sera posible encontrar una formula equi valente a (A) en donde aparezca n

como valor de una variable y no afecte la estructura de la formula? La respuesta

es que si es posible.

Godel descubrio una rnanera de generar todas las sucesiones O:: an' de
cualquier longitud, por medio de una sola funcion representable de tres variables.

Definicion.

G(abk) =  minima solucion no negativa de la congruencia

y ~a mod (I +kb)

Obviamente, G(abk) es representable:

G(abk) =y <=> [y=a mod tlAe b}] 10 [0 < a <1+kb ]
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El siguiente lema se basa en el teorema chino del residuo [3]

Lema D. Dados nurneros no negativos aj, ... ,all existen rnirneros (no ne-

gati vos) a,b talesque:

G(abJd) ="
G(a. b,2)= a2
G(a,b.,n) a.

Demostracion. Dados  aq, ,a'7"  defiria  b=nl(a/+1)(a2+J) (an+J).En-
tonces los nurneros 1+b, 1+2b ,1inh son relati varnente primos por pares
Pues si es un mirnero primo tal que p |(1+kb), P |(1 +k' b) con k < k~ n,
entonces p k(J +kb)- (1 + kb)) = (k-k)b , por 10 tanto pi bop | (k- Kk'). Pe-
ro k-k' <, de manera que el caso p | (k- k) implica pin! |b. En todo ca-
so p |b, que da una con tradiccion, pues pr( +kb) y por 10 tanto tendri amos

p|((1+k b) - kb)= 1. Por el teorema chino del residuo existe una sclucion a al
sistema de congruencias
x--a, mod(l-ib)

X =a2 mod (1 *+2b)

x =an mod (I +nb

puesto que los modules son relati vamente primos por pares _ Adernas en la con-
gruenci a

a=a, mod (L +kb)

es obvio que "» constituye la minima solucion no negativa de la congruencia
a v rl"id(J-ikb) pues,porescogenciacle h. O~ ak < (a-il(t7p-i) . -(@l)
< b .

IR



Ah ora podemos completar la dernostrac ion del teorema. Como con secuencia del

lema, la expres ion (A) es equivalen te a :

G@b ,1) = I(X)
3 alb Ykb5 u [k~ 1~ G(bk +1) gxk G(@bk) 1
m = G(@ab u +1)

Como G es represen tab le y l,g son represen tab les por hipotes is, la expre -
siori arriba indicada es equival ente a una formula aritrnetica : ] a1 b ¢ (a b,

t, 1 ,m) Yy teriemosi
h(~n) =m <=:-> Jalb ¢ (a,b,x.n,m)
para cualquier X, .m, 1

Corolario E. Todo con jun to R.E. es defin ib le.

Demostracion.  Sea |: IN ~ IN una funcicn que enumera recur sivamen te a S.
Entonces,

v ES <=> 3« Ix) =
perc [ix] = es equivalente a una forrnula ) (xl1) , de modo que!

S (n 13 x Gl (i)} "

Esta repre sentacion se puede refinar si hacemo s uso del siguiente resultado

Teorema F. Toda formula\aritmetica cp(, . ,xk es equivalente a una
de la forma:
()
en donde Q es uno de los cuantificadores 30Y Yy  PKYJ . - YS xam xk)

19



es un polinomio.
Demostracion. Hacemos la demo stracion por induccion en la complejidad de las
formulas, es decir en el nurnero M de conecti vos logicos. Supongamos que estos
se reducen a 1\ " , ::J. (Qy denota una lista arbitraria de cuantificadore s.

M=0, formulas atorn icas. Deben ser de la forma x=y, x tY =z X y-=z
en donde xy2z son variables o nume rales; y se pueden expresar como xy = 0,

X+y-2 =0 Y xyz=0 respectivamente.

Supon gamo s la hipo tesis cierta para comp lejidad N < M. Sea q (.;Y de com-
plejidad M. Entonc es ¢ es de la forma 8 I\p, ,8,0::0w @(mx) en don-

de 8, P tienen cornp lejidad me nor que M. Por hipote sis de induce ion tenemo s

G(~X) <w:f;> Qy (F’W')( = O)

px) <S0:> 52 (R (Z:%)

= o)
2 2 -~ -
Pero A=O 1\ B=O <i=> A +B = 0 en losenteros, Y QyaXy) . Qz tji@)
<=> 0, QL@ v nv o o  vale siemnp re que las listas Y,Z sean disyuntas; en-
tonces
oS ARY) < > F& PYYTTOARNT =0 <> Yy QR 2 REyT 2
1860 <> ., Qv PERTT0) @ G Y PuR 1 0)

en donde Q' resulta de intercambiar "3" vy "\I". Pero A -l 0 <cth>A%> 0

<= '3 z(A2 = zrl), Entonces ,
Finalme nte , si 8w, X) <> Qu (Py.wx) 0),
:3W 8 (W,x)Il <" (Sy (P(y;v X) 0 -

Del teorema anterior obtenemos que si S es recursivame nte enume rable, S
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es definible por una formu la de la forma (*). Sin embargo, si se analiza la prueba
de la definibilidad aritmeética de las funciones recursivas se descubrira que todo

conjunto R.E. se puede definir por una formula de la forma (*) en donde todos los
cuantificadores universales son acotados, es decir, de la forma ¥/ x < y. M. Da-

vis demo stré que el nimero de estos cuantificadores se podia reducir a uno solo.

Teorema G. Todo conjunto R. E. es definible por medio de una formula (x)

de la forma

: g gl S - . - |
- HV"'I S % F¥g 3Wgeme }S(th._\j ..... ¥ x)=0 (Vea '8! ).

De manera que a cada conjunto R.E. §, se puede asociar un polinomio Pluy .
«v.1 Vg ¥) tal que w ¢ § siy solo siexiste un nuimero M tal que el sistema de

M ecuaciones :

P(M. 1, Yo ivens Vg n) =0
PM.2,y5,covivgon) =0
P{M.M.}'z. PR _}'S.HJ =
tiene una solucion (}'2 ..... Ygds Como el nimero M de ecuaciones depende de

n. no podemos reducir el sistema a una sola ecuacion tomando las sumas de los
cuadrados de los polinomios, pues nos daria una ecuacion diferente para cada » .
:Es posible eliminar el cuantificador universal de la definicién de § 7 Es de-
cir, es todo conjunto R.E. dioféntico? M. Davis y J. Robinson llegaron a demos -

trar el siguiente resultado.

Tecrema H. Basta que exista una funcion recursiva de crecimiento exponen -
cial que sea djofantica para que toda funcién recursiva y por tanto todo conjunto

R.E., sea diofantico (Vea '8! ).



/{x) crece exponencialmen te si existen [, M, L. > 1 tales que para toda w

L™ < ftm) < M".

4. Ndmeros de Fibonacci, Teorema de Matijasevich.
Fibonacci, o Leonardo de Pisa (siglo XIII) introdujo la sucesién de nameros
0.1 12,39 8 13,21 .5 «

cada nume ro resulta de sumar los dos anteriores, es decir

Fta) = 0, F(1) = 1, F(et1) = F(u) + F(n-1).

Es posible dar una formula analitica para esta sucesion. Considere la ecuacion

(1)

* = x_ +x
ntl *n n-1

- "
y suponga que x, = r". Entonces

nt 1 n n-1
,- :

n 2 i
que es equivalente a r~ - r { I. Esta es una ecuacion de segundo grado cuyas

soluciones son

o ity 8 i dzald
2 2
Por lo tanto x, da X, 5" son soluciones de (1). Es claro, debido a la li-

nealidad de la ecuacién, que cualquier comb inacion

n

Fin) = a a 4 I,-'-‘ Y

también es solucion. Basta, pues, determinar i1, /7 de manera que F(0) =10

I'(1) = 1, Esto da
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cuya solucion es

a=_1 =1 /3=-a=-_1-
w0 J5 — J5
Tenemo s, en tonee s
En particular:
Adernas, la suce sion es creciente y
- 2n- 1 -2 -1 r- 2 1
Fem) - Fen) = 4 {( ) (1Y) Ty g o) -
-1 2 2 vr 2
('.l%— Dan-i1 .IH. (1 + 5
Pero
para n > 4.
Entonces,
n> 4
y la funcion Htn) = F@2n) es de crecimiento ex pon encial. La funcion Ht») =

F(2n) es obviarnent e recursiva. EIl trabajo de Matijasevich consistio en demos-

trar que esta funcion es diofant ica' [5]. £1 dernostro que existe un polinomio

(de 16 variables) tal que para todo n,m .
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el encontrar  este polinomio e sun trabajo de teori a de mime r os. Comb in and o

es to con el res ultado de Davis y Robinson, tenemo s
Teorema |. (Matijasevich). Todo conjunto R.E. es diofantino.
Corolario J. El decirno pro blerna de Hilbert es insoluble.

Demo strccien. Sea S un conjunto R.E. que no sea decidible. Entonces  exis-

te un pol inomio: PCy,x) tal que
S={n |:3y(P(y,n} O)

Supongamo s que hay un algoritmo }( para el problema de  Hil bert. En ton-
ces podemo s con s truir el siguien te algoritmo de 10s ntime ros naturales

en{0O,Z}.

A. Dado n como dato, halle la forma can onica del polinomio Q) =P(y.n)

(esto se reduce a realizar cierlas mu | tip lie aciones).

B. Apligue  }( a la ecuacion” Qtv) = () .Y de como res ultado el valor de 3}

Obviame nt e,
nt S <=:i>] Ypym <=i> :3Y QG) <=> N () =09 =]

de manera que tendriarno s un algoritmo de  decision para S. Contradie-

cion.'

En la demo st rac ion anterior herno sob te nid o algo mas fuerte. No hay
un algoritmo para dec id ir la solubilidad de cad a una de la familia:  ~n finita

de ecuaciones
P(yZ'- . Ok 0o =0
pry Je.e YK 1) 0

Ny 1 . ,Yk2) o
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Puesto que el grado y nimer o de variables de P(y,x) estd determi nado, por
ejempl o se puede dar un conjunto R.E. no decidible y una ecuacion que lo
defina de grado 50 y con 50) variables; obtenemos que no existe un algorit
mo para deddir si una ecuacion diofantina de grado 50 con 50 variables tiene

soluciones enteras.
Otra consecuencia muy interesante debida a H. Putnam esla siguiente.

Corolario K. Todo conjunto R.E. de nimer os naturales coincide con los

valores no negativos de cierta funcion polinomi al Qlxgi s i Xy ) para
SITETEE v, naturales,
Demostracion. Sea § VHL = Ypewaaa ¥y ‘l)“_‘f! ..... Ygpr) = 0)

Tome como Q{_\'I....J_\'k..t'J el polinomi o
2
(x D Q=P (yg..oovp.x)) =1

Sea x 20

7
XS = P"'{yf, see.¥g ¥) = 0 paraalgunos y .....yp >0

o

- Q(_\'I....._\'k‘.\‘}-' (xt1) - 1= x.

Si x4 Oy ey 2l B (2t DU-PHy . ciyp ) =1 con ¥y yy.220
tenemo s PZ(_'.'I. v+ ¥gez) = 0, de lo contrario la expresion seria negativa.Por

tanto, v = (z'1) -1 =z vy tenemos P{_\', ..... ;.-'k..\‘J 0 queimplica a+« 5.

En particular, debe existir un polinomio que genera los nimer oS primos.
Se han construido polinomi 0s con esa propiedad de 26 variables 4] -En con-
traste, en teoria elemental de los nimer os se demuestra que no puede exis -
tir un polinomi o de una variable que genere solament e numeros primos.
Finalment e podemos daruna version del famoso teorema de incomple-

titud de Godel.

Teorema L. No existe un sistema ax iomatico consistente del cual se pue-
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dan deducir todas las verdades de la aritmética.

Demostracion. Supongamos que existe un tal sistema A y usemos la nota-
cion A para indicar que la formula | de la aritmética se deduce de A. El
concepto de deduccion formal es algoritmi co, en el sentido de que dada una
sucesion de formul as es posible decidir si es 0 no es una deduccion correcta.
Es posible entonces dar un algoritmo que enumer e t odas las deducciones
correctas. Basta enumer ar todas las sucesiones y tomar aquellas que
son deducciones correctas. Ahora, dada una ecuacion diofantina “*P(x) -~ 0"’  sa-

bemos que se puede poner en la forma !’If,\"l P, (X} en donde PN

Po(x) pertenece al lenguaje de la aritmética. Considere la formula

SXAP () Py )
Esta debe ser verdadera o falsa. Si | es verdadera, A= por hipotesis. Si
es falsa entonces 7 es verdaderay Al= 1. Ademds de A no se pue-
de deducir o y 1 ¢ pues A es consistente. El siguiente algoritmo nos
daria un algoritmo de decision para el problema de Hilbert. Enumer e todas
las deducciones correctas v exami ne la dltima formul a; detenga el proceso en
. El proceso termi na pues una de las dos
la

el momento en que aparezaci | o 1
formul as es deducible ; debe haber pues una deduccion que termina en

primera o en la segunda. S1es la que aparece la ecuacion P’(x)  0Oes

soluble. Si es 1 ', la ecuacion es insoluble
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