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EL DOMINIO DE CONVERGENCI A DE LA SERIE

YU TAKEUCHI

s 1. Introdu ccion,

Sea D wun conjunto contable Yy dense en fOl. y lall | una suces.on

de nurnero s positivos que tiende a cero. 5ea
D=Ixn: 131! Q)

un Ordenamiento de los puntos del conjunto f, en el presente trobojo se

von a estudior los dos conjuntos (ver Aperidi ce)

~ Q 00 00 «
Al lini U NG~ )= N Tu N ) (@)
;La11=1 i j=li=1 1
00
3)

donde N(xk' a) = (xk-0:kik + (k) es 10 vecindad del punto Xk con ra-
dio ICI<' N6tese que los dos conjuntos Al Y Ay dependen  del ordenamien-
to de los puntos del conjunto D.

Las siquientes propiedodes de Al Y de 112 son bien conocidos.

() Ay Ay, son densos en [0/ ()
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[i{)  a Y A] Son conjuntos no-contobies ([61.131

N

(i) Si 10 serie ~ L o1 s convergente, entonces
{1

f21)

(iv) Si 10 serie " | v es divergente, 10 medido de 12 depende del or-
1] 1]

denamiento de 1), Existe un ordenarniento especial de ) para el cual

L(21).

En el porcgrofo 3, generalizando 10 propiedad (iv) se demuestra que de-

do un nurnero ¢ (0S ¢ < 1) existe un ordenamiento del conjunto f que

sotisface:
1 mA ) 6 wm2) ¢)
2)  Elcomplementode AN (6 de n2) esdensoen [0./1.
En el pcrugrufo 2 estudiaremos algunos propiedades preliminares para

facilitar ei desarrollo del poroqrujo 3. En el pcrcgrofo 4 se observa que el

dominio de divergencia de 10 serie

0o C oc
2: n con I ¢ @
11=1 | x - ¥l 11=/

0 sea, el conjunto

00 Cn
Lyl ~ 4o | ®)
n=I X - xnl

esto estrechamente relacionado con conjuntos del tipo A/ 6 del tipo As
e investigamos  bajo que condiciones 10 serie (4) converge para casi todo

x. En el ultimo poroqgrclo veremos algunos aplicaciones del porigrafo 4.
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s 2, Algunas relaciones preliminares.

Lema 1. Sean lar I, IBil suce siouc s dccrcciclltcs de conmmios

1112 Ry ™ )
entonce s
n rawullll1.mA . umn B | (21
7= 1 e 1~ 1
Demostracion. Se tiene evidentemente que
I?nl AuUul, 1)lu-1Ayl UTu—j Bl ®3)
puesto que
n:q A C .0 [AnUuHzl Hﬂluu " nﬂ lrl\“ U e |

Va mas a demostrar la inclusion en el sentido contrcrio . Sea

00

X ~ N r'an U na
1/=1

entonces xc.A  UB para todo . Evidenternente uno 1 los si-
1"

guientes dos conjuntos es infinito

suporigcmos que el primero es infinito. Sea
lalx; A l=1ls@ k=1 51):  5(2) s(i)-,
Dado n ~ IN existe sk tal que s, u luego
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xX',.. As (k\ C An

esto es :

De 10 misma forma, si el segundo conjunto en (4) es infinito se tieneque

Por 10 tanto, en cualquier coso obtenemos que

00

x~[n AnlU[n e;
11=1 1

y as!

00

n [An UHnlcn al UM B8, 1" (®)
=1 11=1 171

De(3) y (5) se tiene 10 igualdad (2) -
Nota: Las condiciones en (1) son indispensables para obtener 10 igualdad

(2)* Por ejemplo, si

A ©o ,-L) B [1.,11
11 17 11 n

entonces
N a us l=n © 11 © 11,
11=1 17 177 n=l
n Aan =D n B, =11, In mlUtn B, 1=1 | N
1= n=1 un=1 =1
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vl seric  diuergen-

Lema 2. Sea B WI rOljito  dellso €1 Tqb |V o

te de tennillOs positiuos . entonccs  existen

YLyY,,--,)"-i:B
2 -

tales  que
M
U Nh ,tk) , fa. bl
k" 1 o k
00
Demostracion. Como k:ll_ C{ke 100 existe w tal que
M
2 yk i b-a.
K"j

Consideremos los siguientes puntos (ver Fig. 1)

X b
M
(k1,2 RV
0 CA2
— (]
11 I
L _l _m

Fig. 1

El intervolo (D) xk) contiene par 10 menos un punto de N : digamos

Yk E H . Entonces
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luego :
M M
k~IN('k-ak) ) Y Ix, oW l=a nl °

Lema 3. Sean !ynl wia Suce sion eonvergente y lanl - 0. Entollees los

sig'~ientes  eonjuntos  son de medida nula

X

(i) dm U N(vk Loc) = N k=dn Nk, L1 (1k)
jow k=l J J=l 1

Demostracion. Supongamos que lynl--+)o" dado E> 0 existe

para todo k > K .

(i) Teriernos

00

-1 lk=n  N(YK Nk 1 Ck-n  N(YK (k) (para todo

Fig. 2

De (8) tenemos
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NIvk 1) C N(ry F) para todo k, «

luego :
00

kU N(Yk,<tk)CN(-"0,;E) sl TR (10)
=

De (9) y (10) se tiene que:

n [H: 1 lk:L]J.I N (v k K 1y < - a )

Como E es cualquiera, se tiene que el conjunto (6) es de medida cero.

(i) De (10) :
oc Il
k= 1N(Yk L™ ciiy (az)
puesto que ~ ak: ai< para todo j : Si
J
2@ls ag 1 = 1 ak)
. @as)
E
enton ces
K
- U N(Yk-lak) <A (ql+, ., 1 ak) <« - a4)
k=) J J
De (12) y (14) se tiene que:
+ EZ 2 E (15)
esto es, el conjunto (7) tiene le medida nulo . -
Teorema 1. Sea L « una serie CotWergerlte  de tirmill0s positiuos y

n=-117
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D = |l ~uyu- ot Im conjlitlto contablc denso en ro. 11 . ClilOnces Iu  :1-
gl.liente {Imcion de la varlahle real

() =m [I UJ N (Xk,' oki1)In [u, 1 11 (16)

k=
es Creciente v contirnwo
Demostracion. (i) Si > 1 entonces
NOk “ry 19 3 N K rjk para todo  k=3.23,
lueqo :
k~J  N(xk-(Y.kh J k~l  NXk,@J.k)
y por 10 tanto:
f(= m [ Ik_LJJ Nk @.kty N [0,111 )m[ kyl Nk (k) N[0,111 =6y
@a7)

(ii) Si /« , entonces tenemos
U N(k,ia.ki)-U N(XKk,0:)!CU,IN(XK, (3..k")-N(XKk,(J..ki) . 18
U NGy | NOKOICUINGK (3.K)-NOKk 3.1, (18)

Tenemas tcrnbien

por 10 tanto se tiene que

0SH(I')-f()=I11{IU N(xK, (J..kt)-U
1 ' ,
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< L 2(.-1 w 20 -1 ~ G -
-k==1 ( ) Ltk ( ) k=J ol S

00

Como o e < se tiene que:

lim, /(/ (1),
r 0
a sea que / es continua en cualquier punto. .

Corolario. Dado wa Ilumero real «o <c . s existe un conjwlto  abierto y

denso en [o,n clya medida es igwl a ¢ [4L

Demostracion. SeakL ka una serie convergente de tE~rminos positivos vy
=1

sea

Entonces sobernos que
m@ 0
yo que

00

meA) < mk-1  N( ciky 15: 21,1 Cig = 0 (-0

Xk,
POI' 10 continuidod de 10 medido se tiene que

lim /(p 0 (20 )
I~ o0

Ademo s :

rx
m[l U we =L Inraiy [2miNg/ 1 Ilro,1jj-mao M)
k= [ [
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0 sea

.y = (21)
v.1
De (20) y (21) / dado 10,,-,": ) existe iu tal que
(T eorema del valor intermedio) / (22)
0 sea que
o sz L N (xk, (Xk ta )] ’ - )
§ 3. Ordenaciones especiales del conjunto D.

Lema 4, Searl 1 ykl 'Ina sl-ICesion de terminos  positivos  tal que

ik ~ 0 K oo 0)

y 1@j 1 'Ina suce sion de tenninos  positilos, Dado wr conjunto  n conta-

ble y det'so el Tng | existt w: ordenamieJito  de los punto s de »n  » .
Tk 'k~ 1 fal qle
)

Demostracion. Sea | s Ikl uno subsuce sion de Irnk | tal que

" 3

k=1 (3.5(k) < ~ o ®)
entonces IN -l stkk k. IN | es contablemente infinito. Sea

IN - Isi k) :kf. INI~1t(k kE bJ |
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entonces, por (1), se debe tener que:
00
k~1 aik) ~ 1 oo
Sea Dl un subcanjunto de D contablemente infinito cuyo complemento
Da:=D-D, sea denso en [ab], Escogemos
to les que
Pi
U. ix K a, bl or el Lema 2) "
Gpoe B T (® )
Como ~ (3. cit) = + o podemos  escoger
k,=PI+] 2
Vi
xP +1] ,xp +2
I I
(Lema 2)
y as! sucesivamente. En general, para i:1.23 . €scogemos:
"vi
X ED
LTS
tales que
J (b 1
\
0- 1-X~IKE IN I es contablemente infinito  ya que

“)

>

(6

€]
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D- 1?7~k N 1) v

Sea |

D -l x¢ IKE

Vamos o demostrar que el siguiente

tisface 10 relacién (2) :

con

De (7) . para todo i .tenemos :

luego :

00 oc

kg.l N(xk,(s,\l_k} ) k,L=11 NGk’ (3j ext (k»

Por 10 tanto se obtiene 10 relacién

N I=1—«Ike N | .

ordenamiento de los puntos de D

) [abl . (para todo j).

@ -

sa-

(®

®

(10)

Corolario 1. Sea !a | una suce sidn de termitlos positives tal que

k:L ak' = + oo + 0 (k-+<XI).
Dado lin conjunto O contable 'y denso en [ab 1, existt 1m ordetlamiettto
de'D v=IxkIKkt'INI, tal que

140



Afen . I U Nx  .Jd-ca) I a. hi. (rn

i~ koo f Kk 3 K
Demostracion. En el lema 4, tomando
fi. =~
J i
se tiene que
(J2)
Sea
entonces
N(x, J| al-f?_c N(x K 1J @) (@ ——Bj-au' b+ -f a,) (para todo Kk
y todo )
luego
d C (a-J:- b -y
koyl N (Xk, IJ_ &) ( J J v
y nsi
oc 00 1 00
Al" N 11U Nxk-3- a) 1C.N (@~ a,’ b +la a,bl. 13
[>1k=1( K |—1( 70 J)o [ (13)

De (12) y (13) se deduce 10 iguoldad (11).

Coro/ario 2. Baja la misma hipotesis  del Cora/aria 1, existt un ordena -

mento de o o =lxk ke N tal que

. - 14)
Ay =n~11 k=L=Jn N(x D 1= [abl

Demostracion. En el lema 4, tomamos {¢3,J 1 puo todo j. Dado u cuol-
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quiera, de (7) se tiene que:

U N . )y U NGk a ) [abl (15)
k=u KK k’: PJ-+1 (k)

donde la primera inclusion se cumple para olqun P. suficientemente gran-
J

de. De (15), tomando la inter seccion para todo n=12,3, .. , .obtenernos
00
A2=nNn | U Nx ,a [ a, ble (16)
n=1 k=n ( k k) ) [
(k->",.), dado E>0 existe n tal que

para todo k > n.

Luego
Nxk ak) C (@-E b + E) para todo k>n .

Por 10 tonto obtenemos la siguiente inclusion, para e cualquiera

A2 C N Nx' a) C @a-f b+ E ). (1n
- k~n k k

De (16) y (17) se tiene la igualdad (14) . a

Lema 5. Sea I'xk | una suce sion de termitlos  positivos  tal que

Sean o Yy W conjuntos  contables dens os en [a bl con bNs " P

(i) Fxiste un ordenamiento  de los puntos de b, b =1x kE N |, ftal

k
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[a bl- A1 )13, .0 -b.a (8 )

donde

Aj U V(% -J.I @k

= N
3= k="

(i) Fxistt 'm ordenamiento  de los puntas de o, n Ix KE W Ita/que

[a,b!-AZ)B, m(A2) b-a, 19)
donde
1/91 Ikztjn Vg 0k) |
Nota: N6teseque Aqefa,bl, Aze[a,bl. De(18)(619)):
Elcomplementode A =[a,bl-A " esdensoen [a,bl.
Demostracicsn . Daremos solamente una dernostrucion de (i) ; se puede de-

mostrar (i) en forma pructicomente iden tico,

Sean B = | 1\ KE IN I 'y »=1YKkIE IN | ysea d = 10 distancia
minima entre los puntos a'N\I1'\2 .. ,AK Yk'b |l . entonces se tiene
que

lim d='0 (20)

k k

++200

puesto que B es denso en [a, b] -

Como (k .0 (k - (0) , existe Pj EIN tal que

ara todo k > . ()]
t d1 p Pl

Sean |xI X, " ,xp, I , Pl puntos cuule squi ero del conjunto - El
|
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~ig. 3

conjunto  [a,hl-N(A/ d) es 10union de des intervalos cerrados de lon-
gitud mayor que T]dl (vel' Fig, 3, k ~1), luego es posible cubrirlo con
un nurnero finito de vecindades de puntos de /4 con radio 0 )

I

as! podernos escoger (vel' Fig. 4, k )

\/1|I|.Xp|t2' '\pl2f= [
tales que
HI N(Q\.,., J N (A d.d -
J J | g | \
!
vie lvr 2 . "\pj *p (22)
2 f
pam todo ||
Ahora,escogemos (vel' Fig. 4, « 2)
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(k "1)

ry 1 3
a li
Fig. 4
X7 I e x? 2
2 2
tales que
P3 2
B U Nx' oo o Tobl U NQ J.d
2 =i J il 2
>

(23)

<1ld ara todo k. If
k, 3 p 3
Ya.Sl sucesi vornente. En genera |, escogemos

XPilit Xpp+2™ . xPnh~ 1
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tales que

Pn+f n
(n B = U Nx .. «&» J [abl - U N0 . _1_ d )
I- n;»! 1 1 £=1 t 4n n
(”) YNE!X, , X5, ,X
1 P n+1
24
v
(V) para todo k> le
Poria condicion (Il) se tiene que:
n oo Ixk k= 1IN | (25)
Tenemas tcmbi en que:
A n U Vx.. =k |
n: f k= n I
n tu N .it > I,~N L U Bk I. (26)
=1 keaPu f ki un=1 k=un
Por(lll)setieneque Anyr; Hy paratodo k2.II; luego:
(para todo 17).
esto es :
@7
POI' (I) tenemos
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luego

b-a (pora todo 11y
y asSl
11 'n IB B k b-a
1 ( 2) m LTI

puesto que A2 ( [ab] - m
Teorema 2. Sea | (("l wan s!/cesi Ol de femiilos posiliuos /(11 g~le

iy 0 k o+ oc) -

[ado wa cOtljwto D denso y cOfltable el r0./1, y (llio ‘in millerO
O =:c S/ ) .
[I 1 existe 'HI ordenamiento de b . voome NI tal gl
0-§
i donde A =1 LU Nx. = o
() J I: | kz: / (Xk J F< :

iy oL v A son dens os cn 10/t

[In Fxiste url orderwrniento de ®», o= 1\, e N fal g

[ donde A2 =N U N( .t k
® 17=1 )k.:ll (k )

(i) 011 - A, Y A, SOt densos ert [0. /1

2

Demostracicn. Vamos a dar 10 dernostrccion de [11 y dejoremos il

lectores yo que su dernostrcc ion es prccti ccrnente identi co o 10 de [ 1!

(28)

o los
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Supongomos que (i 1 yo que.cuondo r- 1 el teorerno es un coso porti-

cular del Lemo 5.

Como (™. 0 -, ex) existe uno subsuce sion de | i, 1 digamos
l@ask 1, tol que
k=1  fisk) <+ oo - (29)
Sea
Vi Tk N T OIN - Tsk kE L9

Entonces se tiene que

1 o0 - (30)
Primer  caso: cfo
Seon o - lwv-n 0.\ ¢ y VI - D' no .
Entonces o 1 es un conjunto contoblemente infinito, digomos
LNl

Por el Lema 5, existe un ordenamiento de los puntas del conjunt o Do

(1) A= N Tu Nek a1 k) es un canjunto de medido .
-1 k"

(i) Aero .

(iif) Oc |.i\ es denso en 10 I

Por otro parte, si
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It 1U NGk
jr ! el j si 1)
entonces
(i) w(l) =0 ( por (29) )"
(ii) nci 1l
(ii0 [c.ol -1 es denso en [, 1 puesto que w ¢ I 0"
Sea ka | KE IN | el ordenamiento del conjunto D definido por
i) = '§<k s ® (39
entonces  tenemos (Lema 1) :
e 1 n 1
i, N lu Nek -3 »0 |
J k'~ 1
n Il U ~'w o Y y 1 U TJ 1 0 |
j= 1[ k-c 1"( k 'I"L "I(K) ] =T T 's(k)
0o

=s[ n U Nk -1 0"I(k»lIU[,n 1y Nk 1 tts(ko t 1
j=1k=1 J J=Jk:1
inu 32)

Por 10 tanto, I1'1 sotisface todas las condiciones exigidas.
Segundo coso: c=20.
i )
sea | xk | una sucesion convergente de puntos de f) . entonces
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b-1'l « e 1v 1 es contablemente infinite. Sea
k
-1kl k™ IN | vk lke IN |

Entonces el ordenamiento definido por (31) cumple la condic ion del teore -

ma puesto que

m@ =0 ( por el Lema 3)
w A) "0 ( por (29) ), y
w(A) < w(A)+ wcA) 0 ( por (32) ), °
~ 4, Dominio de la convergencta. Sea
G, @
una serie  conllergcnle de tE~rminos positi vos. Dado un conjunto  0=hJIJ(INI,
contable y denso en [0] | . vamos a estudiar para que valores de x;: 1I?

converge la siguiente serie ([ 11):

n
C
- i (2)

vl Y - xu |

(i)  Sixf. 10,11 lo srrie (2) .corwerfle

En realidad, si
r = wmumu o ||x—0|.|x—|||

)

(J) SiJa serie 2. C divcrge, ¢n<iices la serie (2) .livergc para (<10  x real
nr | 1"
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entonces N-- ™ para todo puesto que\l U para
todo " Y poria tanto se tiene que

~ __En__ < A" C" 1 (:(: C - ~

11=1 | X—Xul ) ,71 r 1 n
(ii) Sea

° lZ'm 5 oo | @®

- 1 _ = 00
X x = x,l
enfonees H €S 110 cOllable y medible -Le be sgue
k c
Dernostracion 5ean Bh., = | Xl ~ n > 4
! 11=1 Kl '

entonce s B3 ,. es abierto para todo j Y para todo k T en ernos

=
1

=
A

=~
"

—

-

—
<
= :
—
|
—

luego

B n 1u 13,
' g

Como H es inte rseccion contable de conjuntos abiertos, enlonces se tie-

ne que 1Y es no-contable y medible-Lebesgue. "

(iii) Sea
(5)
enfonus
f)(BoCH, 6)
Dernostracion. Sea X E Bo entonces
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Ay NGk <k ) para todo v

k=17
esto es, existe un conjunto infinito [k G loe N | tal que
w !
v~ Nk G . ckU.
0 sea
)
Entonces tenemos
(para todo | ) €C))
luego : 00 <
~ ’ >00
11= ] cx - X
aSl que 10 serie (2) diverge.
iv) Si L )

11 1
entoncc s H es de medida nula, o sea que la serie (2) conver~e en casi to-

do x real

Demastracion Sea
A-~N U NG - |7'k) I U n (10)

ne I k= v

entonce s A es de medida nula (por (9) ). Si "F A  entonces

"1 kU N(\K./T=). pora algun .
-1

esto es .
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XiN('k' \' Cy para tad a Loyon

luego:

[ x - w | vek pora tad a Ki: n . 1)

Tenemas entonces que:

< . para todo le> .
luego
Ck > N
PN I S ' < VS < e
o sea que 10 serie (2) converge para todo x I A .
v) Si II|_-1 oo (12)

entonces  existe  una reordcnacio/l dt IN

g IN,- IN
tS es umo a 110 y Sabre)
11 2,(11)
tal ¢1C la serie
: €y (13)
11=1

converge para casi todo x real, @
m .. gar L1 . eri p ii.ar . serie

(13

n=1 | x- xu
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Demostracion.

positivos

Por el Teorernn 2, existe

| ~1n |

como 10 serie

tal que(21:

.0 M

| |
J) x InE N | tal que el
A
tiene la medida cero
Si x ~ A entonces
xif. U N(\~,
k' u
esto es
luego
[N- % |
T eriernos  entonces que
luego
) Hasta tomar : 100-"-
[IH
f3 o J | ¢
n K=n k
(ver [5-1, Sucesiones y Series, Torno |,

154

(1) converge,

un ordenamiento

conjunto

existe

del

conjunto J).

para

para

para

para

uno  suce

0 lgun

todo

todo

todo

sion de termirio S
14)
di gamos
@)
I -
k > 1,
k > n . (16)
k> n



S Ck
- . < * oo
k=11 Ix —ox- | k= 1 f3k
o sea que 10 serie (13) converge si
Xg(”) X, v E N
(viy Si LI VCI +. eltonces B (el dominio de. divergencia  de
n>
serie  (2)) no siempre tiene la medida Hula,
E jemplo. Sean
| .
X, =-l. =1- =2 x_ - 7
4 g X5 T 8 7 8
En genera |, si
17 -1 . 1 .
2 <j<2 entonces I J
J W7 -1
Sean
-1 c J
2 1a 2 22 20,
C . = 7
4 5 6 ( 3 30,
En general, ) 2n-1 ‘) .
. s <
/ 212 11CI
donde 1l<e&< 2.
Tenemos que
1=1 11 Q

()
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puesto que a', 1.
Sea x <
X-J<X<X con

Entonces se tiene

|X-X

.1<i‘ 1
T+t

luego

Supongamos que

-51::T

4s1
21--1-1 | 2/I -l-j 211[
2. oo ]
i1 I v 1 I I
(o] ue
o d 211 1 . 21" 1
2

n n--7

Por 10 tanto tenemos que
2/1-1 C.

I_ 1
i-2,,-1 I x -Xii

156

para todo i=1, 2, ...
para todo 1.2 ...
|
d °

Fig. 5
77-2 i
'_~|_ ,2,,_ N 77]-1’[ . |ug (7:-2)
i—% |

11-1

277 (4 -2) (lug 2)

11

@ - 1-1).

@11 -).

- 2/1- 1



Ck

N L
k*;1 1 x - "kl n=I a

puesto que a < 2.

De !a misma forma se puede demostrar que

para todo x> t
Asl, para todo x E [0, 11 10 serie (19) diverge, o sea que

00 C
B Ix | L -k o« I=70,17.

k=1 v- xk

§ 5 Apiicacion. Sea C

uno serie de terrninos positivos tol que

=p <1.

JI-.,00

Cbdo un natural cuo!quiera I tenemos

/]

aSl que la serre

I/
IT (en) converge

o (18)

(19)

@

2

®3

“)
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Sea

A(!) n I|<=lF1J Nil «k,l’,-,l )(Uf) (5)

1/=1 k

entonces

0]
wm@A ) =0 para todo 1= 1, 2. 3... (6)

Par un metodo similar 01 utilizado en s 4, (iv), podemos demostrar que 10

serie

L S )
k=1
[x - Wi

|
converge si x EA. ® Sea

@)

entonces se tiene que wm (l) « 0 Yy que 10 serie (7) converge para todo

x 1 A : cualquiera sea 1, Se definen los siguientes funciones para \ 'f 1:
fx) . L )
I/ 2. i} 1, 2, .. )
k=I
(i) |y I, 110 scn acotadas  en ninguil  iJiterl'alo.
Demostracion. Supongamos que | sea acotada en un intervalo (ab) Yy sea

M una cota de f en (abt- A

C
k Sill para todo xE(a,h)-A. o)
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Por el criterio de Dirichlet (131.[51) la serie

™ (.
h(x) b3 ) (RN | N (11)
k=1 & X=Xy
converge uniformemente en («.h) - A . o sea que dado - 0 existe N,
tal que
0 Cp
|2 & —--%-|<F paratodo » - N_ yparatodo \= (a.h)-A}| (12)
E=uy kK xo- Xy 2
C 1 Gy ;
omo — ~—- escontinua en (a.kh) - A (paro todo &) entonces la
X=X 2
funcion » definida por lo serie (11) es continua en (a.b) - A . Sea
¥, = fa,h) - A ; existe una sucesion de puntos de » . | v, 1. que tien-
dea v .
7]
} ‘m’il’i Ao .\””]-.'l. (13
De (11) tenemos :
I !
[ R n-1 = G E Ck
hix) '—'-—_:__ —_u(j) vy 3 o A (14)
nuly) X e k=l = x I S
"k uij) T ¥
donde » es un ndmero natural fijo mayor que N, . La tercera suma en

(14) es menor que ¢ para todo x < (2,6) -A y la segunda suma es aco -

tada cuando x se acercaa *uii) " Asi

hix) + b~ cuando LU | X = (. h) - A {4953

Gl

Como m(A) - 0 se tiene que (a.b) - A es denso en (a.h). luego existen

puntos de (a.h) - A en cualquier vecindod de ~ . . For (13)y (15) se
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tiene que » no es acotada en ninguna vecindad de x, = (a.4) - A yes-

to es imposible puesto que 4 es continua en x, = (a.h) - A .
En la misma forma, 7, no es acotada en ningin intervalo. =

(i) 7y /, sondiscontinuas en cualquier punto de [0,11 - A .

Demostracion. Si / fuera continua en algun punto x&[0,1]1 - A, enton-

ces [ seria acotada en alguna vecindad de x (absurdo por (i) ).
(iii) Se tiene que :
(','_é )c Cy
("‘ T Yk (%= A"k)z

sin emhargo, /, noes la derivada de [ ya gue f no es derivable en

ningun punto Ta funcion / no es la integral de f, yaque j, moes n

tearable en ningun intervalo. =

(iv) Siextendemos f y f al plano complejo :

o «
f(z) = . % =
k':.]' T - xk’
(z complejo) (16)
f. (%) = ; (- .'.'IhT n! —-;k'——
k=1 (z -.\'kJ”"f

entonces / y f, sonanaliticas en el complemento del intervalo real

[e.1] (ver Fig. 6) .
Demostracién . Sea z (0,11 ysea & la distancia del punto =z, al in-

tervalo real [0.11 (ver Fig. 6) , entonces &> 0 . Consideremos la vecin-
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dad N(zu tO),. entances se tiene que

para todo ZE Nzo " (G) .

Luega

0 -6 k=1 "«

C K 2 n+l°O
(- 'L <» < 4 oo
k=1

Par el criterio M de Weierstrass, las series en (16) canvergen uniformenen-

te en Nzo 45 V. luego | y In son oncli ticcs en "o

(v |y In son anallticas en oo Mas precisamente, oo €5 w1 Cero de
grado de la funcion . un (era de grada 11+1 de la jHIcioll r1  res-
pectivamente.

Demostracion. T enemas que
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Z

z flz) = 3 £ ( ) (17)
k=1 z - Xy k

La serie en (17) converge uniformemente en | = | . & . para R I (si-

milar a la demostracion de (iv) ). Por lo tanto se tiene que :

o9 o~
lim z f(z) = 2 lim —2— ¢, = ¥
2 im n >

g (18)
3 _ B s - &
f I T '\k k

I

estoes: ~ esun cero de grodo 1 de la funcién 7.

De la misma forma se muestra que ~ es un cero de grado » 1 1 de la

funcién Fon
(vi) En el complemento del intervalo real [0,1] se tiene

n
_r‘.,f:} ['ez). /, (%) = L”- Mzl f'mj{z} . (19)
dz

Demostracion. Utilizando un método similar al usado en (iv) se puede de-
mosirar que las series en (16) convergen uniformemente en cualquier con-
junto compacto contenido en el complemento del intervalo real [0.1] ; por
lo tanto se puede derivar términc @ término las series en (16), o sea que

se tienen las igualdades (19) . =

(viii) Sea v« 4 entonces

i . Cp
lim f(x4 FF)= fx) =3 ———— (20)
£ st ko1 X _'\.k
i .
G
fim __.’“H(-\ b B ELE focla) {- J’JH n! X . (21)
L k_. f (.\' - ‘k )H+I
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Demostrac;on, T enemos que

(X-XK)--ic
x 1 02 -vk
Si xi. A entonces
12 ECk
k=1 (x —xk)2+ E2
@ "
(X-\k,) ck
(x-xk)2+ 22
Cy Ck
> 2 , L2 T T
o 1 1xa kV1(x-xk 2 = | he 1 Wxkd
puesto que
Ck
converge sl
k=3 |x B3
De (22) y (23) se obtiene
‘ o ~ ).
[tx 1 f) ‘-1 c -~ o) k= 1
Dejomos 01 lector 10 dernostrocion de (21) " e

(vii)  Si x" A ellt0'1CeS

0)

S

(22)

(13)

x 1 A.
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(24)

14 m '_.|_rr_\ g F A X = e 2 fix) .
L £ ]
lim A [ f(x 1 iF) - flx=iF) )= [(x) . (25)
Fap 41 E
Demostracion. De (23) se obtiene inmediatamente (24) .
Tenemos que :
e C
Ee ey 8 S Per =A% S af
.?f“ k I {\,_ \ }3 " ’-2
N
Pero
s Sy . S
k=1 2 &< ‘
{x -- .\'}Z} E [\—_\‘k)
Bl e ey 2 !
.f- / - ] 2 2 (]
\—..1} p|n—\#J F |
% ¢, p
R P . f(xt =0 {(r +0),
k=1 Fab i 3{) +

y por lo tanto se tiene (25) . =

Una funcién derivable en casi toda parte con derivada no integrable .

§ 6
Sea | ¢, | wuna sucesion de terminos positivos tal que
bRV o ] AL (1)
s vV Gk
k- N | contable y densoen [6.1], sea

Dodo un conjunto 1 D~ x,
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ILK(-Y) =X ) sa SN GC = t. 27 1. ...) &)
X - xk le;,
entonces gk es continua para todo | it D. Definomos uno iunc ion / par:

lex) L oo skw ©)
L Ck (x - xk) sen 4)
k=1 X - xk
Tenemos que
L | ck gk(x) | :k.|=_1 ckl Sk | = k=L1 Ck <o

k=1

de Weierstrass se tiene que 10 serie (3) converge uni-

Par 10 tanto 10 funcion

y por el criterio Al
|

I es continua en 10/

formemente en [n.11 --n.
- .
Si ®)
entonces
11 (A) 0 DCA
y 10 serie
0o Ck
2: -
K" 1 Ix - x
converge en 0. N - A Para x a.j ;. v/ a: tenemos:
Ll ) s - (0 - vk sell
X-a X -k x <»
L
_1 [(X-Xk) sen - (x - Xl) sen -- 1 (x - xk) se/l--.-.
X-a x - xk a - xk a-\ k
- @\  sra--? |
- . a -"\k
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x_xk

——== [ sen - osen t sen
x - (/ X =Xy (I -\ k
X --xk
___-2- 5(1/ seu ___‘]
X -a a-\k
X -X k
= 2 - sell -2 .cos R 1)
X-a 2(x -x k) (« -xk)
Sea
h (¥ s x =l a
k \ - oa
(8)
'e (@) - - . COSqr_, + sell-—l—
«i=, < a <»
I=ntonces b k

es continua pJra todo v A De (7) y (8)

—~\| ~I [
[blew I 2| .\|. E_ L

—_ sell  --—-- - |
|x-a| 2|x-\ |<||/1-—X|<| =Xk
como (. . 10 serie
1
+ 1
(I | I
converge Yy par el criteria M de Weierstrass se ve que 10 serie
k~’£ 'k')k'\l ) C)]
converge un iformemenle en l0.j ! - A Par 10 tonto se tiene que
00 0o
i 2 C.,) h. ()
x .0 ke k~1 ! K
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0 sea

lim : C f,{_{:l =& r’{:'

& U e 7 L
xXoda k=1 k X = k-4 k" St
Esto es, lo funcién / es derivableen | 0,/] -4 vy, para x= [0.1] - 1
se obtiene :
| " x 0y ,
i s > Cpsen =N eV hE —— (i)
= .\‘-\'k }‘ f RY -.\'J( 1 —.\k

La primera suma en (10) representa una funcion continua en | 0.1 -1 mien-
tras que la sequnda suma es discontinua para cualguier v+ [ 0,1] - A (por
demostracion similar a la de (i) y (ii) del < 5) ; por lo tanto /* es disconti-
nua para todo v = [0.1] - A. Asi que lo funcion f definida por (4) es
derivahle en casi toda parte, y /' no es mtearable Ricmam  en ningon

intervalo
Apéndice

Se tiene la siquiente relaciow entre los dos conjuntos a4,y A, ((2) vy

(3) del s1):

, F (1)
-'l] /'Az uo.
Demostracion -+ Sea x = A, 1) D : entonces existe » tal que
n
cEU N, L)
k-wn k k

0O SeqQ .
‘.- —.\-kt > o para todo &k - n .

Sea j=mN tal que
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y
' > . 1 7 1 .
f o omdximo |- ! mEl

Y R E T

Entonces
. i ;
(-\'-\'k' »_’-—".-'— POFU k= 2 3 . =], (3)
De (2) vy (3) tenemos que :
I‘!k
-2 2 i para todo & = IN
estoes ;.
= ] !

\-:A’ IN[.\k.j Tk)

Luvego :

X ¥ Al i
For lo tonto se tiene la inclusion (1) . =
Nota 1 :No sicmpre se cumple la relacion @ A« A, .
En (2] seda un ejemplo (Ejemplo 16) en el cual
.-l_,ﬂ D = d.
Como » ¢ A, se tiene, para este ejemplo, que A, T A, .
Nota 2 : Hay casos en los cuales A, = A,UD.

Para el caso del Corolario 1, Lema 4 del <3 setieneque A, =[0.1]

(tomando «-0. 4=1), luego:
4‘1"_“'2U1’ |G.J!.

Nota 3 : Hay casos en los cuales A, # A, UD .
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Ejemplo : Sea » = |y »- N | un ordenamiento del conjunto 1 y
un puntode [0.1]. =D . Como D esdensoen |0.1] existeuna su-

cesion de puntos de 1 que tiende o v, digamos :

'

1 eip ! A
Sea | s(j)|j=IN1=mN =~} i(j) | j= N | ; determinamos la sucesién
bw,1 como sigue :
BT Wy TE D e By S Uy © ¥l
omo X M‘r{j} . r.””J i 1, 2, 3
entonces
o [ ¥
v Ay o= t U N(x,, o )},
¢ p=1 kin k k
For la definicion de la sucesion | « | se tiene que
le=2. 8 > 3 &, para todo & .
0 sea que o0
x‘rkl._le\(,\‘ P lk)
luego :
YE A= N U N(-’-'.—_”jt-
L= =1 k=1 KT § R
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