
Hn/etlJl de Malelllalicas

Vol- IX, Ng 2 ,prigs. 65 -89

, SON LA LOGICA Y LA MATEMATICA IDENT/CAS? (*)

LEON HENKIN

Hace ya 24 aries que, como estudi ante nuevo, entre a la Universidad de COlum-

bia y de scubri el campo de la lo qica. Recuerdo bien la circunstancia particular

que me conelujo a este e1escubrim iento

Un dia estaba hojeanelo libros en la biblioteca y me tope con un pequefio vc-

lumen de Bertrand Russell titulado MisLicisnio y Logica, En esa epcca. con e s-

casamente 16 afios. me consieleraba a mi mismo como una especie e1emist icc. Co-

mo mucho s jcvenes e1eesa edad estaiJa i leno de nuevas emoc iones fuertemente

sentielas Era natural que elias ocuparan considerablemente cualqui er atenc ion

reflexiva y que estas preocupaciones cornunic arau cierto matiz y mordacidad a la

experiencia, hallando un reflejo afin en los escritos de autores con inclinaciones

mistic as.

Habiendo oido dec ir que Russell era un lcqi co inf eri del titulo de esa obra

que su propo sito era contrasta r el misticismo con la lcqic a con el obj eto de real-

z ar la ultima a expensas del primero, y yo estaba decidido a leer el ensayo con

la inter.cion ue refut arlo. Pero descubri alga bastante diferente de 10 que habi a

(.) Estel p,. una t r ad ucvio n del a rr icul o "·Are I.ogic an d ~LlIll<'malics id e nt ic a l ? " e l C u.11

e s u n a a d a pt aci o n de l n c o n Ie r c-n c i u dicla.da por (-'I a ut o r ell ('I ')1.1 Congre:-;o (-an;ldicn,;;(' dc

Malem:l.ticas en SC'f"ric!Ilhrf' tIc 19(1 1~ I)icho artIculo sc publico ori.cinalnH·ntC- en 1a It·, i~(<l

"Sci"nce" "01. 1JR, 1'\" '51 I pal(. -~1H a -')4. Copyright 19620 N del E,
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imaqinado. En efecto, si bien Russell delineaba aspectos contrastantes del misti-

cismo y l a logica, su tesis era que cada uno tenia un pape l propio y rnuy impor-

tante en la totalidad de la experiencia hurnana y su interes cons istia en definirlos

y mostrar su int erdependenci a ell lugar de optar POl' uno como superior al otro. Me

encontre desarrnado y encantado con el estilo brillante y persuasivo de Russell

y empece a leer avidarnente sus otro s trabajos y pronto capte los conceptos logi-

cos que han continuado ocupando desde entonces rni atenc ion. POI' 10 rnenos en

parte.

Bertrand Russell era un excelente divulgador de ideas tanto abstract as como

c oncretas. Gran nurnero de personas han logrado una introduce ion a ia loqi ca rna-

ternatica a tr ave s de sus escritos y algunos han lIegado incluso al punto de aso-

mar se a los Iormidable s Principia MathemaLica escritos en col aboracion con Al-

fred Whitehead alrededor de 1910. Se recordara. POI' 10 tanto, la pasmosa asevera-

CiOl1 que es c and alizo al rnundo matematico de ese tiernpo, a saber, que toda la

matemati ca no era otra co s a que loqic a. Los matemati cos en general quedaron per-

pl ejo s con esta tesis radical En realidad, muy poco s ent end ian del todo 10 que

Russell queria dec ir. Sinembargo se oponi an vehementemente a la idea.

Esto se comprende Iac ilmente si se recuerda que una tesis compaiiera de lade

Russell afirmaha que la io qic a es puramente tautoloqic a y que, en real idad, care-

ce de conten ida alouno, Los rnatematiccs. adictos a sumar 2 y 2 , rapid amente

infirieron que 10 que Russell queri a decir era que todas las proposiciones mate-

matic as estiin completamente desprovistas de con ten ido ; y desde este punto era

alga simple pasar a suponer que se estaba afirmando que toda la matematica care-

cia enterarnente de valor. i Aux annes. citoyens du monde mathemat ique I (i A las

armas, c iudadanos del mundo matematico I ).
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Ha p as ado medic siglo descle esl a desqr aci ada interpretacion de la irrilanle

af irmac ion de Russell (*) Estos 50 anos han ere sene.ado un aurnento en i~ltellsi-

clad y arnpl itud ell I a iuves tiqacion ell logica Por eso me parece apropiado busc ar

una revaluacion de la tesis de Russell a la luz de los desarrollos ulteriores

Definiciones y demo str oc ion es .

,Con el fin de explicar como lIego Russell a la vision s equn la cual toda la

matematic a es solo 10gica, es neces ario retro ceder y di scutir dos compl ejos de

ideas que se habiande sarroll ado durante decadas antes de que Russell arribara

a este carnno. Ei primero era la reduce ion sistematica de lodos los conceptos ma-

tematicos a solo lIll pe querio numero de e llo s. Este proceso de reducc ion habia

en realidad est ado adel ant ando se por mucho tiempo Tan temprano como en los

(Has de Descartes, por ejemplo, puede notarse por 10 menos una reduccion im-

perfecta de las nociones qeornetric as a las algelJraicas Post eriormente. con el

desarrollo de la te oria de conjunto s inic iada par Canlor, la reduc cion del sistema

de los nume rcs reale s al de los uumero s naturales marco 1I11 grail paso en este pro-

ceso Pero qllizas el mas osaclo de eslos esfllerzos, el pUlllo clllillinanle, fue el

ililenta clel maleillatico alel11311GOllob Frege parn allalizar al'ln mas la Ilocioll de

nLllnero Ililtural reduciendola a un COllcep 0 cOllsiderCldo por el C0l110de naluraleza

pliralllelite logica

LCl obrCl de Frege paso casi ellteral11Cnte desapercibida en Sll tiel11po (las tres

l'lltimas decaclas del siglo XIX) pero cuando Bertrand Russell se entero de los

IrabCljos de Frege capto su 9riln significacloll clalldo (] estas ideas ampliZl circllla-

ciOn a traves de SLIpropioy brillanle estilo de exposi,ciOIl, Los pastreros eleillen-
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tos en cuyos term ino s l a nocion ele numero natural file an al izada por Frege y Ru-

ssell eran enlielaeles que ellos l lamaron "func iones p rop osi c icnal es ". Hasta nues-

tros elias oersi sten controversias entre filo sofo s en cuanto a que 5011 realmente

estos objetos los cuales. en todo c aso. estan l iqado s con ciertas expresiones lin-

guisticas que parecen proposiciones con l a diferencia de que contienen variables.

Asi co 1110, por ej emplo, hay una cierla rropos/(:iOI1 asociada con (0 e xpres ada por)

la frase "u Thant es un astron aut a", t arnbien hay una jUllci611 proposidollal

ascc iada con la e xpres ion "x es un astronauta". DelJido a que las proposiciones

habi an sido reconocidas desde tiernpo atra s como constituyentes de una de las

mas bas ic as porcione s del dom ill io de inve stiqac ion de los logicos y como las fun-

ciones proposi cioual es estaban e strecharnente relacionadas con las proposiciones

era natural con sirlerar que estas t ambien eran una parte natural del dominic de l a

logica Es en este sentido que pare cia posible para Frege, partiendo de nociones

pur ameute logicas, ll eqara tr ave s de una serie de definic ione s, ala nocion de nlJ-

rnero, aSI como a otras nociones objeto de estudio en varios sectores de las rnate-

rnati c as

La segunda linea import ante de desarrollo que prec edio a Russell, y de la

cual extrajo sus ideas, fue el estudio sisternatico, por medios rnaternaticos, de las

leyes logicas que intervienen en las demostraciones rnaternaticas, Estos desarro-

1105 fueron iniciados por George Boole,en Inglaterra a rnediados del siglo XIX I

quien descubrio que ciertas leyes bien conocidas de la logica podian forrnularse

can ayuda de sirnbolos algebraicos corno el signa mas, el signa par, el signa

igllul y de variables Boole uso, por ejernplo, la eeuacion corriente p. Q Q' p

para expresar el llecllO de que frases de la forma "p y Q" y"Q y P" c1eben

ser ambas verclacleras 0 all1bas falsas (cualesquiera sean las frases P y Q ),rnien-
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tras que la ecuac ion - (p. Q) (- P) , (-0), poco familiar en general, indica

que la atirrnacion .. Es falso que J> y Q sean (alllbas) ci ert as " tiene el 111 is

mo valor de verdad que" 0 bien J> es falsa 0 bien Q es falsa". Boole demos

tro que POI' rnedio del uso de tal notacicn algebraica puede lograrse un gran allO-

rro del esfuerzo necesario para confrontar y aplicar leyes basicas de la lo qic a

Mas tarde sus trabajos fueron arnpl iados y ahondados pOI' el nortearnericano C. S,
r

Pierce y por el niatematlco aleman Eo SChroder. EI rnisrno Russell, trabajando en

esta linea, encontro en ella una base conveniente para un desarrollo sistematico

de toda la maternatica a partir de la logica. Cornbinando la forrnul acion simbo l ic a

de leyes loqic as con la reduce ion deconceptos matematicos a un nucleo logi co ,

lleqo a concebir un desarrollo unificado como el pretend ida en los Principia Ma-

thematica .

De Russell a Godel .

,Corno eranlos Principia? De heche. el trabajo aun no esta cornpleto ( sola-

rnente han aparecido tres de los cuatro volurnenes proyectadcs). y como en los ul-

times tiempos Bertrand Russell parece ocuparse de los efectos politicos de cier-

tas investigaciones Iis icas la obra jquizas no sea cornpletada nunca I, (·'Sinern-

bargo es posible vel' clararnente el alcance que se Intento dar a ese trabajo el

eual recuerda sorprendentemente la actual empresa rnasiva del grupo de BOurbaki

..:n Francia. Porque, aunque.Ics Principia y Bourbaki son rnuy di similes en mu-

chos aspectos, ambos se proponen presentar una re lacion enc iclopedic a de la in-

vestlqacidn matematic a contemporane a unificada desde un punta de vista coheren-

teo

(0) Bertrand Russell'murio en 1970. Laobra no fue complerada. N. del r:.
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En los Prillcipia se parte de ciertos axi omas expresados en forma simbo l ic a

los cual es se suponia expr es aban leyes basic as de la lo qi ca (eran axiom as que

unic amente contenian 10 que Russell ccncebia como nociones toqic as l : lue qo la

obra precede si stemauc arnente a derivar las otras leyes de la loqic a . introducir ,

POl' medic de de tuucione s, nociones tales como el concepto de numero y el espa-

CIO geoilletrico y, finalmenle, exponer los principales teoremas concerni entes a

estos conceptcs dentro de un desarrol.lo sistematico y uniforme.

Mirando retrospect ivamente el logico contemporaneo se pasrna ante la auuencia

de Russell y Whitehead a basar su caso en 10 que, para un matemati co, debe con-

side rarse COIIlO una evidencia muy endeble. Es clare que el mundo de la ciencia

empir ica aspira a lograr la certeza con base en la evidencia ernpiri ca, perc la

quinta esencia en el enfo que de l rnatemati co, yen especial del logico matemati co.

es la c1emanda conslantede una demoslrQci6'1 antes deaceptar una tesi s. Sin em-

bargo, se ve que, auuque Russell estaba interesado en sentar que, en cierto sen-

tido, todala matemati ca podia oblenerse a partir de sus axiomas y conceptos 10-

gicos, i nunca se propuso dar una demo stracion de este heche I Tcdo 10 que hizo

fue juntar las ideas basi cas que de manera informal y no sistematica habi an side

desarrolladas antes de el por los maternati cosp ara luego decir: "Ustedes ven

que he logrado eolocar loda esta labor desordenada denlro de los preCisos marcos

de mi sis,tema formal. Y Lno es claro que tengo todas las herramientas disponibles

para formalizar el trabajo ulterior que los matematicos estan en disposicion de ha-

eer 7 "

En este.aspeclo se evoca el enfoque del primer gran axiornatisla y geometra,

Euclides. Euclicles cOllsicleraba tambien que todas las proposiciones de la geo-

metria - es cleeir, todoslos enunciados vercladeros acerca de triangulos, eireulos
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y las otras figuras en las cuales estaba interesado- podian derivarse a partir de la

seuc il la lista de conceptos y axiomas que deha. Pero tampoco ell este caso hubo

nunca lin intento de demostrar este he cho pues solo se Ilevo a cabo el proceso erll-

pi rico de obtener , a partir de los axiomas, [JIlnumero considerable de prolJosicio~

nes qeometric as para luego apelar, POI' aSI decir, a la buenavoluntad de la audi en-

cia. " Bien ", podemos imaginarnoslo di ci endo, "rniren que tanto he logrado de-

ducir de mis axiom as. ~ No estan ustedes bastante convencidos de que Ladas los

hecho s qeometrico s se clerivan de ellos 7"

POI' supuesto. hubo matematicos y lo qicos que no estaban convenc ido s Y asi

se eriqiof a demanda de demostracion.

En realidad, la forrnul acion apropiada del problema de si un sistema de axio -

mas es adecuado paraestablecer Ladas los enunci ados verdaderos en cierto do-

minio deinvestiqacion requiere una Iormul ac icn rnatematica preci sa de la no cion

de" propo sic ion verdadera" , y no fue sino hasta 1935 que Alfred Tarsk i, en un

gran esfuerzo precursor, puso en plena evidencia la forma en que deben anali zar-

se las nociones s emanticas para lenguajes malernati cos. Es trivial per supuesto,

dar condiciones b ajo.las cuales una prop osi cion particular cualquiera es verdade-

ra. POI' ejernplo, en la teoria de la geometria euc lideana, la proposi cion "Iodo

trianqulo tiene dos anqu lo s iguales" es cierta st. y solo si, todo trianqulo tiene

dos angulos iguales. Sinembargo Tarski mostroclaramente que no hay manera de

u.tilizar esta simple tecnica. para describir (en un numero fin ito de palabras) con-

diciones para la verdad de todas las infinitas proposi ciones de un lenguaje; pa-

ra este fin se necesita una forma rnuy diferellte de clefillicion, estructural y de ca-

racter recursivo.

Ya en 1919, aun antes de las consideraciones de Tarski sabre la semantica,en-
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contramos la primera demostrac ion de 10 que, en Ioqi ca, l l arnamos "completez",

EI rnatemat ico Emil Post (en su di sert acicu doctoral publicada ese aiio), l imi t anrlo

su atenc iou a un fragmento muy pe queno del sistema creado POI' Whitehead y Ru"

ssell, lagro mcstrar que para cualquier enunciado, en dicho fr aqmeuto, que fuera

"ve rdadero sequn la sobreentendida interpretacion de los simbolos ", podia dec-

tivaruente obtenerse una demostrac ion por medio de los axiornas y las reglas de ill-

Ierenc ia adoptadas POI' e! sistema. Mas tarde se Ilevaron a cabo esfuerzos ulterio-

.res para extender el tipo de demostr acion de completez iniciada POl' Post can la

esperanza de que al final el sistema entero de los Pri/1cipia pudiese cobijarse

denlro del alcance de las demostraciones de esta c lase.

En 1930, Kurt Gbde l contribuyo enormernente a este desarrollo y a esa esperan-

za logrando demoslrar la completez de un sistema deductive basado en una porcion

del lenguaje maternatico mucho mayor que la considerada POI' Post La demoslra-

cion de Godel considera el lIamado "calculo de predicados de primer orderi" el

cual se ref iere a los enunciados matematico s que contienen variables de un solo

tipo , Cuando un tal enun ci ado se interpreta con referencia a alqun mode 10 materna-

, tico, sus variables se ccns ideran variando sobre los elementos del mode lo ; en par-

ticular, no hay variables que vari en sobre conjuntos de elementos delmodelo a

sobre los enteros (a mencs que e sto s sean los elementos del modelo en cue stion),

Ahor a bien, G'odel demuestra que en cualquier sistema axiomatico de esta clase,si

un enunci ado es verdadero en'cada uno de los modelos que satisfacen los axiomas

entonces debe haber una demostracion de longitud finita que conduce de los axio-

mas hasta ese enunciado y en donde cada linea se deriva de las I ineas pl'eceden-

tes de acuerdo can reglas logicas expllcitamente enul1leradas. Este resultado de

Godel esta entre los teoremas mas basicos y utiles en el cuerpo total de la logica
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mat ema ti ca.

Perc justamente el ano siquient e, en 1931, l a espe ranz a de ulteriore s exl en si o-

nes de este t ipo de dernostracicn de compl ete z fue de secuada def in i ti varueute POl'

el mi smo Godel ell 10 que sill eluela es el llIas profundo y mas fill110S0 trab ajo de l a

logi ca matematica. Goelel loqro ueniostrar que el sistema de los Prillcipio Muth

IIWlicLl, tornado en su totali dad, era illClll1lplc(o Esto es, mostro explic it amente

como construir Ull cierto enunci ado. ac erc a de los 11[llI1erOSnaturales, el cual era

mat ernaticamente admitido como verdadero s equn la interpretacion presupue sta e1el

s imbcli smo usado peroque no podi a ser demostrado a partir de los axi omas apl i -

cando las reglas de inferencia que hac ian parte e1el sistema"

POI' supuesto. si Godel no hub ie se heche mas que esto. podri a conc luirse sun

plemente que Russell y Whitehead habi an sido alqo neqliqentes al Iormul ar sus

axiomas pues habian dejado fuera de ellos a este enunciado cierto perc no susceo-

tible de demo stracion y podri a entonce s esper~rse que, agregalldolo como un Illje-

vo axioma, se lograria obteneT un si stema mas fuerte el cual seria completo. Mas

I a delllostracion de Godel prueba que lambien este sistema asi reforzado couten-

dria un enunciado verdadero pera no susceptible de demostracion y tambiell que

si este sistema fuera· de nuevo reforzado agregando como axioma este nuevo enun-

ciado cierto pera no demostrilble, el sistema resultante seria de nuevo incompleto.

Y en verdad, si pOI' mediode aplicaciones sueesivas del metodo de Godel se ob-

tuviese toda una secu8ncia infinita de enunciados los euaies fuesen agregados

simultaneamente a los axiomas originales de los Principia, el misl110 proceso

podr! a aun aplicarse paraobtener ouo enunciado verdadero p ro tCllllbien ind mos-

trable.

En realidad G'odel describi6 una clase Illuy amplia de sistemas c1eductivos for-
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males a los cu ale s se aplicaba su me to do. Y la maycria de los estudiosos de este

terna han Ilegado a convencerse de que cualqui er sistema formal de axio.nas y

reglas de inferencia que fuese razouab!e cons ider ar como base para el desarrollo

de la niatematic a caeri a en dicha clase, p ade ciendo POl' 10 tanto de incotnpletez.

Desde este punto de vista parece que uno de los elementos basicos sobre los que

Russell apoyaba su tesis de que toda la matematlc a podia reducirse a la loqi ca de-

be ser retirado y reconsiderado.

Problemas de consistencia y de decision.

He venido habl ando de completez 10 cual tiene que vel' con la aptitud de un

sistema formal de axiomas y reglas de inferencia para dernostrar enunciados ver-

daderos , Perc debo mencionar tambien un segundo proposito de los Principia de

Russell y Whitehead el cuai tampoco fue logrado en los desarrollos subsecuentes

de I a lcqic a ruatemat ic a Rllssell y Whitellead se preocuparon I1lUCilO de la cOt/sis-

Lencia. Mientras aspir aban a obtener un sistema completo en el cual se contara

con demo str acione s para todos leis enunciados correctos, tambien se cuidaban de

que Sll sistema 110 contuviese demostraciones de enunciados incorrecto s. Ell par-

ticular, en un sistema consistente, como el buscado par elias, no deberia ser po si-

ble dernostrar un enunc iado y tambien su neqacion.

cia es necesario recordar el rudo despertar sufrido POI' los matematicos en 1897 en

re I ac ion can Ia teo ri a c antori an a de 10 s mime 1'0 s tran s fin itos. Du rante si glos antes

de Cantor los matemati co s asumieron simpl ement e que cualquier persona adecua-

f amente entrenadaen el ramo podria distinguir una dernostr acion correcta de una

incorrecta. Aquellos Que encontrab an di lici l apreciar esta diferencia eran sencilla-

rnente "barrido s" en el curse de su fomlacion y desviados de las matematicas ha-
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cia campos de esludio menor es Y nad ie euc aro ser i arneul.e la cues lion de establs-

cer exactamente, en term ino s explicilos y rnatemati co s, 10 que se ent enrn a por una

demostracton correct a

C'laneio Cantor ini cio su des arrollo de l a teori a deconjuntos cousidero tanto Ill'l-

meres cardinales C0l110ruimero s ordiuale s de tipo transfinltc. (Estos nurnero s pUC'

den usarse en re la cion COil los conjuntos infinitos en forma IIlUy similar a los 11U-

meres ordiuarios en el caso de contar y ordenar conjuuto s finito s) Muchas de las

propiedade s de los numerus transfinitos son identic as a las de los uumero s ordina-

rio s y, en particular, Cantor rnostro que dado un numero ordinal b poderno s obte-

ner Ull nurnero ordiual mayor, b 1 I Sine mbarqo, ell 1897 un mat ematico italiano,

C. Bural i-Forti, cousi derando el conjunto de todos los numeros ordinales en su or-

dell natural, demcstro que debe exi stir un nurnero ordinal maximo Los matemati -

cos 110pudi eron hallar, ni en el arqunrento de Cantor ni en el de Bura/i - Forti, fa-

Iia alquna 4IJe les hiciera pre sentir que alguno de ellos se basaba en Ull razonami en-

to incorrecto Cradualmente fue reconociendose que los matemati co s tenian entre

manes una paradoj a genuina y qlle estos tenclrian que lidiar por fin con la cuestion

de que se quiere decir cuando se habla de una demostracion correcta, Mas tarde,el

mismo Russell encontro una paradoja aun mas simple en la teorla intuitiva de con-

juntos, basada en el conjunto de todos aquellos conjuntos que no son elementos

de sl mi smos.

Este esbolo retrospectivo aclarara POI'que Russell y Whitehead se preocuparon

porque dentro de su propio sistema ninguna paradoja fuera demostrable. Sinembar-

go, i 1.1I1nCaprocuraron lograr una demos1raciotl de que su sistema era cOllsislenle!

La unica evidencia que aduclan era que se habfan obtenido, dentro de su sistema,

un nlJmero considerable de teoremas sin haber encontrado paradojas Y Clue todos
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los intentos para reprcducir, dentro del sistema de 10 s Prit/cipia Malct/lcltic{I, I a

paradoj a de Bur ali - Forti y tantas otr as, habian fallado

C0l110 en el asunto de la complet ez, los matemati cos no se contentaban COli

una respue sta de esta clase y demandaban que se diera una demostracion real de

fa consistencia del sistema de los Principia (asl como de otro s sistemas consi-

derados entonc es). EI nombre, grande e ilustre,de David Hilbert estaba aso ciado

a estes esfuerzos para obtener demostraciones de consistencia para varias porcio-

nes de la matematic a y b ajo su estimulo y direcc ion se IIevaron a cabo importan-

tes avances haci a esta meta, tanto POl' el mismo como POl' sus estudiantes. Pero

como con los esfuerzos para derno strar la completez, el proqr arna de Hilbert zo-

zobro ante Ias bri llantes ideas de Kurt Gode: _

En efecto, en el miSl110articulo de 1931 al cual me he referido, Godel logro de-

mostrar que la con si stenci a y la cornple tez estaban intimarnente ligadas una con

la olra l.oqro de.nostrar que 51 Ull sistema COIliO el de los PnncipilJ era verdadera-

mente consistente entcnces, de heche, ino era posible producir una prueba salida

de esle heche ~ Ahora bien, estemismo resultado suena paradoj ico. Siuembarqo ,

expresado con el ap arato te cnico desarrollado pOI' Godei este es en verdad un re-

sultaclo niatematico. Ileno de sentido y establecido Call precision, el cLial ha per-

suadido a la mayorla de los logicos, aunque en verdad no a todos, de que la bus-

queda d,e Hilbert de una demostracion de consistencia debe perrnanecer insatisfe-

chao

Me gustarla, finalmente, niencionar un tercer aspecto en el cual el proposito

original delos logicos rnalernaticos queclo frustrado. Los asulllos de consistencia

y completez clararnente concernran a los autores de Prit1cipia Mathelllatica, mas

las cuestiones acerca de procedilllientos de decision parecenno haber sido tra-
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tada s con extension seri a per Russell y Whitehead SillelillJargo, esta es till al'ea de

estuclio que ha interesado a los logicos desde epcc a s [<111temprana s como los tiem

pus de Leibnitz En efecto, el rn ismo Leibnitz tenia lin gr<1n sueuo sonab a que po-

dri a ser po sib!e inqeuiarse un proc edinuento sistematico para responder pre quntas

y 110 unic amente prequntas rn atemaucas.s mo aun pre quntas de la ciencia empiri ca

Un tal procedimiento e stari a destin ado a obviar la necesidad de in spir acion re em-

plazandol a por la re al i zacion automatica de un procedimiento rutinario. Si Leib-

uitz hubiese podido familiarizarse con las rnaquinas calculadoras de alta veloci-

dad actuales habria.formut ado su idea aseverando la posibilidad de escribir un

programade tal amplitud y alcance que absolutamente cualquier pregunta cientif l-

ca pudi es e ser puesta en la cinta y una vez que la rnaquina I a hubiese cous idera-

do durante un cierto p eriodo finito de tiempo, apareciese una respuesta definitiva.

La fogica de sp ue s de 1936.

La idea de Leibnitz perrn anec io adormecida per mucho tiempo pero resultaba

natural resucitarla en cone xion con los sistemas deductivos fonnales que los logi-

cos matematicos desarrollaron en la pri mera parte de este si glo Oebido a que es-

tos logicos estaban interesados en formular 'dea matematicas en el sellO de UII

calcuJo simbolico para luego manipular los simbolos de acuerdo con reglas prefi-

jadas con el objeto de obtener informacion adi cional acerca de esos conceptos ma-

tematicos, resultaba natural preguntarse si no era posible ingeniarse reglas de

cOlllputacion completamellte autoillaticas que permitiesen decidir la verdad 0 frtlse-

dad de cUrtlquiee enunciado del calculo. Y aunqlJe el Crtl1lPO de la ciellcia empirica

no caia en absoluto dentro de las consideraciones de los logicos del siglo XX que

buscaban tales procesos de decision, no estaba quizas fuera de las pretensiolles
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de algunos esperar que un sistema tan amplio como el de los Principia pudiese

algl1n di a ser incluido en el alcance de un tal procedimiento .

Hubo muchos esfuerzos vigorosos parahallar procedimientos de decision para

varios fr aqrnentos de los Pnncipr«. La di sertacion doctoral de Post, por ejemplo,

incluia algunos intentos en esta di recc ion yen los siguientes 15 afios los logicos

de muchos paise s produjeron trabajos adlcionales. Luego, en 1936, Alonzo Church,

haciendo usa de la nocion de funcion recursiva recientemente desarrollada, lagro

demostrar que para uncierto fragmento del lenguaje rnatematico, de hecho para la

misma logic a de predicados de primer orden cuya completez habia demostrado Go-

del en 1930, no era posible la existencia de un procedimiento de decision, Y asi,

tanto con los prcc edimientos de decision como con las demostraciones de comple-

tez y de consistencia, los esfuerzos para establecer vinculos estrechos entre la

lo qic a y las matematicas tuvieron en mal final.

Bien, los he conducido a ustedes hasta el ario 1936, Probablemente la mayoria

de los matematicos han o ido por 10 menos algo acerca de los desarrollos que he

esbozado aqui. Pero per alguna razon la formac ion en loqica de la mayoria de los

maternaticos parece finalizar mas 0 menos en este punto. Esta bastante difundida

la impr esion de que con los descubrimientos de Gdde l y Church el ambicio so pro-

qramade los logicos maternaticos ll eqo de hecho a un estancarniento y que desde

entonces los trabajos adicionales en lo ql ca han side una especie de tambaleos in-

defenses de personas que, no querienclo aceptar las crueles realidades de la vida,

esperan ain reforzar las progresivas fronteras de la invest iqacicn matematica bus-

cando una demostrac ion de cons i stenc ia in ex istente.

Sinembarqo, esta imagen esta en realidad muy alej ada de la realidad Porque

en 1936 precisamente en la epcca en la cual mucho s suponen se habia consurna-, ,
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do el cleceso de I a logi ca, se fuudo lIII<1 so ci cdad academica inl emaci oual cOllOci-

da COIllO la Association for Symbolic Logic, empezando se l a publ i cacion clel JlJlIr

I'/nl of Sy'llbo/i( Lo~i(, Ell los ult imo s 25 alios esta public acton se h a ens auch ado

con siderabl ernente para dar cabi daal crecieute voluruen de investiqac ion Y ell IJ

actualidad hay cuatro revi st as ded ic adas exclusivamente 3 la publ ic ac iou cle nia-

terial re lacion ado con 13 loqi ca niatematica y en una grail v ari edad de revi sta s m a-

tematicas de natural eza mencs esp ecializ ada ap arecen corrientemente muchos ar-

ticulo s sobre lo qic a.

En el espac io restante deseo meucionar, muy brevement e, alqunos de los de-

sarrol lo s en loqic a matematica clesde 1936_

Con;untos y metodos de decision

Cree convenient e para est a expo si c ion div idir l a inve stiq acion ell lo qi c a male-

marie a ell siele areas principales Y en prim er luqar mencion are el area rel ac iona-

da con los fundamento s de la teori a de COI1ILilltOS

Para explicar la cone xion entre este campo y l aloqi ca debe indic arse qlle aqlle

Ilos objetos que Russell y Whitehead Ilalllaron "fullciones proposiciollales" 5011 ,

en realidad, llIuy poco distinguibles de los que ahora los mateillaticos denolllillan

"conjuntos" y "relaciones", Desde el punto de vista filosofico quizas haya alii I

lugar para distinguir estos conceptos unos de otros .. Pero como, en realidad, el ha-

tamiento de las funciones proposicionales en Principia Ma(hematica es extellsio-

nal (de tal modo que dos fUllciones proposicionales que SOLl ciertas para exacla -

mente los rnismos objetos no puedenllunca distinguirse), este sisteilia resultZl idell-

tico, para propositos maternaticos, con un sistema que trate de conjuntos y relacio-

nes.
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Entre 105 sistemas de teoria de conjuntos propuestos POl' 105 loui cos como ba-

se para el desarrollo de la maternatic a 105 principales son la teo ria de 105 tipos

empleada POl' 105 rni smos Whitehead y Russell, ampli ada posteriormente POI' L.

Chwi stek y F. Ramsey y una linea altemativa desarrollada inicialmente POI' E

Zermelo y a la cual A. Fraenkel y T. Skolen hi ci eron posteriormente importa nte s

contribuciones. Alln otro sistema, que tiene ciertas caracteristic as en comun con

cada una de estas dos fonnas principales, fue presentado y estudiado per W.Qui-

ne y, hasta cierto punto, POI" J. B. Rosser. De estos sistemas el de tipo Zermelo

ha recibido probablemente mas atenc ion junto con una variante import ante sugeri-

da y desarrollada per J. von Neumann, P. Bernay s y Godel.

Entre los significativos esfuerzos desarrollados en estos sistemas se cuentan

aque l lo s dirigidosa establecer el status de propo si ciones tales como el axiom a

de e leccion y la hipo l esi s e1el conlinuo de Cantor. En este aspecto 105 nornbres de

Code ' y Moslowski son especialmente p rorninent es.

Godel rnostro que Lilla forma fuerte del axioma de e le ccion y la hipote si s gene-

ralizarla e1el continuo SOil simultaneamente consistentes con 105 otros axiomas,

mas element ales, e1ela teori a e1econjuntos- bajo I a hipo te s is de que estos ulti-

mos son a su vez consistentes. ~Aostowski mostro que el axioma de eleccion es in-

dependiente de 105 axiomas elementales de la teoria deconjuntos si emp re que se

escoja una forma de estos axiomas elementales que no excluya la existencia de

un rnimero no enumerable de "Urelemente" (objetos que no son conjunto s). La in-

elependencia elel axioma de elec cion en sistemas de axiomas como el usaelo enla

e1emostracioll de consistencia de Godel y la independencia de la hipotesis del COII-

tinLio en un sistema cualquiera de teoria de conjuntos son problemas aun
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abiertos (.).

Mas recientemente la direccion de las investigaciones en el areil de los lunda-

mentes de la teori a de COI1JUIllos parece haberse translaelaelo de la Ionnul acion de

sistemas esp ecifi cos de axiomas y la obtenc ion de teoremas deut ro de estos sis-

temas hacia la consi der a.rnn ele la totaiielad e1ereal izaciones eli ferentes de tales

sistemas axiomatico s. Es quizas a J. Shepherdson a qui en e1ebe acredi tars el e el

paso decisive en este cambio de enf asi s, aunque su trabajo esta cl aramente IIlUy

en deuda con el de GodeL Trabajos sub secuente s de A: Tars ki, R, Vaught Y R

Montague han impulsado mucho mas este desarrollo.

Una herramienta importante en estos trabajos es el couc epto de rrHl£\o de lIll

conjunto, el cual puede definirse inductivamente como elmenor nurnero ordinal

que excede al rango de cada uno de los elementos e1el conjunto Esta noc ion pue-

de emple arse para clasificar modelos de la t eoria de conjuntos e1eacue rdo con el

mencr niimero ordinal queno es igual range de n inqun conjunto e1el moelelo Recien-

temente ha habielo algunas contribuciones interesantes a estos estuelios POI' parte

de Azriel Levy; sus esfuerzos han estado encaminaelos a fortalecer sucesivamen-

te los axiomas de la teori a de conjuntos con el fin de penetrar mas y mas ell los

dom in io s de I trans fin ito.

Una segunda area que delln eare dentro de la investiqacion lo qic a cont empora-

nea es la relacionada con el problema de decision. A pesar de que los trabajos de

Church pusieron en evidencia Que no podia haber un procedim iento universal de e1e-

,cision para la matematica, se ha mantenido un vivo interes en hallar procedimien-

(0) I':n 1963, dos anos despues de escrito este articulo, J. P. enh"n Jemo~lr" 1:\ illlkl'cn -

dencia del axioma de eleceion y de la hipotesis del continuo. N, de! F:



tos de decision para sectores mas modestos de la teoria mat ematica, Es de espe-

cial importanc ia en este ambito el rneto do de decision de Tarski para el alqe bra

y la qeometria el ernent ale s asi como una important e extension del mi srno Ilevada

a cabo por Abraham Robinson. Tarnbien Wanda Szmielew ha dado un importante

procedimiento de decision, a saber, el procedimiento para la IIamada" teoria ele-

mental" de los grupos abeli anos , Contrastando con esto, T arski ha mostrado que

la teoria elemental de todos los grupos no admite procedimiento de decision algu-

no. En realidad, Szmielew y Tarsk i consideraron exactamente el mismo conjunto de

enunciados - grosse modo, todos aquellos enunciados que pueden formarse usando

el simbolo de la operacion del qrupo y ademas variables que recorren los elemen-

tos del qrupo, con la ayucla del signo de igllaldad asi COIllO las conectivas y cuan-

tif icadore s logicos ordinario s. Si nos preguntamos si un enunc iado dado de este

tipo es cierto para todos los qrupo s abeliarlOs , es posible contestar la pregunta

de manera automauca usando el metodo de Szmie lew. Perc si estamos interesados

en saber cual es de estos enunc iado s son verdaderos para todos los grupos, enton-

ces el arqumeuto dado por Tarski mue stra que es impo sible ingeniarse un meto do

maquinal para s eparar los enunciados verdacleros de los fal sos.

Un resultaclo estrecharnente relacionacJo con el de Tarski es el de P. Novikov

y W. Boone referente a la no existencia de un metodo de decision que nos capaci-

te para r~solver el problema de las palabras en la teolla de grupos, problema este

cuya solucion ha sido perseguida POI los algebristas durante largo tiempo. Es en

verdad bastante simple ver que el resultado de Novikov- Boone es equivalente a

la no existencia de lin metodo de clecisioll para un cierto sllbcol1jW1l0 de los enun-

ci ados que constituyen la teoria elemental de grupos, a saber, todos aquellos enuII-

ciados que tienen una forma especial muy sencilla. Resulta, pallo tanto, que este
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resultado es mas fuerte que el de T arski

Funciones te cur s iv o s,

Ahora bi en, el concept 0 cl ave cuyo desarrollo [ue ne ces ar!o, antes de 10-

grar soluciones neqativas para proceclimientos de decision, fue el concepto de fl111-

cion recurs iva. lntuit ivamente habl ando, se trata senc il larneute de funciones de

los nurneros naturales en los nurnero s naturales con la propiedad de que hay un

metodo autornatico para calcular su valor para cualquier argumento dado. Una de-

finicion matematic a explicita y satisfactoria de esla clase de funciones fue' for-

mulada en primer lugar por J. Herbrand y Godel. Pero hubo que esperar ha sta que

S. C, I<leene desarrollara el conceplo hasta tal punto que ahora figura en la base

de una pore inn muy grande e importante de la inves tiq acion loq ic a.

La mayor parte de los trabajos con funciones recursivas ha seguido la linea

de ch sificar conjuntos y funciones, clasiticacion similar a la referente a conjun-

tos proye ct ivos y conjuntos anatitico s ell l a teori a descriptiva de conjuntos. Et

mismo Kleene, artemas de sus alumno s Addison y Spector y o tros loqico s, inclu -

ye ndo a Post, Moslowski, J. Shcenfield y G. Kreisel, han contribuido sign ificati-

vamente a este desarrollo. Deben Iambien men cionarse las apl icaclone s que, ini-

ci almente I<leene y post er iormente otro s, han intentado hacer del concepto de tun-

cion recurs iva con el fin de explicar la noc ion de procedimiento matematico "cons-

truct ivo ". En este aspectose han realizado varios intentos de vincular la nocion

de func icn recursiva con la corriente malematica conocida COIllO inslitllcionismo. ,

la cual es Lilla iilterpretacion radical del lenguaje lI1alelllalico propuesta par L.BI'O-

uwel' y desarrc.llada par A. Heyting
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Algebra, logica y modelos

Una cuarta area de inve stiqac ion lo qi ca tiene que vel' con el tema que rec ieute-

mente se describe como lo qic a alqebrai c a, En realidad esta se rernonta a los pri-

me ros trab ajo s de Boole y Schroder Empero, el intere s ell el lerna se ha despl az a-

do de la fOrillulacion y deri vacion de ecuaciones algebraicas que expresan leyes

loqic as a la cous ider ac ion de estructuras ab strac tas definidas por media de tales

ecuaciones. Es aSI como la atenc ion se l1aenfocado sucesivamente en las alge-

bras de Boole, las algebras relacionales y las algebras c ilindric as y poliedricas;

los nombre s de M Stolle, Tarsk i y P. Halrnos apar ecen asociadas a los desarrollos

centrale s en es ie c ampo LJS estructuras alqebraicas estucliac!as en estos douun ios

pueden asociarse de mauera natural con t eori as niatematicas y esta a soc iac ion per-

In ite el empleo de metcdos algebraicos considerablemente fuertes ell el allal is is

metamatematico de eSJS teorias

Una quinta area ell la iuvestiuacion lo qi c a morlerna se refiere a la I ICI III ad a

teoria de mcdelo s Ell este caso los esfuerzos e stan dirigiclos a int erre laci ouar las

prop iedade s matemalic as de alquna clase de estructuras definidas per medic de

enunciados matemati cos dados con las propiedades estructurales de esos enunci a-

dos ell Sl 111 ismos

Un ejernp!o rnuy temprano es e l resultado obtenirlo POI'Garrett Birkl10ff segun

el cual para que una clase deestructuras pueda definirse POI' medio de un conjun-

to de ecuaciones (identidades) es necesario y suficienle que esa clase sea cerra-

da con respecto a 13 fonnacioll de sulJestructuras, procluctos directos e illlagelles

hornornorfas_ Tarnbiell se 10grarol1 caracterizaciol1es de natllraleza similar para

clases definihles por medio de enunciados elel1lentales de tipo ul1iversal CTarski)
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Y POl' medic de enunc iados el eme ntale s (J I<eisler)

Un resultado re lacionado es el teorema de R LY ndon de acue rdo COil el cual

cualquier enunci ado elemental cuya validez se conse rv a al pasar le un mode lo del

euunci ado a una Imagen hornomor la de dicho mode 10 debe ser equivalente a un elIUI)'

ciaclo que no contiene signos de neqac icn . En una d ir eccion diterente, E B th ha

derno strado que si un sirnbolo dado, de conjunto 0 de relacion. no es definible en

term ino s de los otro s sirnbolo s de un sistema elemental de axiomas, entonces de-

ben existir dos mo de lo s di stiuto s de estos axiomas. que coinc iden en todos los as-

pectos excepto per la interpretacion del s imb olo dado, (Esto prueb a la comple tez

del metcdo de A, Padoa para derno strar no-clefinibil id ad) Un teorema de interpo la-

ciOn logica de W. Craig proporciona un estrecho nexo entre los resultados de LYn-

don y Beth,

una sexta area que puede di scernirse en los trabajos lo qi cos recientes se re-

fi ere a la teoria de la deruostr ac ion Es esta quiza s la parte mas antigua y basica

de la loqica, a saber, la busqueda de reglas si sternatic as de derno strac ion 0 deduc-

cion por medic de las cuales sea posible identificarlas consecuenc ias de una pro-

posicion cualquie ra. Sin embargo, en trabajos recientes, los io qico s han empezado

a apartarse radi calmente del tipo de sistemas para el cual originalmente se busca-

ban reglas de demostracion. Se han efectuado, per ei emplo varios intentos para

proporcionar reglas de demostracion para lenguajes que contienen forrnulas infini-

tamente largas, tales como enunciados con infinitas disyunciones, conjunciones y

variables cuantificadas En tales empeilos 11an tom ado parte Tarski,Scott,C Karp,

W. Hanf y otros Es bastante curioso que aunque esta corriente de investigacion

parece a plilllera vista muy alejada de la matematica ordinaria, uno de sus resulta-

dos importantes fue L1sado por Tarski para resolver un problema referente a la exis
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tencia de medidas sobre e spacio s rnuy gralldes, problema este que habia perilla-

necido muchos aiio s sin resolver.

La ultima area de investiqac ion lo qic a sobre la cual qui ero Ilamar 13 alene ion

es una espec ie de estudio inverse e1e10 que hemos l lamado loqic a alyebraiea. En

esta ultima estamos iuteres ados ell apli c ar metodo s algebraicos a UII si sl ema loqi-

co. No obstante hay tamb ien estudios en los cuales se usan resultados y metodcs

de la loqica para establecer teoremas del algebra moderna EI prime ro ell Ilevar a

cabo tal tipo de ap lic acioues ha sido el matematico ruso A, Malcev, quien en 1941

indico como podia aplicarse el teorema de completez de la lcqi ca de primer orden

para obtene r un resultaelo ell ta teoria de qrupo s. Ulteriormente, la misrna t ecnic a

fue us ada POl' Tarsk i para construir varios cuerpos ordenados 110 arquimedeanos .

EI nombre mas eonoeido en esta area es quiza s el de Abraham Robinson qui en es-

tuvo vineulado anteriormente a la Univers idad de Toronto en e l Canada. Elltre sus

contribuc iones esta la aph c ac icn de metcdos y resultados icqi cos para mej orar

una so luc iou, dada por E. Arlin en 1926, elel17° problema de Hilbert (el eleeimo-

septimo ele la fal1lOsa lista rie problemas presenlada en su conferenc ia en el Con-

greso Inlemaciollal de Malematieos en 1900). Robinson demostro que cuando un

polinomio real que toma llnicamenle valores no negalivos se representa como su-

ma de cuadrados de func iones raciollales, el nLJl1lerOde terrn inos necesario para

la representacion depende llllicamente del grado y numero de variables del polino-

mio dado perc que es inclependiente de los coeficientes particulares del misrno.

La tes;s de Rusself en perspecf;va

Espel'o que este brevlsinlO bosquejo de algunas de las areas de la investiga-

CiOll logica conlernporanea de' Ulltl ielea aeerca de las maneras en que los logieos

86



han re accionado ante los te oremas ele Godei y ele Church los cuales. durant e el

periodo de 1931 a 1936, go/pearoll seve rarnent e sus esperanz as oriqiriale s Hahlan-

do ell general puede de scribirse esta reac c ion COIllOccmpue sta de una acepta cion

de ICl unposibi li dad de realiz ar esperauz as or iqinales en la loqic a matemauca.uua

relativizac ion del procrama oriqinal de buscar demos tr ac ionss de completez y COII-

sistencia y metodo s de decision, una incorporacion de nuevos metcdo s y construe

ciones aparecidos en las demostr aciones de impos ibi lidad y el desarrollo de in-

tereses bastante nuevos sugeridos por la qeneral iz ac ion de resultados iuici ale s

Ahora, con este bagaje, volv amos a la tesic:de Russell sequn l a cual toda la

maternati ca puede reduc irse a la logica. Yo diria que si se enliende que la logica

incluye la teoria de conjuntos (10 cual parec e ser una buena anreciacion de 10 que

Russell tenia ell mente) entouces ia mayoria de los rnaternaticos ac eptari an Sill

obieciou la tesis de que los conceptos bas icos de todas lets mat ematic as pueden

expresarse ell term inos de la logica Tambien estaran de acuerdo ell que los teo

remas de todas las ramas de la matematic a pueden derivarse de principios de la

teoria de conjunto s. aunque serialaran que ningun sistema hjo de axiolllClS para

la teoria de conjuntos es adecuado para abarcar todos aquellos principios que se

rian considerados como "rnaternaticamente correctos",

Pero tiene quizas mas hondo sign ificado el cOllsenso de los Illatematicos de

que en su disci'plina hay mucho mas que 10 indicado POl' una tal reduccion de la

matel1latica a la logica y la teoria de conjuntos. EI hetho de que de entre todas

las nociones logical1lente posibles,definibles en teoria de cOlljuntos,se seleccio-

nen ciertos conceptos como objetos de investigacion es de esencial significa-

ciOn. Una comprension cabal de la l1latel1latica debe consi-derar una explicacioll

sobre aquellas nociones conjuntistas que tienen "contenido maiel1latico" y esle

87



e s un problema que obviaments no e s reducible a un problema de logica, no imp or-

ta 10 arnpl iam ent e que esta sea c oncebid a,

La loqi ca, en l uqar de ser tod a la matematica parece mas bien s er una rarn a de

ella y hay razories para esperar que, con el t iernpo, p roporci one un e!emento de uni-

dad que se opouq a a la fr aqmentac ion que parece asaltar a !a maternat ica coutempo-

rane a. y ell realidad a tcdas las rarnas del saber
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li\,;to..; y Tar~ki el. uJ (19'" q par;l fH'g,tti\ :I ....;I;j tC"Ol"I:t cit· I a .....fUllcio,,('~ r('cur ....ivas ~f sus apli-

cac,innl.·.o..; <':S('1. bi"n d<: ....crila ('11 Klc('nt·.· AlgLJ":lS ano(aciollcs hisroricas suhre logica alge-

braica aSI c:omo resllll;1t"iO ....d(·r:lllacin.<; puccien f'llcnntrarse en Henkin y Tarski ... (rna contri-

bucioll mu)' r{'cicnl<.: (' imponallu.: ;l la (coria de Illocic/us f'~ fa dc Kei~l('r, Jonde PUCdCll h:l.-

II00rs{' fambicn r<. {erl'ncias :1 t ahRjos :1llteriores .. I)ar:] una rclacion de rrabajl.)s recientes

.·~(Illrt· lonllula~ inlilli'ltllll'll!f' lilrJ.!-:t .....\/·il~{· JJ('Oklll un;1 apJil.·;ll.'iOn de lalv .....lrilhajos a Ull

prohll'm;l ~(\hrt' la \,.'.'\',,;U·lll.'UI cil' cicnils II1vdidas all;Hl'C<.: ('11 Tar ....ki. Aplil'i1ciofll'S de la 10-

gica (11 :dgcl1ra ~( dc .....crih('n l'1I Hohill")UII.
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