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, SON LA LOGICA Y LA MATEMATICA IDENT/CAS? ™)

LEON HENKIN

Hace ya 24 aries que, como estudi ante nuevo, entre a la Universidad de COlum-
bia y descubri el campo de la logica. Recuerdo bien la circunstancia  particular

que me conelujo a este elescubrim iento

Un dia estaba hojeanelo libros en la biblioteca y me tope con un pequefio vc-
lumen de Bertrand Russell titulado MisLicisnio Yy Logica, En esa epcca. con es-
casamente 16 afios. me consieleraba a mi mismo como una especie elemist icc. Co-
mo mucho s jcvenes eleesa edad estaiJa ileno de nuevas emoc iones fuertemente
sentielas  Era natural que elias ocuparan considerablemente cualqui er atenc ion
reflexiva y que estas preocupaciones  cornunic arau cierto matiz y mordacidad a la
experiencia,  hallando un reflejo afin en los escritos de autores con inclinaciones
mistic as.

Habiendo oido dec ir que Russell era un lcgi co inferi del titulo de esa obra
que su propo sito era contrasta r el misticismo con la Icgic a con el objeto de real-
zar la ultima a expensas del primero, y yo estaba decidido a leer el ensayo  con

la inter.cion ue refut arlo. Pero descubri alga bastante diferente de 10 que habi a

() Estel P, una irad ucvio n del arricul o "-Are logic and ~Lllll<malics identical? " el cull

¢ une sdipta o0 de Iy con e rone v diclada por (<1: 4 o« ell (1 11 Congre:-;0 (-an;ldicn,;;( dc
Malem:l.ticas en SCf'riclllhrf  tic 19(11~ ljicho artlculo sc publico oricinalnH-ntC- en la it-, i«
"Sci"nce” "01. 1JR, 1 '511 pal. —~1Ha -)4. Copyrignt 1962 N del E,
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imaginado. En efecto, si bien Russell delineaba aspectos contrastantes del misti-
cismo y la logica, su tesis era que cada uno tenia un pape | propio y rnuy impor-
tante en la totalidad de la experiencia  hurnana y su interes cons istia en definirlos

y mostrar su int erdependenci a ell lugar de optar por uno como superior al otro. Me
encontre desarrnado y encantado con el estilo brilante y persuasivo de Russell

y empece a leer avidarnente sus otro s trabajos y pronto capte los conceptos logi-
cos que han continuado ocupando desde entonces i atenc ion. por 10 rnenos en

parte.

Bertrand Russell era un excelente divulgador de ideas tanto abstract as como
concretas. Gran nurnero de personas han logrado wuna introduce ion a ia logi ca rna-
ternatica a trave s de sus escritos y algunos han llegado incluso al punto de aso-
marse a los lormidable s Principia Mathemalica escritos en col aboracion con Al-
fred Whitehead alrededor de 1910. Se recordara. por 10 tanto, la pasmosa asevera-
CiOIl que escandalizo al rnundo matematico de ese tiernpo, a saber, que toda la
matemati ca no era otra cosa que logic a. Los matemati cos en general quedaron per-
pl ejo s con esta tesis radical En realidad, muy poco s entendian del todo 10 que

Russell queria dec ir. Sinembargo se oponi an vehementemente a la idea.

Esto se comprende lac ilmente si se recuerda que una tesis compaiiera de lade
Russell afirmaha que la ioqgic a es puramente tautologic a y que, en real idad, care-
ce de conten ida alouno, Los rnatematiccs. adictos a sumar 2y 2, rapid amente
infiieron  que 10 que Russell queri a decir era que todas las proposiciones  mate-
matic as estiin completamente  desprovistas de conten ido ; y desde este punto era
alga simple pasar a suponer que se estaba afirmando que toda la matematica care-
cia enterarnente de valor. i Aux annes. citoyens du monde mathemat ique 1 (i A las

armas, c iudadanos del mundo matematico 1 ).
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Ha pasado medio siglo desde esta desyraciada interpretacion de la irritante
afirmacion de Russell'”’ Estos 50 anos han presenciado vn aumento en intensi -
dad y amplitud en la investigacion en logica Por eso me parece apropiado buscar

una revaluacion de la tesis de Russell a la luz de los desarrollos ulteriores

Definiciones y demostraciones

Con el fin de explicar como llego Russell a la vision segun la cual toda la
matematica es sOlo [Ogica, es necesario retroceder y discutir dos complejos de
ideas que se habian desamrollado durante decadas antes de que Russell arribara
a este campo. El primero era 1a reduccion sistematica de todos los conceptos ma
tematicos a solo un pequeno numero de ellos. Este proceso de reduccion habia
en realidad estado adelantandose por mucho tiempo Tan temprano como en los
dias de Descartes , por ejemplo, puede notarse par lo menos una reduccion ini-
perfecta de las nociones geomelricas a las algebraicas Posteriormente, con el
desarmllo de la teoria de conjuntos iniciada por Cantor, la reduccion del sistema
de los nimeros reales al de los numeros nalurales marco un gran paso en este pro
ceso Pero quizas el mas osado de estos esfuerzos, el punte culminante, fue el
mtento del matematico aleman Gotlob Frege para analizar ain mas la nocion de
numero natural reduciéndola a un concepto considerado por €1 cono de naturaleza

puramerite logica

La obra de Frege paso casi enteramente desapercibida en su tiempo (las tres
ultimas decadas del siglo XIX) pero cuando Bertrand Russell se entero de los
trabajos de Frege capto su gran significacion dando a estas ideas amplia circula

cion a traves de su propio y brillante estilo de exposicion LOs postreros elemen-

*) Esta conterencia lue dictada co Sepricmbre de 1961 N del F



tos en cuyos term ino s la nocion ele numero natural file analizada por Frege y Ru-

ssell eran enlielaeles que ellos |lamaron “func iones proposi cicnal es". Hasta nues-

tros elias oersi sten controversias entre filo sofo s en cuanto a que 5011 realmente
estos objetos los cuales. en todo caso. estan ligado s con ciertas  expresiones lin-
guisticas que parecen  proposiciones con la diferencia de que contienen  variables.

Asi  co 1110, por ej emplo, hay una cierla I’I‘OpOS/(ZiO|l asociada con (0 expres ada por)
la frase U Thant es un aston auta’, tambien hay una jUlICi611 proposidollal

ascc iada con la expres ion "X es un astronauta’. Dellido a que las proposiciones
habi an sido reconocidas desde tiernpo atra s como constituyentes de una de las
mas bas ic as porcione s del dom ill io de inve stigac ion de los logicos y como las fun-
ciones proposi cioual es estaban e strecharnente relacionadas con las proposiciones
era natural con sirlerar que estas tambien eran una parte natural del dominic de la
logica Es en este sentdo que pare cia posible para Frege, partiendo  de nociones
pur ameute logicas, Ileqara trave s de una serie de definic ione s, ala nocion de nlJ-

mero, aSl como a otras nociones  objeto de estudio en varios sectores de las rnate-

rnati cas

La segunda linea import ante de desarrollo que prec edio a Russell, y de la
cual extrajo sus ideas, fue el estudio  sisternatico, por medios rnaternaticos, de las
leyes logicas  que intervienen en las demostraciones rnaternaticas, Estos  desarro-

1105 fueron iniciados por George Booleen Inglaterra a rnediados  del siglo XIX
quien  descubrio que ciertas leyes bien conocidas de la logica podian forrnularse
can ayuda de sirnbolos  algebraicos corno el signa Mas, el signa par, el signa
igllul y de variables Boole uso, por ejernplo, la eeuacion coriente  P.Q Q' p

para expresar el lleclO de que frases de la foma "P y Q" y"Q y P" cleben

ser ambas verclacleras 0 alllbas falsas (cualesquiera sean las frases P y Q )rmien-
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tras que la ecuac ion - (p. Q) (- P), (-O), poco familiar en general, indica

que la atirrnacion .. Es falso que > y Q sean (alllbas) ciertas" tiene el uis
mo valor de verdad que" O bien > es falsa o bien Q es falsa" Boole demos
tro que POl'rnedio del uso de tal notacicn algebraica puede lograrse un gran allo-
o del esfuerzo necesario para confrontar vy aplicar leyes basicas de la loqic a

Mas tarde sus trabajos fueron arnpliados y ahondados pOl'el nortearnericano C. S,
Pierce y por el niatematico aleman Eo SChroder. El rnisrno Russell, trabajando  en
esta linea, encontro en ella una base conveniente para un desarrollo  sistematico

de toda la maternatica a partir de la logica. Cornbinando la forrnul acion simbo lic a
de leyes logic as con la reduce ion deconceptos  matematicos a un nucleo logi co ,

lleqo a concebir un desarrollo unificado como el pretend ida en los Principia  Ma-

thematica

De Russell a Godel

,Como eranlos  Principia?  De heche. el trabajo aun no esta completo ( sola-
rmente han aparecido tres de los cuatro volurenes proyectadcs). y como en los Ul-
times tiempos Bertrand Russell parece ocuparse de los efectos politicos de cier-
tas investigaciones lisicas la obra jguizas no sea cornpletada nunca | (-'Sinern-
bargo es posible vel' clararnente el alcance que se Intento dar a ese trabajo el
eual recuerda sorprendentemente  la actual empresa rmasiva del grupo de BOurbaki
..nFrancia. Porque, aunque.lcs Principia y Bourbaki son rnuy disimiles en mu-
chos aspectos, ambos se proponen presentar una relacion enc iclopedic a de la in-
vestlgacidn  matematic a contemporane a unificada desde un punta de vista coheren-

teo

(0) Bertrand Russell'murio en 1970. Laobra no fue complerada. N. del T
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En los Principia se parte de ciertos axiomas expresadas en forma simbolica
los cuales se suponia expresaban leyes basicas de la logica (eran axiomas que
tnicamente contenian lo que Russell concebia como nociones Iogicas) * hiego la
obra procede sistematicamente a derivar las otras leyes de la logica, introducir
por medio de definiciones, nociones lales como el concepto de numero y el espa-
cio geomeétrico y, finalmente, exponer los principales teoremas concernientes a

eslos conceptos dentro de un desarrollo sistematico y uniforme

Mirando retrospectivamente el Iégico contemporaneo se pasma ante la anuencia
de Russell y Whitehead a basar su caso en lo que, para un matematico, debe con-
siderarse como una evidencia muy endeble Es claro que el mundo de la ciencia
empirica aspira a lograr la certeza con base en la evidencia empirica, pero la
quinta esencia en el enfoque del matematico, y en especial del logico matematico,
es la demanda constante de una demostracion antes de aceptar una tesis Sin em-
bargo, se ve gue, aunque Russell estaba interesado en sentar que, en cierto sen-
tido, toda la matematica podia obtenerse a partir de sus axiomas y conceptos 10~
gicos, | nunca se propuso dar una demostracion de este hecho ' Todo lo que hizo
fue juntar las ideas basicas que de manera informal y no sistematica habian sido
desarrolladas antes de €l por los matematicos para luego decir: "'Ustedes ven
que he logrado colocar toda esta labor desordenada dentro de los precisos marcos
de mi sistema formal. Y ino es claro que tengo todas las herramientas disponibles
para formalizar el trabajo ulterior que los matematicos estan en disposicion de ha-
cer 7"

En este aspecto se evoca el enfoque del primer gran axiomatista y gedmetra,

Euclides Euclides consideraba tambien que todas las proposiciones de la geo-

metria - es decir, todos los enunciados verdaderos acerca de triangulos, circulos
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y las otras figuras en las cuales estaba interesado - podian derivarse a partir de Ia
sencilla lista de conceptos y axiomas que daba. Pero tampoco en este caso hubo
nunca un intento de demostrar este hecho pues s6lo se llevo a cabo el proceso em
pirico de obtener, a partir de los axiomas, un numero considerable de pronosicio -
nes geométricas para luego apelar, por asi decir, a la buena voluntad de la audien

*

cia. " Bien "', podemos imaginarnoslo diciendo, “'miren qué tanto he logrado de -
ducir de mis axiomas i No estan ustedes bastante convencidos de que todos los

hechos geométricos se derivan de ellos ?7**

Por supuesto, hubo matematicos y l6gicos que no estaban convencidos Y asi
se erigio la demanda de demostracion.

En realidad, la formulacion apropiada del problema de si un sistema de axio -
mas es adecuado para establecer todos los enunciados verdaderos en cierto do-
minio de investigacion requiere una formulacion matematica precisa de la nocion
de** proposicidn verdadera’ , y no fue sino hasta 1935 que Alfred Tarski, enun
gran esfuerzo precursor, puso en plena evidencia la forma en que deben analizar-
se las nociones semanticas para lenguajes matematicos. Es trivial por supuesto ,
dar condiciones bajo las cuales una proposicion particular cualquiera es verdade-
ra. Por ejemplo, en la teoria de la geometria euclideana, la proposicion **todo
tridngulo tiene dos dngulos iguales’ es cierta si, y s6lo si, todo triangulo tiene
dos angulos iguales. Sinembargo Tarski mostro claramente que no hay manera de
utilizar esta simple técnica para describir (en un niimero finito de palabras) con-
diciones para la verdad de todas las infinitas proposiciones de un lenguaje ; pa-
ra este fin se necesita una forma muy diferente de definicion, estructural y de ca

racter recursivo.

Yaen 1919, ain antes de las consideraciones de Tarski sobre la semantica,en
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contramos la primera demostrac ion de 10 que, en logi ca, |larnamos "completez”,

El rnatemat ico Emil Post (en su disert acicu doctoral publicada ese aiio), |imitanrlo
su atenc iou a un fragmento muy pequeno del sistema creado por Whitehead y Ru"
ssell, lagro mcstrar que para cualquier enunciado, en dicho fragmeuto, que fuera
"ve rdadero sequn la sobreentendida interpretacion  de los simbolos ", podia dec-
tivaruente obtenerse una demostrac ion por medio de los axiornas y las reglas de ill-

lerenc ia adoptadas ror e! sistema. Mas tarde se llevaron a cabo esfuerzos ulterio-

res para extender el tipo de demostr acion de completez iniciada ror Post can la

esperanza de que al final el sistema entero de los Priflcipia  pudiese cobijarse

denlro del alcance de las demostraciones de esta clase.

En 1930, Kurt Ghbde | contribuyo enormernente a este desarrollo y a esa esperan-
za logrando demoslrar la completez de un sistema deductive basado en una porcion
del lenguaje maternatico mucho mayor que la considerada por Post La demoslra-
cion de Godel considera el llamado “"calculo de predicados de primer orderi* el
cual se refiere a los enunciados matematico s que contienen variables de un solo
tipo , Cuando un tal enun ciado se interpreta con referencia a alqun mode 10 materna-
tico, sus variables se ccns ideran variando sobre los elementos del mode lo ; en par-
ticular, no hay variables que vari en sobre conjuntos de elementos delmodelo a
sobre los enteros (a mencs que esto s sean los elementos del modelo en cue stion),
Ahor a bien, G'odel demuestra que en cualquier sistema axiomatico de esta clase,si
un enunci ado es verdadero en'‘cada uno de los modelos que satisfacen los axiomas
entonces debe haber una demostracion de longitud finita que conduce de los axio-
mas hasta ese enunciado y en donde cada linea se deriva de las lineas pl'eceden-
tes de acuerdo can reglas logicas expllcitamente enullleradas. Este resultado de

Godel esta entre los teoremas mas basicos y utiles en el cuerpo total de la logica
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matematica

Pero justamente el ano siguiente, en 1931 la esperanza de ultetiores extensio
nes de este tipo de demostracion de completez fue desechada definitivamente poi
el mismo Gddel en lo que sin duda es el mds profundo y mas famoso tiahajo de la
logica matematica Godel logro demostrar que el sistema de los Principia Mathe
malica, tomado en su totalidad, era imunrph‘m Esio es, mostio explicitamente
como construir un cierto enunciado, acerca de los numeros naturales, el cual era
matematicamente admitido como verdadero segin la interpretacion presupuesta del
simbolismo usado pero que no podia ser demostrado a partir de los axiomas apli -

cando las reglas de inferencia que hacian parte del sistema.

Por supuesto, si Gddel no hubiese hecho mas que €sto, podria concluirse sin
plemente que Russell y Whitehead habian sido algo negligentes al formular sus
axiomas pues habian dejado fuera de ellos a este enunciado cierto pero no suscep
tible de demostracién y podria entonces esperarse que, agregandolo como un e -
vo axioma, se lograria oblener un sistema mas fuerte el cual seria completo Mas
I'a demostracion de Godel prueba que también este sistema asi reforzado conten
dria un enunciado verdadero pero no susceptible de demostracion y tambien que
si este sistema fuera de nuevo reforzado agregando como axioma este nuevo enun-
ciado cierto pero no demostrable, el sistema resultante seria de nuevo incompleto
Y en verdad, si por medio de aplicaciones sucesivas del método de Godel se ob-
tuviese toda una secuencia infinita de enunciados los cuales fuesen agregados
simultaneamente a los axiomas originales de los Principia , el mismo proceso
podria aln aplicarse para obtener olro enunciado verdadero pero tambien indenios

trable.

En realidad Godel describio una clase muy amplia de sislemas deductivos for-
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males a los cuales se aplicaba su metodo. Y la maycria de los estudiosos de este
terna han llegado a convencerse de que cualqui er sistema formal de axio.nas vy
reglas de inferencia que fuese razouable cons ider ar como base para el desarrollo
de la niatematic a caeri a en dicha clase, padeciendo por 10tanto de incotnpletez.
Desde este punto de vista parece que uno de los elementos basicos sobre los que
Russell apoyaba su tesis de que toda la matematic a podia reducirse a la logi ca de-

be ser retirado y reconsiderado.

Problemas de consistencia y de decision.

He venido habl ando de completez 10 cual tiene que vel' con la aptitud de un
sistema formal de axiomas y reglas de inferencia para dernostrar enunciados ver-
daderos , Perc debo mencionar tambien un segundo proposito de los Principia de
Russell 'y Whitehead el cuai tampoco fue logrado en los desarrollos  subsecuentes
de la Icgic a ruatemat ica Rllssell y Whitellead se preocuparon iuucio de la cOt/sis-
Lencia. Mientras aspir aban a obtener un sistema completo en el cual se contara
con demo str acione s para todos leis enunciados correctos, tambien se cuidaban de
que sil sistema 110 contuviese  demostraciones  de enunciados incorrecto s. ENl par-
ticular, en un sistema consistente, como el buscado par elias, no deberia ser posi-

ble dernostrar un enunc iado y tambien su negacion.

cia es necesario recordar el rudo despertar sufrido por los matematicos en 1897 en
relacion can la teoria cantori ana de 10s mime 10s tran sfin itos. Durante siglos antes
de Cantor los matemati cos asumieron simpl ement e que cualquier persona adecua-

f amente entrenadaen el ramo podria distinguir  una dernostr acion correcta de una
incorrecta.  Aquellos  Que encontrab an di lici | apreciar esta diferencia  eran sencilla-

rmente "barrido s" en el curse de su fomlacion y desviados de las matematicas ha-

74



cia campos de estudio menores Y nadie encaro seriamente la cueslion de estable
cer exactamente, en termminos explicitos v matematicos, lo que se entendia por una

demostracion correcta

Cuande Cantor inicio su desarrollo de la teoria de conjuntos considerd tanto nu
meros cardinales como numeros ordinales de tipo transfinito. (Estos nimeros pue
den usarse en relacion con los conjuntos infinitos en forma muy similar a los nu
meros ordinarios en el caso de contar y ordenar conjuntos finitos! Muchas de las
propiedades de los niimeros transfinitos son idénticas a las de los nimeros ordina
rios y, en particular, Cantor mostré que dado un numero ordinal b podemos obte-
ner un numero ordinal mayor, b . 1 Sinembatgo, en 1897 un matematico italiano
C. Burali-Forti, considerando el conjunto de todos los ntimeros ordinales en su or-
den natural, demostrd que debe existir un numero ordinal maximo Los matemati -
cos no pudieron hallar, ni en el argumento de Cantor ni en el de Burali-Forti, fa-
Ila alguna gue les hiciera presentir que alguno de ellos se basaba en un razonamien-
to incorrecto Gradualmente fue reconociéndose que los matematicos tenian entre
manos una paradoja genuina y que estos tendrian que lidiar por fin con la cuestion
de qué se quiere decir cuando s€ habla de una demostracion correcta, Mas tarde, el
mismo Russell encontrd una paradoja ain mas simple en la teoria intuitiva de con-
juntos, basada en el conjunto de todos aquellos conjuntos que no san elementos
de si mismos.

Este esbozo retrospectivo aclarard por qué Russell y Whitehead se preocuparen
porque dentro de su propio sistema ninguna paradoja fuera demostrable Sinembar-
go, jhunca procuraron lograr una demostracion de que su sistema era consistentel
La tnica evidencia que aducian era que se habian obtenido, dentro de su sistema,

un ntimero considerable de teoremas sin haber encontrado paradojas y que todos
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los intentos para reproducit, dentro del sistema de los Principia Matematica, 1a

paradoja de Burali- Forti y tantas otras, habian fallado

Como en el asunto de la completez, los matematicos no se contentaban con
una respuesta de esta clase y demandaban que se diera una demostracion real de
la consistencia del sistema de los Principia (asi como de otros sistemas consi
derados entonces). El nombre, grande e ilustre,de David Hilbert estaba asociado
a estos esfuerzos para obtener demostraciones de consistencia para varias porcio-
nes de |a matematica y bajo su estimulo y direccion se |levaron a cabo importan -
tes avances hacia esta meta, tahtn por €l mismo como por sus estudiantes. Pero
como con los esfiierzos para dmﬁostrar la completez , el programa de Hilbert zo-

zoliré ante las brillantes ideas de Kurt Godel .

En efecto, en el mismo articulo de 1931 al cual me he referido, Godel logr6 de-
mostrar que la consistenciay la completez estaban intimamente ligadas una con
la otra Logro demostrar que s1 un sistema como el de los Principia era verdadera-
mente consistente entonces, de hecho, jno era posible producir una prueba solida
de este hecho | Ahora bien, este mismo resultado suena paradojico. Sinembargo |
expre sado con el aparato técnico desarrollado por Godel este es en verdad un re-
sultado matemético,‘lleno de sentido y establecido con precisicn, el cual ha per-
suadido a la mayoria de los l0gicos, aunque en verdad no a todos, de que la bus-
queda de Hilbert de una demostracion de consistencia debe permanecer insatisfe-
cha.

Me gustaria, finalmente, mencionar un tercer aspecto en el cual el propOsito
original de los logicos matematicas quedo frustrado Los asuntos de consistencia
y completez claramente concernian a los autareé de Principia Mathematica, mas

las cuestiones acerca de procedimientos de decision parecen no haber sido tra-
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tada s con extension  seri a per Russell y Whitehead Sillelilldargo, esta es till alea de
estuclio que ha interesado a los logicos desde epcc as [<lltemprana s como los tiem
pus de Leibnitz En efecto, el rismo Leibnitz  tenia lin gr<ln sueuo sonab a que po-
dri a ser po sible ingeuiarse  un proc edinuento  sistematico para responder pre quntas

y 110 unic amente prequntas matemaucas.s mo aun pre quntas de la ciencia empiri ca

Un tal procedimiento estari a destin ado a obviar la necesidad de in spir acion re em-
plazandol a por la realizacion automatica  de un procedimiento rutinario. Si  Leib-
uitz  hubiese podido familiarizarse con las rnaquinas calculadoras de alta veloci-

dad actuales habria.formut ado su idea aseverando la posibilidad de escribir un
programade tal amplitud Yy alcance que absolutamente cualquier  pregunta  cientif |-
ca pudi ese ser puesta en la cinta Yy una vez que la rnaquina la hubiese cous idera-

do durante un cierto periodo finito de tiempo, apareciese una respuesta  definitiva.

La fogica despues de 1936.

La idea de Leibnitz perrn anec io adormecida  per mucho tiempo pero resultaba
natural  resucitarla en cone xion con los sistemas  deductivos fonnales que los logi-
cos matematicos desarrollaron en la pri mera parte de este siglo Oebido a que es-
tos logicos estaban interesados en formular  'dea  matematicas en el sellO de un
calcuJo  simbolico para luego manipular  los simbolos de acuerdo con reglas prefi-
jadas con el objeto de obtener informacion adi cional acerca de esos conceptos  ma-
tematicos, resultaba  natural  preguntarse si no era posible ingeniarse reglas de
cOlllputacion completamellte autoillaticas que permitiesen decidir la verdad O frtlse-
dad de cUrtlquiec enunciado  del calculo. Y aunglde el CrtlllPO de la ciellcia  empirica
no caia en absoluto dentro de las consideraciones de los logicos del siglo XX que

buscaban tales procesos de decision, no estaba quizas fuera de las pretensiolles
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de algunos esperar que un sistema tan amplio como el de los Principia pudiese

alglin dia ser incluido en el alcance de un tal procedimiento

Hubo muchos esfuerzos vigorosos para hallar procedimientos de decision para
varios fragmentos de los Principia. La disertacion doctoral de Post, por ejemplo,
incluia algunos intentos en esta direccion y en los siguientes 15 afios los logicos
de muchos paises produjeron trabajos adicionales Luego, en 1936, Alonzo Church,
haciendo uso de la nocion de funcion recursiva recientemente desarrollada, logro
demastrar que para un cierto fragmento del lenguaje matematico, de hecho para la
misma ldgica de predicados de primer orden cuya completez habia demostrado Go -
del en 1930 no era posible la existencia de un procedimiento de decision. Y asi,
tanto con los procedimientos de decision como con las demostraciones de comple-
tez y de consistencia, los esfuerzos para establecer vinculos estrechos entre |a

logica y las matematicas tuvieron en mai final.

Bien, los he conducido a ustedes hasta el ano 1936. Probablemente la mayoria
de los matematicos han oido por lo menos algo acerca de los desarrollos que he
eshozado agui. Perc por alguna razon la formacion en logica de la mayoria de los
matematicos parece finalizar mas o menos en este punto. Esta bastante difundida
la impresion de que con los descubrimientos de Gddel y Church el ambicioso pro-
grama' de los l6gicos matematicos llego de hecho a un estancamiento y que desde
entonces los trabajos adicionales en 16gica han sido una especie de tambaleos in-
defensos de personas que, no queriendo aceptar las crueles realidades de la vida,
esperan alin reforzar las progresivas fronteras de la investigacion matematica bus-

cando una demostracion de consistencia inexistente

Sinembargo, esta imagen esta en realidad muy alejada de la realidad Porque

en 1936, precisamente en la época en la cual muchos suponen se habia consuma-
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do el deceso de la logica, se fuido una sociedad academica inlernacional conoci

da como la Association for Symbolic Logic, empezandose la publicacion del J onr

nal of Svmbolic Logic. En los tltimos 25 aiios esta publicacion se ha ensanchado
considerablemente para dar cabida al creciente volumen de investigacion Y en la
actualidad hay cuatro revistas dedicadas exclusivamente a la publicacion de ma-
terial relacionado con la logica matemdtica y en una gran variedad de revistas ma
tematicas de naturaleza menos especializada aparecen cortientemente muchos ar-

ticulos sobre logica

En el espacio restante deseo mencionar, muy brevemente, algunos de los de-

sarrollos en logica matematica desde 1936
COHjunfos y metodos de decision

Creo conveniente para esta exposicion dividir la investigacion en lo gica mae
matica en siete areas principales Y en primer lugar mencionaré el area relaciona-

da con los fundamenlos de 1a leorta de conjuntos

Para explicar la conexion entre este campo y la ldgica debe indicarse que ague
llos objetos que Russell y Whitehead Ilamaron *"funciones proposicionales’ son |
en realidad, muy poco distinguibles de los gue ahora los matematicos denominan
“'conjuntos’” y “relaciones” Desde el punto de vista filosofico quizas haya aun
lugar para distinguir estos conceptos unos de otros. Pero como, en realidad, el tra
tamiento de las funciones proposicionales en Principia Mathematica es extensio-
nal (de tal modo que dos funciones proposicionales que son ciertas para exacta
mente los mismos objetos no pueden nunca distinguirse), este sistema resulta iden-

tico, para propdsitos matematicos, con un sistema que trate de conjuntos y relacio

nes
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Entre 105 sistemas de teoria de conjuntos propuestos por 105 loui cos como ba-
se para el desarrollo de la maternatic a 105 principales son la teoria de 105 tipos
empleada ror 105 mi smos Whitehead y Russell, ampli ada posteriormente  por L.
Chwi stek y F. Ramsey y una linea altemativa  desarrollada inicialmente por E
Zermelo y a la cual A. Fraenkel y T. Skolen hicieron posteriormente importa nte s
contribuciones. Alln otro sistema, que tiene ciertas caracteristic as en comun con
cada una de estas dos fonnas principales, fue presentado vy estudiado per W.Qui-
ne y, hasta cierto punto, ror J. B. Rosser. De estos sistemas el de tipo Zermelo
ha recibido probablemente mas atenc ion junto con una variante import ante sugeri-

da vy desarrollada per J. von Neumann, P. Bernay sy Godel.

Entre los significativos esfuerzos desarrollados  en estos sistemas se cuentan
aque llos dirigidosa  establecer el status de propo siciones tales como el axiom a
de eleccion y la hipo lesi s elelconlinuo de Cantor. En este aspecto 105 nornbres de

Code ' y Moslowski son especialmente  prorninent es.

Godel rnostro que Lilla forma fuerte del axioma de eleccion y la hipote sis gene-
ralizarla elelcontinuo soil simultaneamente  consistentes  con 105 0Otros axiomas,
mas element ales, elela teori a eleconjuntos- bajo la hipo tesis de que estos ulti-
mos son a su vez consistentes.  ~Aostowski mostro que el axioma de eleccion esin-
dependiente de 105 axiomas elementales de la teoria deconjuntos  siempre que se
escoja una forma de estos axiomas elementales que no excluya la existencia de
un rnimero no enumerable de "Urelemente” (objetos que no son conjunto s). La in-
elependencia elel axioma de elec cion en sistemas de axiomas como el usaelo enla
elemostracioll de consistencia  de Godel y la independencia de la hipotesis del cou-

tinLio en un sistema  cualquiera de teoria de conjuntos son problemas  aun
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Mas recientemente la direccion de las investigaciones en el area de los funda
mentos de la teoria de conjuntos parece haberse transladado de 1a formulacion de
sistemas especificos de axiomas y la obtencion de tecremas dentio de estos sis
temas hacia la considera-ion de la totaiidad de realizaciones diferentes de tales
sistemas axiomaticos. Es quizas a J. Shepherdson a quien debe acreditarsele el
paso decisivo en este cambio de énfasis, aunque su trabajo esta claramente iy
en deuda con el de Godel. Trabajos subsecuentes de A Tarski, R Vaught y R

Montague han impul sado mucho mas este desarmollo

Una herramienta importante en estos trabajos es el conceplo de rango de un
conjunto, el cual puede definirse inductivamente como el menor nimero ordinal
que excede al rango de cada uno de los elementos del conjunto Esta nocion pue
de emplearse para clasificar modelos de |a teoria de conjuntos de acuerdo con el
menor numero ordi;?al que ho es igual rango de ningun conjunto del modelo Recien
temente ha habido algunas contribuciones interesantes a estos estudios por parte
de Azriel Lévy ; sus esfuerzos han estado encaminados a fortalecer sucesivamen-
te los axiomas de |a teoria de conjuntos con el fin de penetrar mas v mas en los

dominios del transfinito.

Una segunda area que delinearé dentro de la investigacion lgica contempora
nea es la relacionada con el problema de decision. A pesar de que los trabajos de
Church pusieron en evidencia que no podia haber un procedimiento universal de de

cision para la matematica, se ha mantenido un vivo interes en hallar procedimien -

(*) Ln 1963, dos anos después de escrito este articulo, ], P, Cohen demosiro La indepen -
dencia del axioma de eleccidn y de la hipdeesis del continuo. N del F
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tos de decision para sectores mas modestos de la teoria matematica. Es de espe-
cial importancia en este ambito el método de decision de Tarski para el algebra
y la geomelria elementales asi como una importante extension del mismo Ilevada

a cabo por Abraham Robinson Tambien Wanda Szmielew ha dado un importante

L

procedimiento de decision, a saber, el procedimiento para la llamada ' leoria ele-

mental’’ de los grupos abelianos. Contrastando con esto, Tarski ha mostrado que
la teoria elemental de todos los grupos no admite procedimiento de decision algu-
no. En realidad, Szmielew y Tarski consideraron exactamente el mismo conjunto de
enunciados - grosso modo, lodas aquellos enunciados que pueden formarse usando
el simbolo de la operacion del grupo y ademas variables que recorren los elemen -
tos del grupo, con la ayuda del signo de igualdad asi como las conectivas y cuan-
tificadores logicos ordinarios. Si nos preguntamos si un enunciado dado de este
tipo es cierto para todos los grupos abelianos , es posible contestar la pregunta
de manera automatica usando el método de Szmielew. Pero si estamos interesados
en saber cuales de eslos enunciados son verdaderos para todos los grupos, enton-
ces el argumento dado por Tarski muestra que es imposible ingeniarse un método

maquinal para separar los enunciados verdaderos de los falsos

Un resultado estrechamente relactonado con el de Tarski es el de P. Novikov
y W. Boone referente a la no existencia de un meétodo de decision que nos capaci-
te para resolver el problema de las palabras en la teoria de grupos, problema este
cuya solucién ha sido perseqguida por los algebristas durante largo tiempo. Es en
verdad bastante simple ver que el resultado de Novikov- Boone es equivalente a
la no existencia de un método de decisidn para un cierto subconjunto de los enun-
ciados que constituyen la teoria elemental de grupos, a saber, todos aquellos enun-

ciados que tienen una forma especial muy sencilla. Resulta, por lo tanto, que este
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resultado es mas fuerte que el de Tarski

Funciones recursivas

Ahara bien, el concepto clave cuyo desarrollio fue necesario, antes de lo
grar soluciones negativas para procedimientos de decision, fue el concepto de fun:
cion recursiva Intuitivamente hablando, se trata sencillamente de funciones de
los nimeros naturales en los numeros naturales con la propiedad de que hay un
método automatico para calcular su valor para cualquier argumento dado. Una de -
finicion matematica explicita y satisfactoria de esta clase de funciones fue for-
mulada en primer lugar por J. Herbrand y Godel. Perc hubo que esperar hasta que
S. C. Kleene desarrollara el concepto hasta tal punto que ahora figura en la base

de una porcion muy grande e importante de la investigacion logica.

La mayor parte de los trabajos con funciones recursivas ha seguido la linea
de chsificar conjuntos y funciones, clasificacion similar a la referente a conjun-
tos proyectivos y conjuntos andliticos en la teoria descriptiva de conjuntos El
mismo Kleene, ademas de sus alumnos Addison y Spector y otros 10gices, inclu -
yendo a Post, Mostowski, J. Shoenfield y G. Kreisel, han contribuido significati -
vamente a este desarrollo. Deben también mencionarse las aplicaciones que, ini -
cialmente Kleene y posteriormente otros, han intentado hacer del concepto de fuir-
cion recursiva con el fin de explicar 1a nocion de procedimiento matematico *'cons-
tructivo’’, En este aspecto se han realizado varios intentos de vincular la nocion
de funcidn recursiva con la corriente matematica conocida cono institucionismo,
la cual es una interpretacion radical del lenguaje matematico propuesta por L Bro

uwer y desarrcllada por A Heyting
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Algebra, logica y modelos

Una cuarta area de investigacion logica tiene que ver con el tema que reciente:
mente se describe como l0gica aigebraica En realidad esta se remonta a los pri-
meros trabajos de Boole y Schroder Empero, el interés en el tema se ha desplaza
do de la formulacion y derivacion de ecuaciones algebraicas que expresan leyes
logicas a la consideracion de estructuras abstractas definidas por medio de tales
ecuaciones Es asi como la atencion se ha enfocado sucesivamente en las alge -
bras de Boale, las algebras relacionales y las algebras cilindricas y poliedricas
los nombres de M Stone, Tarski y P Halmos aparecen asociades a los desarrollos
centrales en este campe Las estructuras algebraicas estudiadas en estos dominios
pueden asociarse de manera natural con teorias matematicas y esta asociacion per-
mite el empleo de metodos algebraicos considerablemente fuertes en el analisis

metamatematico de esas teorisis

Una quinta area en la investigacion logica nodema se refiere a la ilamada
teoria de modelos En esle caso los esfuerzos estan dirigidos a interrelacionar las
propiedades matematicas de alguna clase de estructuras definidas por medio de
enunciados matematicos dados con las propiedades estructurales de esos enuncia-
dos en si mismos

Un ejemplo muy temprano es el resultado obtenido por Garrett Birkhoff segtn
el cual para que una clase de estructuras pueda definirse por medio de un conjun-
to de ecuaciones (identidades) es necesario y suficiente que esa clase sea cerra-
da con respecto a la formacion de subestructuras, productos directos e imagenes
homomorfas También se lograron caracterizaciones de naturaleza similar para

clases definibles por medio de enunciados elementales de tipo universal (Tarski)
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Y por medio de enunciados elementales ( J Keisler)

Un resultada relacionado es el teorema de R LY ndon de acuerdo con el cual
cualquier enunciado elemental cuya validez se conserva al pasar de un madelo del
enunciado a una imagen homomorfa de dicho maodelo debe ser equivalenle a un enun
ciado que no contiene signos de negacion EN una direccion diferente, E Beth ha
demostrado que si un simbolo dado, de conjunto o de relacion, no es definible en
terminos de los otros simbolos de un sistema elemental de axiomas entonces de
ben existir dos modelos distintos de estos axiomas, que coinciden en todos los as
pectos exceplo por la interpretacion del simbolo dade (Esto prueba la completez
del método de A Padoa para demostrar no-definibilidad ) Un teorema de interpola-
cion logica de W Craig proporciona un estrecho nexo entre los resultados de Lyu-

don y Beth

Una sexta area que puede discemirse en los trabajos 10gicos recientes se re-
fiere a la teoria de la demostracién Es esta guizas la parte mas antigua y basica
de la Iogica, a saber, la blisqueda de reglas sistematicas de demostrac i6n o deduc-
cion por medio de las cuales sea posible identificar las consecuencias de una pro-
posicion cualquiera. Sin embargo, en trabajos recientes, los 10gicos han empezado
a apartarse radicalmente del tipo de sistemas para el cual originalmente se busca-
ban reglas de demostracion. Se han efectuado, por ejemplo varios intentos para
proporcionar reglas de demostracion para lenguajes que contienen formulas infini -
tamente largas, tales como enunciados con infinitas disyunciones, conjunciones y
variables cuantificadas En tales empefios han tomado parte Tarski Scott,C Karp,
W. Hanf y otros ES bastante curioso que aunque esta corriente de investigacion
parece a primera vista muy alejada de la matematica ordinaria, uno de sus resulta

dos importantes fue usade por Tarski para resolver un problema referente a la exis
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tencia de medidas sobre espacios muy grandes problema éste que habia perma

necido muchos anes sin resolver

La ultima area de investigacion logica sobre la cual quiero Hamar la atencion
es tna especie de estudio inverso de lo que hemos Ilamado logica algebraica En
esta (iltima estamos intcresados en aplicar métodos algebraicos a un sistema 16gi-
co. No obstante hay también estudios en los cuales se usan resultados y metodos
de la 16gica para establecer teoremas del algebra moderna El primero en llevar a
cabo tal tipo de aplicaciones ha sido el matematico ruso A, Malcev, quien en 1941
indic6é como podia aplicarse el teorema de completez de |a [6gica de primer orden
para obtener un resultado en la teorta de grupos Ulteriormente, la misma técnica
fue usada por Tarski para construir varios cuerpos ordenados no arquimedeanos
El nombre mas conocido en esta area es quizas el de Abraham Robinson quien es-
tuvo vinculado anteriormente a la Universidad de Toronto en el Canada Entre sus
contribuciones esta la aplicacion de metodos y resultados logicos para mejorar
una selucion, dada por E Artin en 1926, del 17° problema de Hilbert (el decimo-
septimo de la famosa lista de problemas preseniada en su conferencia en el Con-
greso Intemacional de Matematicos en 1900), Robinson demostré gue cuando un
polinemio real que toma unicamente valores no negalivos se representa coma sti-
ma de cuadrados de funciones racionales, el nimero de términos necesario para
la representacion depende (nicamente del grado y nimero de variables del polino-

mio dado pero que es independiente de los coeficientes particulares del mismo

Lo tesis de Russell en perspectiva

Espero que este brevisimo bosquejo de algunas de las areas de la investiga-

ci6n 16gica contempordnea de una idea acerca de las maneras en que los logicos
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han reaccienado ante los teoremas de Godel y de Church los cuales, durante el
periode de 1931 a 1936, golpearon severamenle sus esperanzas originales Hablan
do en general puede describirse esta reaccion como compuesta de una aceplacion
de la imposibilidad de realizar esperanzas originales en la 16yica matematica una
relativizacion del programa original de buscar demostraciones de completez y con
sistencia y metodos de decision, una incorporacion de nuevos metodes y construc
ciones aparecidos en las demostraciones de imposibilidad y el desarollo de in-

tereses bastante nuevos sugeridos por la generalizacion de resultados iniciales

Ahara, con este bagaje, volvamos a la tesisde Russell segun la cual toda la
matematica puede reducirse a la I6gica Yo dirfa que si se entiende que la logica
incluye la teoria de conjuntos (lo cual parece ser una buena apreciacion de lo que
Russell tenia en mente) entances la mayoria de los matemalicos aceptarian  sin
objecion la tesis de que los conceptos basicos de todas las matematicas pueden
expresarse en teminos de la logica También estaran de acuerdo en gue los teo
remas de todas las ramas de la matemalica pueden derivarse de principios de Ia
teoria de conjuntos, aunque senalaran que ningtn sistema fijo de axiomas para
la teoria de conjuntos es adecuadq para abarcar todos aquellos principios que se-

rian considerados como “‘matematicamente correctos’”

Pero tiene quizas més hondo significado el consenso de los matematicos de
que en su disci'plina hay mucho mas que lo indicado por una tai reduccion’de la
matematica a la logica y la teoria de conjuntos El hecho de que de entre todas
las nociones logicamente posibles,definibles en teoria de conjuntos,se seleccio
nen ciertos conceptos como objetos de investigacion es de esencial significa
cion. Una comprension cabal de la matematica debe considerar una explicacion

sabre aquellas ngciones conjuntistas que tienen “contenido matematico”” y este
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es un problema que obviamente no es reducible a un problema de 16gica no impor-

ta lo ampliamente que esta sea concebida

La I6gica, en lugar de ser toda ia matematica parece mas bien ser una rama de
ella y hay razones para esperar que. con el tiempo, proporcione un elemento de uni-
dad que se oponga a la fragmentacion que parece asaltar a la matematica contempo-

ranea, y en realidad a todas las ramas del saber
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