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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

COMPL EJA. \WV

JA RO A, CH ARR IS

CAPITULO X

CONVERGENCIA ~ COMPACTA EN C (O, IR) Yy ti(O)

1. Convergencia compacta en C(n, IR, 'n este numero n sera un es-

pacio topologico localmente cornpacto. Por C(H, IR, entenderemos el IR-es-

pacio de las func iones continuas j : [ weIR, Si K es un subconjunto  com-

pacto de N  definimos

I/ ||K = s I /i I,  xE cen, rn -

Es inmediatoque si lex) = o para todo x , Il (0 Ademas

11/+gIIKS M+ lg o

lIA/11 ¢« [AIifI, « AEIR,

Sinembargo II/MK=0 noimplica 1=0. Por esta razon e noesuna

normasobre C(H.IR). Diremosque Il 11K esuna  Semi-nonna.
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Cuando K recorre la clase de todos los conjuntos compactos de I, las
seminormas Il llk permiten definir una topologia ~ 1C sobre C M, IR,): la
topologia de la convergencia compacta. Para definir tal topologia procederemos

de la manera siguiente

Primero: Si / E c( N, IR ) E> 0 Y K es uncompacta de N, defini-

mos :

El conjunto Uk, e(p se denominara fa pseudo- hola abierta de base « ra-
dio e Ycentro t. Luego diremos que un subconjunto VvV de C (N, IR, es
una vecindad de i. si V contiene alguna pseudo -bola de centro en | . Es

decir, si existen un compacta k ~ N, y E > 0, tales que

Notaremos .~ (f)  al conjunto de todas las vecindades de / anteriormente de-
finidas. El conjunto ~ (f) tiene las siguientes propiedades, cuya demostraciOn
es inmediata

(VI> Si UuE~ (f) Y V2 U entonces v E-~ ()

(vi) /E-v para todo V E-~ (f).

(VII>  Si U,VE-~(f}-tambien un  v~~{n.
<IX) Si U~ -~ () existe W ~ ~ () tal que si gEW,
UE~ (9 °

(Basta, en (IX), tamar w = uk. E() fa cual este contenida en u, Y compro-
barquesi gEUK,E()) y O=E- 11/-gIIK, entonces  UK,o(g)~UK,E(/»'
Definimos  ahora fa topologia 1C como la clase de todos los subconjuntos

usc rn, -n tales que U~ - () para toda [/ E-u.
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Teorema 1.t. El conjunto rC tiene las siguientes propiedades
@ Toda union de elementos de Tc esta de nuevo en +C
@ Toda interseccion finita de elementos de rc es unelemetlto de -c .
® ¢ yew, R, pertenecen a Tc
@ Si K esuncompacta de @, E> o Y [ ECW. R) .

UK. E( ETC

(59 Para que u cste en j3 () es necesario vy suficiente que exista

VErc talque /ev Y vEU.
Demostracion. Inmediata.

Del teorema anterior se deduce inmediatamente que TeeS, en efecto, una topo-
logi a sobre  C (Q , IR). Yy que j3 (f) es el conjunto de las veci ndades de

| para tal topologia

Definicion U. Una sucesion !k ! de compactos de Q se dice exhaustiva
si

@ Uk = a
S; Knt+q para todo n EN.

Un espacio topolcgico local mente compacta se dice enumerable al infinito i
admite una suce sion exhaustiva de compactos. Eisiguiente resultado elemen -

tal es bien conocido

Teorema 1.2. Todo abierto de IR, €S enumerable al infinito.

T enemos ahora :

Teorema U. Sea o localmente compacto, enumerable al infinito. Si Ik, !

es una sucesion exhal,lsiiva de compactos de N, ysi r es la topologia so-
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bre c(Q) definida como antes, pero usando solo las seminormas
Willk = Sw |1 (|} .
& x€K,

entonces ' =7, .

Demostracion : Claramente es suficiente demostrar que si .‘B'(ﬁ es el conjun-

todetodos los U C € (Q, R, ) talesque U > L'Kn E(/J para aigtin » y

algin € >0, entonces B (/) =B(/). Ahora, es claro que B (/)< B(/) .

Para demostrar la inclusion reciproca, basta demostrar que si K es un compacto

de Q@ y £>0, existen » y 8> 0 ftalesque Up (/) 2 Uy ?{fJ.Pe—

v M,

ro si K escompacto, existe obviamente » € N tal que K C K, . De ésto

Sup || f0) || £ Sup || f(x) ]|, ybastatomar ==25 paratener la afirma -

xEK x= Kn

cion. Esto demuestra el teorema.

Teorema 1.4 . Sea Q localmente compacto, enumerable al infinito. La topologia
¢ es metrizable. En otros téminos, existe una metrica 4 sobre CQ.R, ).

tai que si r, es su topologia correspondiente

o<

Demostracion.  Sea d definida sobre C(Q, R, ) por:
Hpop) = 3 48 0 R
f.e S ‘_

donde | K, | es cualquier sucesion exhaustiva de compactos de Q. Es ob-
vio que d esunamétricasobre C(Q . R, ). Escribamos !'/-gl, en lu-
garde [|f-g]l K, y Bg(f) para denotar a labola abierta de radio £>0
y centro & B.(f) parala topologia ;. Para demostrar la coincidencia de

ey 14 €s obviamente suficiente demostrar, para f & C(£. IR), que:
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(@ Si E> 0, existen un compacta K de I y 8> 0 tales que
U8 ( ~ BE(f) -

(b) Si K es un compacta de N y E> 0, existe 8>0 tal que:

Dernostremo s primero (b). Sean 0< e< 1 Y u 10suficientemente grande para

que K S K, Sea gEe (n, ~m) tal que I f-gII n < E. Entonces

Si tomarnos 0 = E/2n+1 se tiene inmediatamente que B8 (f) S "« E(). Es-

to demuestra (b) -

Demostremos (a): Sea E> 0. Evidentemente exi ste n tal que

00
I Il s um <
mr n 1+ 11 fgllm
paratoda g~c(n,IRrl)" Estoporser ||f-g|| Il I < 1 Por
Jigll . L omw fogom

otraparte,porser RO < ||f-g|| se tiene

1+ 11 fg m

R A J " TN e Sy %

ML m 1+ 11 -dim M=l Z» m 71=12, n

Se deduce que
d(f. g9 < “f-g L+ er

y de esto que
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Esto demuestra (a) y completa la demostracion del teorema.
Corolario. Para que un subconjunto j= de C (n ,IRn) sea cerrado para TC'
es necesario y suficiente que se cumpla la condition siguiente :si 1In 1 es una

suceslon de funciones en jz, ysi In" | para c' entonces IE j=

Demostracion.  En efecto, esta es la condiclon necesaria y suficiente para que un

conjunto sea cerrado en uri espacio metrl co.

Nota. Evidentemente,decir que una suceslon IIn | de funciones en c(n, |Rn}
converge hacia | E c(n, Ry para TeeS equival ente adecirque In .. |

uniformemente en compactos de IN; o 10 que es 10 mismo, que

para todo K S N, K compacto .
Definicion 1.2. Sea N localmente compacto, enumerable al infinite. Una suce-
slon de funciones lIn I en c (n, IRy) se dice una suceslon de Cauchy para

1C. si para todo compacta K de I

Nota. En verdad no es costumbre hablar de sucesiones de Cauchy para una tope-

logia. EIl teorema siguiente [ustiflca, sin embargo, esta terminologia.

Teorema 1.5. Para que una sucesicn |In | de ¢ M, IRy} sea de Cauchy pa-
ra 7o' es necesario y suficiente que para toda |Kn I ,sucesion exhaustiva

de compactos de N, |In | seauna sucesicn de Cauchy para la metrica

log Il «,

1 Hlogik;
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Demostracion. Sea E> 0 Ysea

e PR I S

m>n 2M T+ Wl

Si lip | es una sucesion de Cauchy para

fqil = E. Como E es arbitrario, lim
n ~(-000

cesion de Cauchy para d. Reciprocamente

i -1 lin
|+”/p‘|q”n
Por 10 tanto, si | |p | es de Cauchy para
lim
P,  -ooo
Esto impli ca que _ lim il - Iln = o
& 000 P q

Teorema 1.6. Sea N loealmente com::>aeto, enumerable al infinito.

espacio

ta. Esdecir, si IIn 1 es ilna sucesion de Cauchy

c(N,R) ftal que In -01

La demo stracion

Lema 11 Si lInl es una sucesion en c(N, JR)

entonces  I<;C(nJR,).

D'emostracion.

1@ 1) s tii@) -k@ 1+ k)

'k @ - lkixy I e

44

n 10 suficientemente

Sea K wuna vecindad compacta de aEn.

grande para que

Entonces dl o <MUl- Su + E
. -n
re-lim  ddp) $. e+ lim -
[« 000 () q +p,q-ooo p
d(lp.)) =0,y lip I es una su-

< 2nd (I .|)
() - la

y completa la demo stracion

Entonces el

C(n , R ies completo para la topologfa de la convergencia compac-

Jara rc' existe | en

en compaetos.

resu ltara inmedi atamente de los dos lemas sigui entes

y In-01 en compactos,

Para X E-K

-I(a) II+|||k(a) k)



Si B> 0, para k ~ kg kg losuficientemente  grande,

de 10 cual,

como Ik es continua,

Lim
X-+a

Se deduce Que

Ltim o l@-10 1 =0
X-+a

y de esto la afirrnacicn.

Lema 1.2. Sea In una sucesion de Cauchy en €M, IR, para "C . Entonces
para todo x EN, 1 (x) | es una suc eslon de Cauchy en IR, .ysi I N=Ir,

esta definida pat [Lx) = lim Inix), In | en compactos.
n -+00

Demostracion. Como

y Ix | es compacto, se deduce Que

y lin(x) | es entances una sucesion de Cauchy en IRy  Sean K un compacta

de 11, E>ONM>0 tales que II/n-ImIIK< E si n~N y m~M S.

XE K,

Por lo tanto, si n~ N,

45



por ser

cuando m ~ M. Como x <. K es arbitrario ,

para n~ N. Y la afirmacion resulta de esto .

2. Convergencia compacta en (9(n) -

Teorema 2.1. ecn) es tm C. subespacio cerrado de €M, c) para rc.

Demostracion.  Notese en primer lugar que una funcion i € C (n, C) es holo-
morfa en N st YSolo si la restrlcclon de | atodo subconjunto abierto convexo
N' S N esholomorfa en N'  Seaentonces |In | una sucesion en O(m Yy

supongase que In ..l en compactos de N. Sea N' un abierto convexo de

N. Para demostrar que | es holomorfa en N' basta demostrar que si

pES  1({I"Y) es cerrada,

Pero si K =1m p, K es compacto, Y

1
1fldz -fin dz iz Sup 1 1(x). In(x) 1 f 1p" ) 1dl
p P XEK o

de 10 cual,

0 = Lim lIndz = fldz;
n...oop P
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Esto demuestra el teorema.

Denotemos por 7{- a la restriccion a © (@) de la topologia 7 de C(Q,C).
r'c se denomina la topologia de la convergencia compacta sobre O(Q), y es-

ta definida por las seminormas

11l = sm 11i6 11,

donde f €0(Q) y K es un subconjunto compacto de Q .

Nota . Claramente rc esla restricciona ©(Q) de ;. donde 4 esla meé-

trica asociada a una sucesion exhaustiva de compactos de Q.

Teorema 2.2. O(Q) es ur espacio métrico completo. Es decir, toda sucesion

de Cauchy en © (Q) para ¢ es convergente para dicha topologia .

Demostracion. Como {/ | es una sucesion de Cauchyen C€(Q, C) para 7°.,
f,~f€C(Q, ) para r.. Como O(Q) escerrado, € O(Q) Yy f,~/

para r& 2 El teor‘ema esta demostrado.

El siguiente teorema jugara un papel importante en el proximo capitulo. Como ve-
remos también, mas adelante, implica una interesantisima coincidencia de topolo-
gias sobre ©O(Q). Recordamos primero el siguiente lema, demostrado en el ca-
pitulo VI .
Lema 2.1. Sea & ©(Q). Sidefinimos inductivamente
!foJ % i
FORLLY
para KE€N, j{k’ siempre existe y !(k) cC(Q). Ademads,si a€Q vy

Bg(a) C Q, entonces, paratodo & €B(a),
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k! r H2)
. 1
2 i cECa) (z_b)k+l

T enemos entonces

Teorema 2.3. (Weierstrass>  9ea |In | una sucesion de funciones en o)

y supongamos que In - | uniformemente en compactos de 0. Entonces

para todo k & n, I converge LInffOrmemente en compac fos do p,
s . ® K
Demostrac;ion. Demostremos pnmero que In sobre toda bola.cerrada

B, (a) tal que B S O. Una vez hecho esto la afirmacicn resultara para to-

do compacto K S 0, pues K puede ser recubi erto por un NUMErQ finito  de ta-

les bolas, y si B1"™ Bp recubren a K,
de 10 cual la afirmacion. Sea entonces B(@ S 0 , ysea s>r tal que Bs(a)
este aun contenida en O. Como B,(a) C Bs(a) , para todo bE B,(a)
In (2)
I (k)@©) = f —-——-T-r- adz.
n T i Cs(a) iz-b) +
Pero, para z E 1m Cs (a), lz bl ~ |s-, | >o0.
Por 10 tanto,
—deo 1 sup H @-i@1 e
2 Ti |S'| k+l  zE:B/a) n
0 sea:
Sup INK)(b)-/K)(D) .\ S _~!§ f fill
bE B/a) STk« B@.
Como
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tambien

y el teorema esta demostrado.

00

Definicion 2.1. Una serie 1 f de funciones en C(D , IR D abierto en
n=1n n>

IRy ' se dice convergente para TC' Si la sucesion

es convergente para, 1C. Claramente se tiene, entonces, el siguiente corol ario

del anterior teorema :

Corolorio.  Sea {In! una sucesion de funciones en (J(D), Y supongase que la

00

serie 1 In converge uniformemente en compactos hacia IE (J (D). Entonces,

para todo k E IN, la serie

~ fw
n=1 n

converge uniformemente, en compactos, hacia /k).

Tarnbien se tienen, evidentemente, los siguientes resultados:

00

Teoremo 2.4. Para que unaserie A f  de funciones en cW, Ry sea
- = n

convergente para +C es necesario Y suficiente que la sucesion

sea convergente a cero para iC cuando (m,n) ..o -

Teoremo 2.5. Sea D' abierto en c, |I In una serie de funciones en (J(D)
n=

Entonces, si ~ f converge en compactos de D, la funcion

n"™1 n
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gx) = 3 (2
es holomorfa en Q.
Teorema 2.6. Sea Z fnuna serie de funciones en C (Q, R,). la cual es con-
n=

vergente en compactos. Entonces, la sucesion |/ | es convergente, en com

pactos,a 0.
Teorema 2.7. Sea %‘.Ijn una serie de funciones en C(Q, R) convergente en
n=

compactos, y sea p €5,(Q). Sea j= 3 f . Entonces
n=:

Si, por otra parte, o € 55(Q),
[Jdzndzi= X [ f dz A dZ.
o n=1 ,

Convergencia simple y convergencia absoluta. Convergencia absoluta en com -

poactos.
Sea £} un espacio topoldgico localmente compacto, enumerable al infinito .

Definicién 3.1. Una sucesion de funciones /, € C(Q, R,) se dice simple -

mente convergente en  , si existe una funcién /: Q - R, tal que

Lim f,(x) = fx) ,

n” e

para todo x €1 .

o0
se dice simplemente convergente en Q si la setie T [, (x)
n=1

o
Una serie X 7f
n=1"

es convergente en Q.
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Teorema 3.1. Si una sucesion o una serie de funciones es convergente en com -

pactos, entonces es simplemente convergente.

Demostracion. Inmediata,

Definicion 3.2, Si para todo compacto K de Q

S 00

n=1
ees convergente, X / se dice absolutamente convergente en compactos.
Teorema 3.2. Si una sucésion o una serie de funciones es absolutamente conver-

gente en compactos, entonces es absolutamente convergente.

Demostracion . |nmediata.
Teorema 3.3. Si una serie de funciones es absolutamente convergente entonces

es simplemente convergente.

Nota. Notese que si § f, ! esuna sucesion de funciones en C(Q, R,) tal
que Zim |f (x)]|=f(x), noesposible concluir que exista el limite simple
n »o0

de {/,1 .

Teorema 3.4. Si X/, es absolutamente convergente en compactos entonces

es uniformemente convergente en compactos.

Demo stracidn : Clara .

4. El Teorema de Liouville y el teorema fundamental del dlgebra.
El lema2.1 del N® Z tiene una importante consecuencia.

Teorema 4. 1. (Estimativas de Cauchy). Sean € O(Q) y €@ . Entonces,

para' todo » >0 tal que B (a) € Q ,

1 ]ff""(a) | < _H

I = n
n. r
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donde

M@ = Sup @ |
[zal =
Demostracion: En efecto ,
1 (n) _ 1 [12)
e B C B dz
n! 2rri Cr(a) (z-a) n +
De esto, 1
1 1 1
- [I(n) @ 1.5 sup 1 l@) fdn
n, o lz-a] <« Tn o Tn
Esto demuestra el teorerna.
T enemos entonces
Teoremad,2,  (Liouville), Si Ir() () ysiexiste wm>o tal que l{zlsM
para todo z e - entonces | es constcnte en c .

Demostracion, En efecto, para todo 1 >0 ytodo a€ e,

lt'@ | < Mw < M

T r
Por 10 tanto,
lj@ 1= lim lj@ | .5 tm M =0
r ...o00 T ... 00 T
de 10 cual j(@ =0, Esto demuestra el teorema.
Como consecuencia del teorema de.Liouville es posible dar una demcstracion

del teorema fundamental del algebra. Recordarnos que por un polinomio en € se

entiende una aplicacion I: e ... delaforma
4 n
[tz = L a z mE:/N.
n=0 "

Es claro que €[z 1 C ()(e), donde ezl=I11:e ..e || es un pol inomio
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en C }, yque Clz] esun C-subespaciode ©@(C). Es ademas facil de
ver (Ejercicio 8 ) quesi f€ c[z], solo hay dos altemativas para f: que
f(z) =a,  paratodo z€C , oque

Itm [f(2) | =+ e .

| z]5 400
En el segundo caso se dice que f tiene grado > 1. Se tiene entonces :
Teorema 4.3 . (Teorema fundamental del dlgebra) . Si 7€ c[z] tiene grado

> 1, existe entonces a ¢ talque f(a)=0,

Demostracion. Supongamos f(z) # 0 paratodo z€ C, ysea g(z)=1/f(z) .

Comu| |l='m | f(2) | =+, necesariamente g es acotadaen C. Como ade-
Z| 4o

mas ge O ¢c), entonces g, ypor lo tanto /. son constantes. Este absur -

do demuestra el teorema.

5. Equicontinuidad.

Definicion 5.1. Un subconjunto F C ¢ (Q, R,) se dice equicontinuo en un

punto a €Q si, dado £ >0, existe unavecindad V de a, tal que

[| fla) - f(x) || < €

para toda fCF ytodo xCv.
En otras palabras, ¥ es equicontinuaen « siparatodo € >0, esposible

encontrar una vecindad V de a tal que

ve N ;i (f(a))),
fefff gf“

o lo que es lo mismo, que, para todo € >0,

53



es una vecindad de a.

Definicion 5.2. Si 5 es equicontinuo en todo punta a EO, diremos 5 es

equicontinuo en 0, o simplemente, que 5 es equicontinuo.

Como €(0, IR, es, cuando O es enumerable al infinito, un espacio me-
trico, para que un subconjunto 5.5 em JIRp) sea relativamente compacto,es
necesario y suficiente que de toda suceston | In | ¢ 5 se pueda extraer una

subsuces lon llnkl tal que f ..[E e(o ~), para "c. sea 5 un

subconjunto reiativamente compacta de e (0O, R - Entonces, para todo aEO,
5@ =11 |IE 51 es relatvamente compacta en-n' En efecto, si an =
n@ ED5 @) Yy si  Ink es una subsucesion de In convergente en compactos

hacia 1 an  €es una suasucesicn de an convergente hacia a = [i a) . Por

k
otra parte

Teorema 5;t. Si 0 es localmellle compactoy 5 es relativamente compacto ,
5 es eg'~icontinuo .
Demostracion. Sean aEO, E> O. Sea E = E/3. Sea K una vecindad

compacta de a. Claramente existen 11" in en 5 tales que |l UK, E(Ik)

k=1,2 .. ,nl esunrecubrimiento de 5. Comocada Ik es continua en
a, existe una vecindad Vi de a tal que Ik(x) E BE.(lk(a)) si XE Vg

Sea V' = kf-ril' vk. Si xE v, Ikx) E BE' (fk(a)) para todo k=I,2,,, n:
Seaahora |IE 5 arbitrario. Entonces IEU K, B (k) para alqun k. De es-

to, 111(x)-lk(x)l< E' paratodo xEK. Ahora,
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Por lo tanto,
|| flx) - fla) || < 36" =¢,

si xeVv =v'N K. Esto demuestra el teorema.

Reciprocamente {véanse antes los ejercicios 25y 26) :

Teorema 5.2. (Ascoli - Arzela ). Si Q es un espacio localmente compacto, y
si ¥ esunsubconjuntode c(Q, R ) tal que
1) ¥ es equicontinuo .
2) Paratodo a€Q , ¥ (a) es relativamente compacto en R (es decir,
acotado en ij , entonces F es relativamente compactoen CEQ,R_ )
pam TC =

Demostracion . Como, paratodo x€Q, ¥ (x) es relativamente compacto en

— Q
R, . MHS F (x) espor lo tanto compacto en xgg R, = R_ (Teorema de Ty-

chonoff) . Sea entonces - e
iy % ) ey
¥ xe()

definida por & () = (f(x) ), ¢ . Evidentemente ¢ es biyectiva. Recorda-
mos ahora que para cada punto (f(x) ), ¢ o los conjuntos

V(f.ay,....a,, €)=1(glx)) cqlllf(a)-gla)]| <€ para k=12,...,n

forman un’ sistema fundamental de vecindades de (f(x) ), ¢ q . Veamos que ¢

es continua cuando sedaa F la topologia inducida por 7. . Escribamos
Ug (D=Ug DNF
Sea: K = lag,.....q, 1\ Evidentemente K es compactoy

.1
Uk ¢S ¢ Vf.ay,.... a,, € ).
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De esto , la afirmaclon. Veamos ahora que 1> es abierta, de 10 cual, un homeomor-

fismo. Sean K un compacta de N, E> o0, IEf Como :f es equicontinuo |
paracada s C « existeunavecindad V(a) dea talquesi x=V(a),l,I(a)

- 1(x) Il < E/3 para toda IEf. Sean "i:... ,an ~ K tales que K T v(@l
Uv@E@ U.. U V@) Veamos que

En efecto, si (g(x)) cegn E V. ||g(a)Z - I(a.)Z Il < E/3 para i = 1,2, ... n,
Sea ahora xEK. Se tiene que xE veal)  para algun 1SiS n, Por 10 tan-
to, 11100-909 Il S 111(0-1(a)  11+1(ai)-g(ai)il+lg(a/g(x)11 < E/3+ E3+ EI3

= E . Esto demuestra que

”I-g Il = Sup Il [i ) - 9g® Il < e
xE K

10 cual completa la demostracion

Nota. Los teorema 5.1 y 5.2, as! como sus dernostraciones, no requieren ninguna
hipotesis adicional sobre N, salvo la de ser un espacio topolcgico localmen-
te te compacto. Lo mismo es cierto del siguiente corolario. Notese primero que Si
:f. es compacta en C (n IR f @ es compacto en IR . Setiene enton-

m

ces el siguiente coral ario del teorema de Ascol i :

Corolario t. Sea :f T c(n Ry Las proposiciones  siguientes son equiva-
lentes
1) :f es relatvamente compacta (resp.. compacto) en C (n . Ry

2) f es equicontinuo y :f (@ es relativamente compacto (resp. : compacto )

pardtodo a EN.

En caso de ser [l enumerable al infinito, se tiene
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Corolario 2. Si Q es localmente compacto, enumerable al infinito, y ¥

€c(Q,R,), las proposiciones siguientes son equivalentes :

1

2)

¥ es equicontinuo, y paratodo « €Q, J(a) es relativamente com-

pactoen R _ .

De toda sucesion {/, } C § puede extraerse una subsucesion { f”fe { con-

vergente en compactos hacia f € C(Q, R ).

Nota. Si en el corolario anterior  es cerrado, f € ¥ . Esto es asi, por ejem-

plo, si ¥ (a) es siempre compacto .

Ejercicios
Sea 1) un espacio localmente compacto el cual es reunion de un nimero enu-
merable de conjuntos compactos. Demuestre que  es enumerable al infini-

to.
Sea Q. unespacio métrico localmente compacto el cual tiene un subconjunto

enumerable A, densoen Q. Demuestre que Q es enumerable al infinito.

Concluya que todo abierto de R, es enumerable al infinito.

Sea © un espacio métrico. Demuestre que para todo conjunto relativamente
compacto KCQ ytodo € >0 existen ay,..., a, € K tales que
K C klzl Bg(ay) .

Sea’ Q@ un espacio métrico, K C Q@ un conjunto compacto. Use el ejerci-
cio anterior para demostrar que existe un subconjunto K*C K, K* enume -
rable y denso en K (Ind. Paratodo r> 0, racional, existe un subconjunto
s, de K, finito, y tal que

K ¢ U B, (a).
T aes, r
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Sea

5.

58

Sea  un espacio métrico localmente compacto, enumerable al infinito. De -
muestre que existe A C 0, enumerable y denso en Q. En otras palabras,
un espacio métrico localmente compacto es enumerable al infinito y sélo si es
separable (es decir, tiene un subconjunto enumerable denso). Demuestre que
un espacio métrico es separable si y sOlo si su topologia tiene una base enu-

merable.

Complete los detalles de las demostraciones de los teoremas 1.1, 3.1 3.2,

33 34.
De ejemplos de :

a) Una serie de funcionesen C(Q, R ), simplemente convergente y no
absolutamente convergente.

b) Una serie de funciones convergente en compactos y no absolutamente con-
vergente.

¢) Una serie de funciones convergente en compactos y no absolutamente con-

vergente en compactos.

Sea f(z) = aﬂz”-f- an_lzﬂ-1+ -esta, € Ccl[z]. Diremos que f tiene
grado » siysblosi a,# 0. Un polinomio de grado 0 es constante y di-
ferente de 0. EI polinomio f(z) = 0 no tiene grado. Demuestre que las pro-
posiciones siguientes son equivalentes para f€ C[z]:

D lim (2| =+
IZE-!H-on

2) f no es constante

3) f tiepegrado > 1.



10.

11,

12,

13,

14,

15,

. Sea f e€c(z]. Demuestre que si

= i m
f(z)—aﬂz”+---+ao bmz +...+b0

entonces m=n y a, =b, para k=012,..., 2. Concluya que el gra-
do de un polinomio # 0 esun nimero > 0 perfectamente determinado ( el
cual se denota por deg (f) ) . Demuestre que deg(fg) = deg(f) + deg(g), Si

f#0#g. Concluyaque C[z] esun dominio de integridad.
Demuestre que {z”[n >0, » € N} esunabasesobre C de Clz].
Sean f,g € C[z] , f# 0 # g. Demuestre que existen polinomios ¢,» €
Clz], con r=0 o0 deg(r) <deg(g),6 tales que

f=gq +r (Algoritmo de Euclides )
Sea f € Clzl., Demuestrequesi f#0 y f(a)=0, existen g€ C[z]
y un Unico nimero »€ N, »> 1, tales que

fz) = (z-2)" glz).

Sea fe€e€[z], f#0. Demuestrequesi Z(f)={a&ccC| f@)=0}en
tonces Z(f) tiene p elementos, donde p < deg (/).

Sean feClzl, f#0, Z(f) =1 ap...., @, . Demuestre que
n n n
flah= (e=ay) el ? v g6, 2
donde nr+u.2+----+np=deg (/).

Sea K=2,Q, R, C. Denotaremos por K [z] al subdominio de cl =zl
de los polinomios f(z) = aﬂz”+ «evta, Con a, € K para k£=0,1,2,...n

Un polinomio f € K[z] , deg(f) > 0, sedice irreducible sobre K . si
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16.

1,

18.

60

no existen dos polinomios g5, 0 < deg(g) < deg (b) < deg(f), tales que
= g. b. Demuestre que los Unicos polinomios en C [z], irreducibles so-

bre ¢ , sonlosdegrado =1. Si K=Q, R, C, losUnicos elementosde

K[ z], invertibles, son los polinomios de grado 0. (Es costumbre identifi -

cara f(z)=a, con a,. Entonces K C K[z] y K-{0} es el conjun-

to de los elementos invertibles de K[ z] )., Cuales son los elementos inverti-

bles de K[z]

Sea f€ R[z]., Demuestre que si o € C estal que f(a)=0, también

f(T)=10. Concluyaquesi f€R[z] esdegradoimpar, existe o€ R

tal que f(a) =0,

Sea ,l’(:)=azz+bz+cEC[z] , a¥# 0. Demuestre que si bz-éacz 0,

ba b2 4ac  _-5-Vo? . 4ac

2a 2 2a

zZ(f) = |

yquesi 42-4ac <0,

2= §— y &
/ ! 2a 2a

Demuestre que, en general,

b+ w -b +w
Fih= | &S 6 e £
2a 2a

2

donde w;, w, son las dos raicesde &< - 4ac.

Sea f(z) = az? + bz+ c € R[z]. Demuestre que las proposiciones siguien-

tes son equivalentes :
a) [ esirreducible sobre R .

h) Existe @€ ¢ - R talque f(x)=0,



19.

20.

¢ b2 4ac <o.

Demuestre que los unicos polinomios en IR [z 1 . irreducibles sobre IR

sonlosdegrado 1 ylosdelafllirmaf-/(z)=az 2+bZ+6 con b2-4ac<O.
Sea P un conjunto de subconjuntos del espacio topolcgico n. Para cada
A EP Y [/ ECCI Ry se define
i = s M(X) 1
A XEA
Y lueqo
VA E()=IgECW.IRp) I11/-gil A < El E>o0 -

Un subconjunto V de C(n ,Rp) se dice entonces abierto si para toda

/ EV existen A EP Y E>o0 tales que
VAE(G) c Vv

Demuestre que el conjunto 'P de todos los subconjuntos  abiertos deCfil,IRj
es una topologia sobre CIM R,  para la cual ! VA, e(j) laepr, >0l
es un sistema fundamental de vecindades. Si P es el conjunto de los com -
pactos de N, 'p ='C" Si P es el conjunto de los subconjuntos finitos
de N, 'p se denomina la topologia de la convergencia simple y se denota
por 'p

a) Demuestre que si !fy ! es una sucesion en C(p, IRp) fhe/E €I,

IR para 'p si Yy solo si

para todo X En.
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b) b) Demuestre que una serie de funciones en C(Q, R,) converge a e

si y s6lo si converge simplemente .

c) Demuestre que sisedaa C(Q, R, ) la topologia de la convergencia

simple, la aplicacion

(;';:C(Q,Rﬂ} - I C,
x€Q

v (f) = (f(0), cq
donde C = {/(x) | f€C(Q, R,) } , esunhomeomorfismo .

d) Sea F un subconjunto equicontinuo de C(Q R ). Demuestre que so-
bre F las topolegias inducidas por ¢ ¥ Tp coinciden .
e) De ejemplo de una sucesion de Cauchyen C€(Q, R,) para P la cual

no sea convergente aninguna f < C(Q, R, ).

f) Demuestre que si ) es un espacio topol6gico separado, finito, entonces

TF = TC .
g) Demuestre que si ) es un-espacio discreto entonces TR=Tc -

21.5ea p : C(Q,R,) xC(Q, R, ) » C(Q,R,) definidapor p(f g)=
=f+g. Demuestre que p escontinuapara r~. Lo mismo es ciertg de

las aplicaciones

RxC(Q,R) -+ C(Q,R)
7 n

h,[f) = Af
CQ,R,) x CQ, R,) > C(Q, R,)

(f. g) - fe .
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. 22.Sea Q0 un espacio topoldgico compacto' . | f, ! una sucesion de funciones en

23,

24

C(Q.R,). Sea P=|Q}| . Demuestre

a) TP = r(‘,

b) Si a = Hjnlla. entonces /, - 0 para r. siysOlosi a,-0
en R .

Sea  un espacio topoldgico localmente compacto enumerable al infinito,

{ K, ! unasucesion exhaustiva de compactos de Q. Sea f{/f, | una su-

cesion de funciones en (2, Rp) o 8 ag.= |1l K-
Demuestre que si lim s = 0  entonces [p = 0 para 7 . De un
(m,n) G

ejemplo que muestre que la reciproca es falsa.

Sea f/,1<C C(Q.R) talque /, ~ [ para 2 Demuestre que

lim [ Iy 4%, ...d.tp = [fdx; ... n’xp
K

n-o K

para todo compacto K C Q, Concluyaquesi p € Sl{ﬂ) ¥y p=2.

j w?.i' = f w
P p
si wn = ’!ﬁ' dx + &y dy ’ fn = " y gr.r - & paa rC ¥ ™ 'Ir‘ dy +

y dy . Demuestre que

I fu dx o dy - [ fdx A dy
p P

si f, - [ para re Y peSQ) .
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25. Sea D un espacio localmente compacto. Demuestre que un subconjunto  j
de C(D . IR, es equicontinuo si Y solo si Jj, su clausura en €ern, IR

para 1C tarnbien 10 es .

I'n dicaclon Dados a E DyE> 0 existe una vecindad compacta K de
a tal que llgx- gray Il < E/2 para toda g~j ytodo xI:K  Sea
/E I Ytonese S —j Nuk ER® para concluir que entonces
11/(x)-/(aJll<€ paratodo  «C S .

26. sea j f cq, R)  Demuestre que j (v Jj

ERRATAS

En la demostracion del Lema 4.1, Capitulo V hemos encontrado un error. El
comienzo de la dernostracion debe cambiarse como sigue: Sea a~D fijo vy

sean a. p ~ s/n) tales que p@© =a. p@ = z. Es claro que .. . supri-

miendo la frase ap-1-0 por ser D simplemente conexo. Por 10 tanto ...
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