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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA

. VARIABLE COMPLEJA, II

JAIRO CHARRIS C.

CAPITULO III

HOMOLOGIA SINGULAR

l . Homologia continua.

En esta sec cion X sera un espacio topo loqico arbitrario, I = [ 0,1] • In =

!Ct1 .... 'tn)[tiE/. i=1.2 .... ,nl.

Definicion 1.1. Una aplicacion continua p: In -> X se denomin ara un n- cubo con-

tinuo de X. Denotaremos por Sn(X) al conjunto de todos los n-cubos continuos

de x .

Es claro que
Sl(X) = U 5'(X; a.b) ,

a.bEX

Convend remos en que 10=! ° I. Po r 10 tanto

si se identlfican la apl lcacion p: 10 -> X. p (0) = x , con el punto x EX.

Definicion 1.2. Una aplicaclon
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tal que su soporte,

SuPP I = I a I I (a) i 0 I,

sea finito, se denornlnara una n-cadena singular de X. Denotaremos por Cn(X)

al conjunto de las n-cadenas singulares de X.

Como So(X) = X, Co(X) es el conjunto de todas las aplicaciones de X en Z

tales que [I x) = 0 salvo para un rnimero finito de puntos x EX.

Con las leyes de compcstcion usuales :

(1+ g) (0-) = I(a) + g(a) ,

(A I ) (a) = A I (a) AEZ

Cn(X) es un Z-modulo. Si identificamos a o-ESn(X) con fa n-cadena lo dada

por

1 , a = P

0, a i P

podemos considerar a Sn(X) como un subconjunto de < (X). Se tiene entonces

Teorema 1. 1. El conjunto Sn(X) es I,ma base, sabre z, del Z -modulo Cn(X).

Demostracion. Sea
n

I = ~ Ak Pkk=l

y suponqamos: 1= o. Sea Pj' con l:5i:5 n , Entonces

de 10 cual \ = O. Por 10 tanto, sn (X) es libre . Sea ahora IE Cn (X) y supon-

gamos que

A SUPP I !P1,P2:"" Pn!·
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Escribamos
A. I(p.) ,
J J

y sea n
f' = ~ Ak Pk '

k=1

Esclaro que f'E Cn(X). Porotraparte, si pE-Sn(X) Y pEf-A, f'(p)=/(p)

= 0 .. Y si p = p k E A ,

n
f' (p) = ~ A. p. (p k) = Ak = I( p) •

j = 1 J J

Esto demuestra que f' = I y que Sn (X) es un sistema de generadores de C-n(X).

EI teorema esta demostrado.

Ejemplo 1.1. Los 2 cubos de x = 1R2 definidos por

n 2TTint
c'1 '2 (a) (e, t ) = a + ('2 e + '1 ( 1-e ) )) e

donde 0:::"1::::'2' nEZ, aEIR2 , sedenominanlas2-coronasde lR2COn:

(I) centro en a .. (2) radio interior, 1 .. (3) radio exterior '2" (4) indice n ,

Tales 2-cubos juegan un importante papel en anallsis complejo de una varia-

ble. En el caso '1 = 0 tales coronas reciben el nombre de 2- discos, con las es-

pecificaciones anteriores, yen lugar de c" (a) es costumbre escribir con, (a).
'],'2 2

Si '1 ='2' tales z-coronas reciben el nombre de 2-circulos. Si G es un abierto

de JR2 tal que

,!xl'1:::.llx-all::::'2! ~ G,

c; r (a) puede considerarse con un 2· cuba de G .
]'2

Nota: N6tese que Co(X) es el conjunto de las aplicaciones I: X .... Z tales

que [i x) = 0, salvo para un mimero finito de puntos. Para n E Z , n < 0, es
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tambien costumbre definir

Para cada 17 2 1, Y cada pareja (i,j) i > 1, 2, , .. , n'; i " 0,1, se define el

operudor de cara F i • 1n-1 In poria relacionj • -e

i :: 1

(t1, .. ·,t'l' °1" t".J- J J
t .
n-1,

1<i<n

(t l' ... , tn-1' OJ')J
i:: n

donde

{ 1 si j '"

°1j
a si j '" 0

es el ° de Kronecker. Los operadores de cara tienen la siguiente propiedad fun-

damental

Lema 1. 1 ( a)
i+ 1 k

Fk F.iF, 0 Fh '" 0 si k < i
J h J

( b) i k k+ 1
F!F, 0 Fh Fh 0 si i < k

J J

Demostracion, Demostraremos primero (a). Se tiene

i..l- 1
F
j
' "r :.. ,t

k
_], 01lJ't~, ... ,tn_2):: (tl' ... ,tk_1, °lh,tk, .. ·,ti.l'°lj'ti' ... ,tn)·

POI' otra parte,

(!L' ..• , t i-I °1·,t., ... ,t 2)'J t n-
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",
Por 10 tanto,

Esto demuestra (a). Para demostrar (b), notese que si i < k entonces t.: < k .

Hagamos k' = is , i' = k. De (a) se tiene

o sea,

de 10 cual se deduce, sustituyendo i por i + 1 ,

y como i, h son intercambiables,

Esto demuestra (b) y completa la demostracion del lema.

l'efinicion 1.3. Si p Eo S (X), p .. = p 0 p~ se rlenomina la (i,j) cara de p.
" n" ZJ J

1 1 2 2
Ejemplo 7.2. Si n =2 , Fa (t) = (O,t) , P1 i t) = (l,t) , Fa i t) = (t,O), EJ. tt) = (t,l) .

La figura Ll representa las cuatro caras del 2-cubo p.(e,tJ = re, t)

ii.i,

-
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Ejemplo 1.3. Si n=2 y a(e,tJ = c
i

(a) = c,·I,2(a), la figural.2 representa
r I'2

las cuatro caras del 2- cuba a.

Fig. 1.2

(alO es el segment6 AB .. a2I es el segmento AB .. all es el circulo de radio

r2 recorrido en su di recc ion posi ti va; alO es el ci rculo de radio 'I recorrido en

su di recc icn pos iti va l ,

Definicion 1.4. Para cada p E Sn(X) , n ~ I, sea

n .
(Jp '" L (-1/ p ..

i>» lJ

La (n·I) - cadena (Jp se denomina el borde de o , Si n =0 y pC Sn(X) definimos

f1p=O.

Ejemplo 1.4. La figura 1.3 representa el borde del 2-cubo pee, t) == (e, t ) de

e
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Elbordedel2-cubo p(e,tJ=(e,t) de lR2.



Ejempfo 1.5. La figura 1.4 representa el borde del 2-cubo

Fig. 1.4

EI borde del 2-cubo P = c (0) de IR2T1' T2

Nota: Un 2- cuba P tiene cuatro caras Y dP = P20 + Pll - '21 - "io
Definicion 1.5. Sea p E Cn(X) , n 2: 1 r

n
P=k~/\kPk ' PkESn(X) , AkEZ

Oefin imos e I borde de P por

n
dp = 1 Ak dPk'

k=l

s: p E Cn (X) , n ~ 0, definimos

Es claro que si p E Cn(X) , Jp E Cn_1(X). EI borde define entonces un ope-

rador, obviamente z-lineal,
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2. Los grupos de homologia singular continua.

Sean

Entonces, Bn(X) , Zn(X) son Z - submodulos de Cn(X). Los elementos de

2VX) se denominan los n-ciclos de x. Los elementos de Bn(X) r los n-bordes.

Para n =0, Zn(X) = Cn(X). Para n < 0 r Zn(X) = Bn(X) = I 0 I.

T eorema 2.1. Para todo n > 0 .. Bn(X) £: ir/X) . Es decir, si p Eo C~+l(X) ,

a (d p) = 0 .

Demo~tracion. Ten emos

1 n+ 1
d(dp)= L L

i,h=o i-=l

10 cual se puede escribir en la forma

~ I'" i+i+k+h k i '" ('_l)i+i+h+k F.k Fid(dp) -= .,:., .,:., t.iv>. .p ° Fh ° FJ. + .,:., po h ° . I.
~h=o k~i i<k I

Introduciendo las notaciones

B = '" (l)i+i+h+k Fk r!'h":"- pOho.
I k < ' . I_ J

i+i+h+k i k·l
A 'b = L (-l) p ° F. ° Fh
I is,k.l I

se comprueba inmediatamente que

A. = '" (.l)i+i+h+k ° Fk Fi
ib i<k P hOi
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Anora, sustituyendo i por k y k-1 por i en la definicion de Aih, se tiene

i+i+h+k k i
A 'h = (.1) L (-1) po F 0 Fh '" - Bh; I

t k < ' i •
-)

de 10 cual a (it p) '" L B 'h + L A 'h = o. J:sto demuestra el teorema •
i,h t i, h t

Definicion 2.7. Un »-cubo p E Cn(X) r n ~o, se dice degenerado si, como aplica-

cion de In en X I es independiente de una al menos de las variables.

Uri 0- cubo nunca es degenerado. Para que un 1-cubo sea degenerado es necesa-

rio y suficiente que sea constante. Para que un z-cubo sea degenerado es necesario

ysuficienteque p(e,t)=y(e) 6 y(e,t> = y(t), yES1(X). Noseexcluyeaqui

que y sea constante (es decir, un 1- cuba degenerado>. Denotaremos por Sn,D (X)

al conjunto de los n-cubos degenerados de X. Pondrenros adernas que S D(X) = ¢n,

si n =S' o. Por Dn(X) denotaremos al Z - submodulo de x generado por Sn,D(X) ,

y escribiremos

- -
Bn(X) = Bn(X) + Dn (X) n Zn (X) •

Es claro que Bn(X) es un submodulo de Zn(X),

Definicion 2.2. I)enominaremos n-esimo grupo de homologia de X, con coeficientes

en Z I Y 10 notaremos Hn (X, Z) , '0 simplemente Hn(X), al Z - modulo cociente

ii (X) == i (X) / B (X) •n n n

Denominaremos relacion de equivalencia de homologfa sobre X. a la re lacion defini-

da en cada Cn(X) per

-XSi (p,a) E- H I escribiremos -F ~ a {mod X,n) , 0 simplemente p : an si no
-X
Hn es.hay lugar a confusion. ~n ta I caso pya se diran horno loqo s. F.s claro que
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en efecto, una relac ion de equivalencia en Cn (X) •

Denotaremos por <P>n,X ' 0 simplemente por <p>, a la clase de equivalen-
-x

cia segun Hn de p E Cn(X). Es decir,

< P > = ! a E Cn (X) I a p I

Si p,a E Cn(X) , « :» si y solo si
m

p - a = a C + L Ak Pk '
k =1

m > 1 , /..k E Z, Pk E Sn,D (X), c E Cn+ 1(X) , teniendo se adernas que

m

d ( L Ak Pk) = 0 .
k=1

De esto se deduce que si p;" a y dp = 0 ,tambien aa =0. Por 10 tanto, si

<p> I a Eo Zn(X) I p a I ,

y

- -Recordamos que si n =0 , Zn (X) = cn (X) y por 10 tanto, So(X)~. Zo(X), Sea

rjJ: So (X) ... Z definida par rjJ(p) = 1 para todo p, y extendamos a rjJ por li-

nealidad a todo Zo(X), Entonces rjJ: Zo(X) ... Z es un epimorfismo, y esta

dada por

n n
rjJ ( lAp ) = l Akk=1 k k k=1

cuando p k E So (X), aun si p j = Pk para k i j. Por otra parte, Bo(X)=B
o

(X)

S; Ker rjJ. En efecto, si p Eo S/X) r
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donde PI (0) = Po (0) = P (0) . Si (J~50(X) es un borde,

n
(J= k~ 1 Ak (Pkl - Pko) r Ak E Z

donde P ~ 51 (X) . Se ti ene entonces
k

n n
if;«(J) l Ak - l Ak

0 ,
k =1 k =1

y por 10 tanto (J E Ker if;. Mas ain

Teorema 2.2. St' X 'es un espaeio topologieo area eonexo, 80 (X) = Ker if;. La
aplieacion

if; : H (X) -> Z ,
o

obtenida de if; ).hH paso al eoeiente, es un isomorfismo.

Demostracion. To do 10 que hay que demostrar es que Ker if; s;. Bo(X) . Sea

n
P = l Ak Pk

k=1
Ak E Z , P k E SO (X) .

y supongamos que
n

if; (p) = l Ak' = 0 .
k=1

Entonces, para todo (J ~ SO(X) r

n
lA(J O.
k=1 k

Se deduce que n
P = l Ak (Pk . a ) •

k=1

Todo 10 que hay que ver es que, para (J fijo, Pk'(J es un borde. Para ello,sea

(Jk r; SI(X) tal que (Jk(l) = Pk(O) , (Jk(O) r (Jk(O) = (J(O). Tal (Jk existepues
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X es arco conexo. Pero entonces

y el teorema queda demostrado .

Coro/ario: Si n es un abierto conexo en 1Rp' P;:: 0, entonces Ho(n) "" z.

Demostracion. En efecto, n es arco-conexo, por ser abierto y conexo.

3. Lare/acionentre 7T1(X) y H1(X).

Entre ;1 (X) y H1(X) existe, en el caso de X arco-conexo, una importan-

ti sima rei acion. conocida como el Lema de Poincare (muchos otros lemas en mate-

matic a Ilevan tambien el nombre de Poincare). Como vemos, tal lema juega un irn-

portanfe papel en el analisis complejo.

Lema 3.1. Sean P,(J'" Eo 51(X) Y sllpongamos que pa esta definido. Entonces

( a) pa - p+a

(b) p-l - -P

(c) ea ~ 0, para todo aEX,

Demostracion. Sea y = pa E 51 (X) Y definamos

t+ 1yW, t ) = y (e (-2-) + (1 -e) t ) .

Note se al respecto que si t E- [0,1] ,

e (~±-.l) + ( 1- e) t E [0,1]
2

para todo eE [o,n. Adernas y ES2(X) , Y un calculo simple muestra que

Y20 == p, YiO == Y, Y11 == a Y que Y21 es degenerado. Par 10 tanto

p-pa+a: 0,



yde esto,
p o ~ p s.o ,

Esto dernuestra (a) . La relacion (c) es trivial por ser "« degenerado. Para de-

mostrar (b), tome se

ace, t ) = p( (l-t) + e t ) Eo 52(X) .

Seveinmediatamenteque a20 y all son degenerados y que alO=p-1,a21=p.

De la relaclon

sededuceinmediatamenteque (_p) ~ .:', ~llemaestadernostrado. ..
Lema 3.2. Si pE52(X) Y p=p p pI PlIO' entonces p ~·O

20 11 21 -

Demostracion. En virtud del lema 3.1

Lema 3.3. Sea y ES1(X,a). Si y ... ea, enronces y: 0,

Demostracion. Sea a: y ...."a : Es claro que aE 52 (X). Por otra parte, es evi-

dente que

Como ea es degenerado, y: da. Es decir, y: 0 .

Corol ario, Sean p, a f 51(X .. a, b) , Y suponqase que P "" a. Enton ces p - a •

Demostracion. En efecto, pc} es ea' Por 10 tanto, p (,1 ~ p - a: O. Se dedu-

ce que p ~ a •

Sea ahora

la inyec clon natural: i(p) = o , En virtud del corolarlo al lema 3.3, p es p' irn-
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plica p~p', o sea, i(p) i(p'). Porpaso a loscocientes defineenton-

ces una apticacion

¢([p]) = <p>

Ademas. por los lemas 3.1 y 3.3,

¢([pl[o-l)

¢([/])

<p> + <0->

<p>

'.
de 10 cual ¢ es un homomorfismo de las estructuras de qrupo.

Teorema 3,7. Si x es arco conexo, ¢:;j (X) 4 Hj (X) es sobre .

Demos tr acion, 13asta demostrar que ¢";j (X, a) 4 Hj (X), a EX, es sobre.

Para cada bE X escojase, de una vez por todas, una curva Yb E 5j(X .a , b) .

Sea p <; ij(x) r

m
p = L '\k Pkk= j

,\ k E Z , Pk E 5j (X) .

Adernas , sea x =k

YOk = Yxk' Ylk = Yyk

donde Yxk,'Yyk son lascurvasen Sj(x,a,xk), Sj(x,a'Yk) escogidasantes.

Sea _ m ,\
II ( .i ) k

P '" k=j YOk Pk Ylk

Es claro que p Eo Sj(X .a ) , Demostremos que

¢([p])",<p>.

Puesto que ¢ es un homomorfismo,

344



_ m 1 m m
¢(p) = <k~l Ak(YOk Pk ilk) > = < l'=l Ak(YOk -Ylk) > + < k~/k Pk > •

Se.deduce que m
¢(p) = < l'=l Ak(YOk-Y1k» + <p> •

Veamos ahora que
m m

k~l Ak Ylk = l::'l Ak YOk

Como P es un 1- cic 10,
m m

a P = l'= 1 Aka Pk, = kl;. / k ( Pk1 - Pk0) = 0 ,

Se deduce que m m
k~l Ak Pk1 = kl;.l Ak PkO

Pero los Pkj son O-cubos, y por 10 tanto linealmente independientes. Oebe exis-

tir entonces una permutacion r . de {I, 2, .. , ,m I, tal que

Pk1 = e, (k)O ' Ak = Ar(k) .

Pero entonces Pk/O) == pk(l) == Pr(k)O(l) = Pr (k)(0). De esto Y1k =Yor (k) ,Y

la afi rmac ion resul ta inmedi atamente de esta rei acion. E I teorema esta demostra-

do.

T eorema 3.2. (H. Poincare), Si x es arco conexo, Ker ¢ = ;~(X, a) donde

;i (X, a) es el subgrupo derivado de ;1(X,a) , 0 subgrupo de los conmutado-

res. EI homomorfismo
¢ : ;1 (X, a) I ;'(X,a) .... H l(X)

obtenido de ¢ por paso al cociente es,entonces, un isomorfismo. Es decir,

;(X)ab'" HI (X) ,

donde
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es, de anlerdo con la terminologfa usual de la teona de grupos, el abelianizado

171 (X) .

Demostracion. Para cada punto x EX, escojase una unica Yx E SI(X ; a,x ) .

Si p E 51 (X), sea

Yop=Yp(O)' YIp = Yp(l) ,

y definamos

por -1
l/Ap) = [ [y to P YIp 1 1

donde [[ 0 11 denota a la cl ase modu 10 ;,/ (X, a) de [0]. 'Jenotemos tambien

por l/J a la extension lineal de la anterior apllcacion a todo Cl(X). Sea pES/X,a),

<p> = O. Demostremos que [0] E ;'j (X , a), 0 10 que es 10 mismo, que [ [p]1=

[( ea)) = 1. Esto probara que Ker ¢ s;: "i(X, a). Supongamos entonces que

P E Bl(X) , 0 sea que s

p = a 0 + ~ Ilk Ok '
k=1

donde 0 G= (2(X) y Ok E Sw(X), Supongamos tambien que

q
o = ~ Ak pk

k=1

Entonces q
a 0 = ~ Ak npk

k=1

y

Sean
Yijhk = y/.,ch). h 0, 1 •

lJ

_ q k - 1 k -1 -lk -I -lk -1 Ak
P = lL (Y200k P20 rzou. YllOk Pl1 ~llk Y211k F21 Y;zlOk ~Olk ~O }JOOk)
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Como 0k(l) = ok (0), tambien Ylk = YOk' Como evidentemente

se tiene

Par otra parte (Fig. 3.1)

Fig. 3.1.

Se deduce que - q -k -1 Ak
P '" II (Yk P Yk )

k=1

donde
k k k -1k .i»

P = '20 0. 1 P21 PlO
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- k -1 -k kPero Yk p Yk '" ea, por ser p - ea ,ak = p (0,0), Por 10 tanto p.p", ea,
k -1

Perc tj;(p)"O[[pl][[pll"O[[eallE;j(X,a), y tambien tj;(p)"O[[ypy11 don-
- -I -

de y = yp(O) = YaE SI(X, a) , Se deduce entonces que .[y p y 1 E 77j (X, a) , y de

esto. que [p 1 E ;j(X,a), como queriamos demostrar. Veamos ahora que ;j(X,a):;

Ker ¢. Perc si

de 10 cual la afirrn acion. Por 10 tanto, Ker ¢ = ;j(X, a) , Corne ¢ es sobre, el teo

rema esta demostrado.

Coral aria I, Si X es simplemente conexo, entonces

;I(x,a) =;1 (X,a) / ;'(X,a) ee HI(X) = !° I
ab

para todo punto a EX, a sea,

Corolario 2. Si n es un abierto conexo de IRp' P ~ 0, HI (0) = ° .
Nota, ~eemplazando a Z por JK = Q, R, C en la definicion de los grupos de

homol oqi a obtenemos la denominada homologfa con coeficientes en JK, Una »-ca-

dena con coeficientes en JK es simplemente una apl icacion con soporte finito de

Sn(X) en JK', Y Cn(X, JK) , ii/x, JK), Bn(X, JK) , Sn,D(X, JK) , Dn(X, JK) y

Bn(X, JK) se definen de la manera obvi a, utilizando como borde la extension de

(In a c~(X, JK i . Escribiremos Hn(X, JK) para denotar al »-qrupo de hornoloqia

can coeficientes en JK, Es claro que Hn(X,IK) es un espacio vectorial sabre IK,

yes facil ver que Hn(X, JK) '" Hn(X) 0 zJK,
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4. !-Iom%gia suave.

Un subconjunto F de IRn se dice una' subvariedad de IRn si

m
= U ak + Vkk=l

donde ak E IRn Y V k es un subespacio de IRn. Si dim (V k) < n para todo

k = 1, 2, .. " m , se dira que F es una subvariedadpropia de IRn. Para n =0,

l a unic a subvar iedad de IR es !ol. Si n=l,lasunicassubvariedades pro-n

p ias son los conjuntos finitos de puntos, Y si n=2, los conjuntos que son union

de un mirnero finito de lineas Y puntos. Sea ahora n abierto en IRp' P:: 0, Y sea

p E Sn(O)' n =0,1,2, ... , Se di ra que p es suave, si existen una vecindad rela-

tivamente compacta u de In,.una subvariedad prepi a F de IRn, y una aplica-

cion p: U ...n, p E COO ( U - F, n) , tales que p I In = p y que

. donde

p' ( 11' ' .. , In )

Denotaremos por 5n(m al subconjunto de 5n(0) formado por los n-cubos sua-

ves, y por Cn (m al subrnodulo de Cn(O) generado por 5n(0). I\lotese que

5
0
(0) = Som) , Y que CoD) = Co(0). Por otra parte,

51(0) = U Slm,. a.b ) ,
a,bE:n

y 52(0) es simplemente el conjunto de las hornotopias suaves de n. Luego se
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definen

Vn(O) como el submodulo de Cn(O) generadopor Sn,D(O) , y

EI Z-modulo Hn(O) se denornina el n-isimo grupo de homologfa sinwdar suave

de n .
Si un abierto n es conexo, dos puntos cual esquiera de n pueden unirse por

una curva pES ](0) ,.basta, por ejemplo, tomar una poligonal que aproxime sufi-

ciente cercanamente a una curva a E S](n) que conecte a los dos punto s. Se de-

duce que H 0(0) '" Ho(n) '" Z. Por otra parte, si

S ](0) a En,

es la inyeccion natural, es compatible con las relaciones RS y HP (notate-

mos H~ a la rel acion de equivaienciaen Cn(n) dadapor H~=l(p,a)lp-aE:

-' n A './~> 'D3 (0) I, y escribiremos p - a si (a, p) Eo H • demas, v denotara a lan n. , n
clase modulo Hn de p Eo c,/O). Si p -a diremos que pya son suavemen-

te horncloqo s) . Es decir, si p == a, tarnbien i(p) - i(a), e i define entonces,

por paso al cociente, un homomorfismo epiyectivo.

h : 17]m, a) -> H] (0)

tal que h( Ip l) = <p>. Se tiene entonces la siguiente version del lema rfe Poin-
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care.

Teorema 4.1. E:I nucleo de h es precisamente 7T/m, a) , subgrupo derivado de

171m, a) y se uene UtI isomorfismo
~
h: 171m, a) /7Tjm, a) .... H1(m,

o 10 que es 10 mismo,
~
h : "/m / "i «n ... H1(m ,

dado por h(\p 1+ "j(m) = <p} .

Demostracion. ldentica a la del teorema 3.2 .

Corolario. Si n es un abierto conexo de IRp' H1 (m = H 1(m .

Demostracion. En efecto

~
Nota. EI isomorfismo h: H1(m ... B1(m esta obviamente dado por

h ( <p» = <p>. •

Nota. Por reqularlzacicn de los n-cubos p Eo Sn(n) es tac ll ver que es posible

definir un homomorfismo

Tal homomorfismo es un isomorfismo, perc esto no es tan facll de dernostrar. A es-

te respecto, veans e.por ejemplo, [11, [21, [3] en labibliografia. Como nuestro

interes radicara esencialmente en Ho(n), H1(n) , H2(n) , y solo alguna vez en

H3(n) , Y de manera fundamental, solo para «s» y H1(n) , en cuyos casos la

aflrrnaclrin esta demostrada, no haremos enfasis en este resultado.

Nota. La razon fundamental para introducir los grupos "l(n) y H1(n) es la si-
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guiente: si j: 0 .... IR es continua y p ~ SlO), podemos introducir un objeto

matematico, al cual notaremos (ve ase mas adelant e) por J j dx, dado por
p

1
J jdx= Jj(p(x))p'(x)dx,
P o

mientras que no es facil dar un significado a I jdx para p E Sl(O)' Somo ve-
p

remos despues, en ciertos casos del mayor intere s, I j dx sirve para estudiar
p

mas profundamente la estructura de los grupos H /0) y "/0), la de los Hn(O)

para n 2: 1, Y la-de ;/0). Mas ain, para ciertas funciones, al menos, nos per-

mitira definir un objeto I j dz, cuando p E SlGO). ~I analisi s complejo de una
p

variable, 0 S; C , solo los grupos Ho(O) y H1(0) son importante s, Dues, como

veremos, Hn(O)=O para /2'=10,1.

Teorema 4.2. Sea 0 1m abierto simplemente conexo de c . Entonces H1(0) '"

H 1 (0)= 0 .

Teorema 4.3. Sea 0 tlnabiertosimplementeconexode c . aEO,O'==O-!a!.

F.ntol1ces, H 1(0') y H 1(0 ') estan generados ?oy 1m unico elemento. Ademas,

< cE(a):>, donde s> 0 es 10 sl,lficientemente pequeno para que BE(a) S; 0,

es tin generador de H 1(0') Y H 1(0 ~ esta generado por <cE(a» •

Demostracion. ;1 (0' h H1(O') s y lc E( a) 1 es un si stema de generadores de

;1(0'). Las demas afirmaciones son ahora triviales.

~I siguiente teorema es tarnbien cierto, pero su demo stracicn no es Iacil en es-

te momento. ('lease el teorema1.3 del Cap. VI) .

·T eorema 4.4. Si 0 es un abierto simplemente conexo de c . a EO, 0' ==O-lal,

Ii /0') ""H1 (0') ""z. Si E> 0 es como en el teorema 4.3, <cE(a) > es una bu-
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Nota, Notese que si suponemos Q convexo, 0 simplemente estrellado con respec-

to al punto a, no es necesario recurrir al lema (C) para demostrar el teorema

4J,

Nota, Para K = Q, IR ,C podemos tarnbien definir, de la manera evidente, los

grupos HnW, K) de homologia suave con coeficientes en 1J(,

Nota, t::n el capitulo X estudiaremos mas detalladamente la estructura de los

Hn (Q) para conjuntos abiertos del plano,

5, Homomorfismos inducidos por una aplicacion continua,

Sean X, Y espacios topolcqiccs, I: x -> Y una apl icacion continua, Para ca-

da n E z , 1 induce una aalicacion (: Sn(X) -> Sn(Y) definida por

•1 (p)=./op •

Por I inealidad 1 induce un homomorfismo

yevidentemente 1 es compatible con la relacion de equivalencia de homoloqia.Se

tiene entonces un homomorfismo 7: Ii (X) -> H (Y) dado por. n n

- ..
1«p»=<1 (p».

Es ademas evidente que l es un isomorfismo si 7 es un homeornorfisrno. En efec-_ _1 _ _
to, se comprueba inmedi atamente que 10 / = iy es Ia identidad de Hn(Y) y que

7-10l = IX es la identidad de Hn(X) , N6tese que si Q, Q' son abiertos de

IRp Y I: Q -> Q' es contin ua, se tiene un homomorfi srno.
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y 5 i I es un homeomorfi smo. 1 es un isomorfi smo. Por otra parte, 5 i I es de

clase C", 1 puede tomarse dado por

donde (*(p) = lop si P E Sl(n) , ysi I es un difeomorfismo, I es un iso-

morfismo. Es un ejercicio facil para el lector comprobar que si I: x .... Y es con-

tinua, I induce tambien apl icaciones K-I ineales

I : H (X, K) .... H (Y, K)n Il
K = Q, JR , C ,

y

r.- iJll(y, K) .... iJn(X, K) (Ver N° 6)

- -T
para todo n E Z. Ademas, I = I ,y si I es un homeomorfismo, l y I son

isomorfismos.

6. Cohom%gio.

Si x es un espacio topoloqico , Y si K = Z, Q, 8? r C, denotaremos por

iJn(X,IK) al 1K- modulo (iJn (X, 1K) /, dual algebraico de iJn(X, K), iJn(X, K) se

denomina el n-e?imo grupo de cohomologia de x con coeficientes en K, Lo

mismo, si 0 es un abierto de JRp' llnm, 1K) denotara al dual Hnm, 1K/, de

H m, 1K). Hnm, 1K) se denomin ara el n-esimo grupo de cohomologia suave den

o con coeficientes en 1K, Para la cohomologia' suave, solamente los casas

n =0,1 son- de intere s para nosotros. Notese que si 0 es un abierto conexo,

HoeO, K) '" IK '" iiom, 1K), Y que Him, 1K) '" iJ1m, 1K). Por 10 tanto, si

n es simplemente conexo, Him, 1K) '" 0 '" iJim, 1K), Y si n es un abierto I-co-

l -1
nexo de C, H m, 1K) '" IK '" H m, 1K) .

EJE RClCIOS

L Sea n un espacio topoloqlco, Para cada n E- Z definase
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� - -
Cnm, IK) '" cnm,lK) / Dn(O, IK), IK '" Z, Q, IR. C .

Sea dn:Cn(O,K) .... Cn_l(fl,1K el operador de borde. Demuestreque

a (I)n (0, IK) S; 0n_l (0, IK )
n

y que por 10 tanto an define, por paso 3 los eoeientes, un hornomorfismo

� � �
(in:Cn(Q,IK) .... Cn_l(O,IK),

~emuestre entone es que

� �
Ker (i / 1m a 1n n+

2) Oemuestre que para todo n E Z ,IK '" Z , Q, IR , C ,

y co neluya que H 0 (0, lK) "" IK si fl es area co nexo, Ho(fl, IK) = ! O! s i

fl es simplemente conexo, y que Ho(Q, IK) esta generado por < cE( a) > si

fl ""fl' - Ia! con fl' si mplernente eonexo en C y BE(a) S; fl' .

- � .
3) Sean cn(n, IK) = (cnm, IK)) (IK· dual alqebr ai co) y

la ep licacion transpuesta de (in' Demuestre que

y que
" • (n + 1)/ :l • nKer (] 1m "

4) Demuestre que si fl es un abierto estrellado de IRp' Hn(O, IK)

todo n e Z , n =I 0 .

o para
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5) Demuestre que si 0 es un abierto simplemente conexo de C ,

lInm, lK) = 101 para todo n E Z , n =I 0 0

6) Demuestre que si 0 es 1- contracti I, H (0 , C) = 10 I para todo n E Z .n

7l Demuestre que si X,Y son del mismo tipo de pomotopfa, Hn(X, lK) ""Hn(Y,lK)

para todo n E Z .

8) Trate de dermstrar que un abierto simplemente conexo de lRp es 1- contrac-
til,

9) Sea IX: [ i E I I una familia de espacios topolcqicos arco-conexcs, mutuamen-

te di syuntos, Sea X el espacio sum a de los xi' Demuestre que

11 H (X. )
iE I n t

(suma directa external.

10) Sean X, Y,Z espacios topoloqi cos, I: X .... Y, s ! Y ....Z. Sea h = g 0 1
- -

ysean I: Hn(X) .... lIn(Y) , i:Hnl't) .... Hn(Z) , h*:Hn(X) .... lIn(Z) los

homomorfismos inducidos. Demuestre que h- = go 7 .
11) Sea i : X .... X la apli c acicn identic a. Demuestre que i : lIn(X) .... lin (X) es

la ident idad,
- 1 _

12) Sea I: X .... Y un homeomorfismos. Cemuestre que 7-1 = / y que por 10 tan-

to 1 es un i somorfi smo.
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