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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA
. VARIABLE COMPLEJA, 1
JAIRO CHARRIS C.
CAPITULO M
HOMOLOGIA SINGULAR
I. Homologia  continua.
En esta seccion X sera un espacio topo logico arbitrario, I =001 < In =
!Ctl e tIGEL i=1.2 nl.
Definicion 11. Una aplicacion continua p: In > X se denomin ara un n- cubo con-
tinuo de X. Denotaremos por sn(x) al conjunto de todos los n-cubos continuos
de X .
Es claro que
six) = U 5(X; ab)
a.bEX
0
Convend remos en que 10=! I. Por 10 tanto
si se identlfican  la apllcacion p: 1° > X. p@© = x, con el punto x EX.

Definicion 1.2. Una aplicaclon
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tal que su soporte,

swppl = lall@ do0 I,

sea finito, se denornlnara una n-cadena singular de X. Denotaremos por cCn(x)

al conjunto de las n-cadenas singulares de X

Como so(x) = X, Cox) es el conjunto de todas las aplicaciones de X en Z
tales que [Ix) = 0 salvo para un rnimero finito de puntos x EX.

Con las leyes de compcstcion usuales

I+ 9 () = I(a + 9@ .
A 1)@ =Al@ AEZ
cn(X) es un Z-modulo. Si identificamos a o-ESn(X) con fa n-cadena 0 dada
por
1 ) a = P
o, alP

podemos considerar a sSn(x) como un subconjunto de <(X). Se tiene entonces

Teorema 1.1. El conjunto snexy es I mabase, sabre z, del Z-modulo cnex).

Demostracion.  Sea
n

| = = Ak Pk

y supongamos: 1= 0. Sea Pj’ con [5i:5 n, Entonces

de 10 cual \ =o0. Por 10tanto, sn(x) es libre . Sea anora IE c,(x y supon-
gamos que
A supp I 1p, P2 Pnl
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Escribamos

A 1(p. ,
] (P)J
y sea n
o=~ APk
k=1
Esclaro que TE cnx). Porotraparte,  si  pE-Sn(X) Y pERA, f()=/p)
=0.Ysi p=pk EA,
n
Fe o= = Apoel =A=Ip -
j=1 1
Esto demuestra que f = | y que sn(x) es un Sisttma de generadores de c-n(x).

El teorema esta demostrado.
Ejemplo 1.1. Los 2 cubos de X = 1R, definidos por

€12 (a) (6, t) = a+ (2e+'1(1-€))) S

donde 012 nEz, aEIR, , sedenominanlas2-coronasde IR>COn:

(I) centro en a .. (2) radio interior, 1 .. (3) radio exterior '2" (4) indice n,
Tales 2-cubos juegan un importante papel en anallsis complejo de una varia-

ble. En el caso 'Ll = 0 tales coronas reciben el nombre de 2-discos, con las es-

pecificaciones anteriores, yen lugar de c” . (a) es costumbre escribir con,2(a).

Si 'l ='2' tales z-coronas reciben el nom’bre de 2-circulos. Si G es un abierto

de Jro tal que

XLz lIx-all::z:2! ~ G,

C, r (a) puede considerarse con un 2- cuba de G .
"2

Nota: N6tese que Co(X) es el conjunto de las aplicaciones | X ...z tales

que [i x) = 0, salvo para un mimero finito de puntos. Para nEZ , n <0, es
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tambien costumbre  definir

Para cada v 2 1, Y cada pareja (i) i- 1,2,,..,n; 1" 0,1, se define

operudor de cara Fji:ln-l,e In poria relacion

ogn  qm to. 1<i<n
(t, . ot 17yt n-1,
i1
@ ..., -1 0J) eon
donde
1 si i
0
1
a Si j 0
0
es el de Kronecker. Los operadores de cara tienen la siguiente propiedad
damental
i+ 1 k . . )
lema L1 (& F o F = FX o Fi si Kk <i
] J
i k k+ 1 . . )
! Si i < k
(b) F, o Fh Fh o FJ
Demostracion, Demostraremos  primero (a). Se tiene
SRS 1’ ¥ °lh, tk il
j th 01't~, .. ,tn_2):: [ — ’tlrl’ K, IR (W R TR (]
POI' otra parte,
al et T et 2y

334

el

fun-

,tn)-



Pof 10 tanto,

Esto demuestra (a). Para demostrar (b), notese que si i

Hagamos k' i =k De (a) se tiene

0 sea,

de 10 cual se deduce, sustituyendo i por i+ 1,

y como i,h son intercambiables,

Esto demuestra (b) y completa la demostracion

I'efinicion p

1.3. Si pES X,
" n" )

i =po pJ~ se rlenom

1 1
Ejemplo 72. Si n=2 , Fa(ty = (O1) , P1it) = () , F

La figura LI representa las cuatro caras del 2-cubo

<k entonces t.: <k.

del lema.

ina la ¢.,j) cara de p.

2. 2
ait) = (t,0), E. tt) = ()

p.(etd =re, v
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Ejemplo 13. Si n=2 vy a(etl = c (@ = c,-1,2(a), la figural.2 representa
r'2

las cuatro caras del 2- cuba a.

Fig. 1.2

(aIO es el segment6 AB . a, es el segmento AB .all es el circulo de radio

r2 recorrido en su direcc ion posi tiva; a5 es el Clrculo de radio 'l recorrido en

su di recc icn pos itival ,

Definicion 14. Para cada p Esnx) , n~ 1, sea

Gp ™ r|]_ (— 1/le

i>»
La (n:) -cadena (@Jp se denomina el borde de 0, Si n=0 Y pC snX) definimos
f1p=0.

Ejemplo 1.4. La figura 1.3 representa el borde del 2-cubo pee, t) = (e, t) de

Fig. 1.3

336 Elbordedel2-cubo p(e,t=(e,t) de IR2.



Ejemplo 1.5. La figura 1.4 representa el borde del 2-cubo

de R,

Fig. 1.4

El borde del 2-cubo p=c, ,(0) de IR,

12

Nota: Un 2-cubo p tiene cuatro carasy dp = pyg+ ;" 6, " P
Definicién 1.5. Sea p € (E”(X). ny I,

n

p:kzj AP - PRES,(X) ., MEZ .

Definimos el borde de p por
n
o= 3 A py.
Si pecC,(x), nz0, definimos
6 p =0,
Es clar que si p€ C (X), dp&C, ;(X). Elborde define entonces un ope-

rador , obviamente Z-lineal ,
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2. Los grupos de homologia singular continua.
Sean
Entonces, Bn(X) , Zn(X) son Z -submodulos de Cn(X). Los elementos de
2VX) se denominan los n-ciclos de x. Los elementos de Bn(X) : los n-bordes.
Para n =0, zZn(X) = Cn(X). Para n<0 . zn(X) =8Bnx) = lo I.
Teorema 2.1. Para todo n> o .Bnx) £ imx) . Es decir, SI p & c~+l(x) |,
d(dp =0 .
Demo~tracion. ~ Ten emos
1 n+t1
d(dp)= L L
ih=0 i-=l

en la forma

10 cual se puede escribir

dap) = o 1T tivisitken .
~h=0  k~i J i<k

Introduciendo las notaciones

B = < v(l)i+i+h+k pOho.':k r!
1 S . 1
i+i+h+k i k-l
Ab= L (n p °F °Fh
1 is,k.1 1
se comprueba inmediatamente que
' .. hk o k ;
A, = ¢ Di+i+ '+ F Fi
ib |<k ¢ P hOi
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Anora, sustituyendo i por k y k1 por i en la definicon de Ay se tiene
Ah = i+i+h+k F k F i Be-
= 1) ‘ I_Z) ' (-1) po F. o - By

de 10 cual dgt p) " ilﬁ B'h + iLh Ah = 0. J:sto demuestra el teorema
) t t

Definicion  2.7. Un »-cubo p E cnx) . n ~0, se dice degenerado si, como aplica-

cion de In en X . es independiente de una al menos de las variables.

Uri 0- cubo nunca es degenerado. Para que un 1-cubo sea degenerado es necesa-
rio y suficiente  que sea constante. Para que un z-cubo sea degenerado es necesario
ysuficienteque p(e.=y(e) 6 yet> = y@), yESl(X). Noseexcluyeaqui
que y sea constante (es decir, un 1- cuba degenerado>. Denotaremos por SnD (X)
al conjunto de los n-cubos degenerados de X. Pondrenros adernas que Sn’D(X) =C
si n=5 0. Por Dn(x) denotaremos al Z-submodulo de x generado por Ssn,D(X)

y escribiremos

Bn(X) = Bn(X) + D-n < N zn x -
Es claro que Bn(x) es un submodulo de zn(x),

Definicion ~ 2.2. l)enominaremos  N-€5im0 grupo de homologia de X, con coeficientes

en z . Y 10 notaremos Hn X, 2) ,'0 simplemente Hn(X), al z -modulo cociente
Hoco = 1 007 Bn x) .

Denominaremos  relacion de equivalencia  de homologfa sobre X. a la relacion defini-

da en cada c¢n(x) per

. -X _ . .
Si (pa) E Hy escribiremos  -F ~a {mod x,n) , 0 simplemente p: a si no

-X
hay lugar a confusion. ~n tal caso pya se diran hornologos. F.s claro que H, es.
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en efecto, una relac ion de equivalencia en c, (X) -

Denotaremos por <pP>nX ' 0 simplemente por <p>, a la clase de equivalen-
) -X .
Cia segun H_ de p E cnX). Es decir,
<p>=laeCnx la opl

Si pa ECn(X) , €:» siysolo si
m
-a=dc+ L Aprk
P a C ko1 k

m> 1, /k EZ, Pk E SnD (X, c ECn+ 1(x) , teniendo se adernas que

m

d L APk =o0.
(k=1 k PK

De esto se deduce que si p;" a Yy dp =0 ,tambien ad =0. Por 10 tanto, si

<p> la Eo Zn(X) | p a | ,

y
Recordamos que si n=0 , zn (x) = C,(0 Yy por 10 tanto, S-;o(X)~. Z-o(X), Sea
iy So(X) .. Z definida par rJp) =1 para todo p, Yy extendamos a rJ por li-
nealidad atodo zo(x), Entonces  1jJ: Zo(X) .. Z es un epimorfismo, y esta
dada por

n n

i 1Ap ) = | Ay

k=1 k k k=1

cuando pk E So(X), aun si pj = Pk para k Ij. Por otra parte, Bo(X)=B_  (X)

S; Ker rJ. En efecto, si p Eo s/X)
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donde Pl () = Po© = P@© . Si (I~50(X) es un borde,
n
(U= k-1 Ak (Py - Pko) A EZ

donde Pk ~ 51(X) Se ti ene entonces

y por 10 tanto (JE Ker if,, Mas ain

Teorema 22. 3t X g$ Un espaeio topologieo area €onexo, 8o(x) = ker if;. La

aplieacion
itt:H x - z
(0]

obtenida de if; )nn paso al eoeiente, es un isomorfismo.

es que Ker if; S, Bo(X) . Sea

Demostracion. To do 10 que hay que demostrar

n
P= 1 AR AKE Z , Pk E SO(X
=1

y supongamos que
n

k=1

Entonces, para todo (I~ SO(X)
n
1A 0.
k=1 k
Se deduce que n
P =1 A Pk . .
=1k ( a)
@ fijo, Pk'(J es un borde. Para ello,sea

Todo 10 que hay que ver es que, para
(k) = Pk(O) , (Jk(©O) . (Ik©O) = (J(O).

3k r; SI(X) tal que Tal (Jk existepues
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X €s arco conexo.

y el teorema queda

Coro/ario: Si

Demostracion. En

3. Lare/acionentre

Entre ;1 ()

ti sima rei acion.

matic a llevan tambien el nombre de Poincare).

N es un abierto conexo en 1Rp'

y

conocida como el Lema de Poincare (muchos otros

Pero entonces

demostrado

P;:: o, entonces  Ho(n)

efecto, [ es arco-conexo, por ser abierto Y conexo.

7T1(X) y  Hi(X).

H (X) existe, en el caso de X arco-conexo, una importan-

lemas en mate-

Como vemos, tal lema juega un irn-

portanfe papel en el analisis complejo.

Lema 3.1. Sean P,(J"e0 5;(X) Y sllpongamos que pa esta definido. Entonces
(@  pa - pra
(b) pl P
(© e, ~ 0 para todo aEX,

Demostracion.

Note se al respecto

para todo eE [o,n.

Y20 = p, YiO =Y,

Sea y =pa E 51(X)

Y definamos

YW, 1) = yeChh + @-e t).

que si t E [0,]] ,

e(~12-.|) +(1-8) t E [01]

Adernas yESz(X) Y un calculo simple muestra que

Y Par 10 tanto

11 =@ Yque v21 es degenerado.

p-pata: 0,



y-de ésto,
po L p+o.

Esto demuestra (a) . La relacion (c) es trivial por ser e, degenerado. Para de-
mostrar (b), tomese

a(6,8) = p((1-1) + 01) € S5(X) .

Se ve inmediatamente que 759 ¥ o;; sondegenerados y que o,, = p-l. 057 =P

11
De la relacion
Ao =0y, Rl TS SRl T R

se deduce inmediatamente que (.p) : ,o'}_ | lema esta demostrado .

Lema3.2. Si pe Sy 5= i1 gl p:
ema 1 pESHX) ¥y p Pa0 Pr1 Pay ,om,‘entonces pto

Demostracion . En virtud del lema 3.1
5t : - =g
P P20+p11 IDZJ PIO P

Lema 3.3. Sea y €5,(X,a). Si y=e,. entonces y: 0.

Demostracion. Sea o :y=+e_ . Esclaro que 66-3'2 (X) . Por otra parte, es evi-

s
dente que .

dome, -e, +y-e,.,
Como ¢, esdegenerado, y * do. Esdecir, ) 2 0.

Corolario. Sean p,o € §I(X; a,b), y supdngase que p~o, Entonces p - o,
Demostracion . En efecto, p&l ~e,. Porlotanto, p o 2p-0l 0. Sededu-

ceque p:lo.

Sea ahora ’
i Sy 5 Z(X)

la inyeccion natural : i(p) =p . Envirtud del corclario al lema3.3, p=p* im-
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plica pIp*, osea, i(p) % i(p*). Porpaso a los cocientes i define enton-

ces una aplicacion

b : f}I(x, a) - P:’I(X),
b ([pl) = <p> .
Ademas, por los lemas 3.1 y 3.3,

d([plle]l) = <p> + <>,
ellph1] 2% gps ot

lﬁ([ealj = Qﬁ{faj =0,

de lo cual & es un homomorfismo de las estructuras de grupo.
Teorema 3.1. Si X esarco conexo, ¢ : m (X) - Hy(X) es sobre.

Demostracion. Basta demostrar que ¢ - ;rI (X,a) -» ﬁI (X), a €X, es sobre.
Paracada < X escOjase, de una vez por todas, una curva 7y € Sl(x;a. b) .
Sea p e Z,(Xx),

m -

Ademas, sea X, = 000, v, = p, (1),

Yor = Yer 0 Yie " Vya

donde y ek son las curvas en 51 (X, a,x,), 51 (X,a, ykJ escogidas antes.
X

vk k

Sea = - 1 M
P2 Yor B Tia!

Es claro que p& §,(X,;a). Demostremos que
é(lp]) = <p> .

Puesto que ¢ es un homomorfismo,
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» m o | ’fi m
$(p) = <lz§I A (YoRPrYip)> = <k2=1 X Oror- 71>+ < E;I)Lk P>

Se deduce que ) m

Veamos ahora que
m

5:1'\;3?1:5= E + % Yok

Como p esun I-ciclo,

m

dp = E kkapk = k%]"krpkl'pkol =0.

Se deduce que

m

A A
E kpk] k2=I k P‘ED *

Pero los Pj son O-cubos, y por lo tanto linealmente independientes. Debe exis-

tir entonces una permutacion . de {1,2,...,m }, tal que

PaI=Prmo M = Mrw)
Pero entonces p, ,(0) = pkUJ = pr(r)0 = Pr () (@ . De esto Yiz"Yor (&) 'Y
la afirmacion resulta inmediatamente de esta relacion. El teorema esta demostra-

do.

Teorema 3.2. (H. Poincaré). Si X es arco conexo, Ker ¢ = my(X,a) donde
7 (X, a) es el subgrupo derivado de m (X,a), o subgrupo de los conmutado-

res . EI homomorfismo
b : ﬁlfx,a}/r-r‘(x,ai + Hy(X)

obtenido de & por paso al cociente es,entonces, un isomorfismo. Es decir,
7(X) g = Hp(X)

donde !
rr]f)c')ab = rrI(XJ /ﬂ'Il'X}
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¢s, de acuerdo con la terminologia usual de la teoriade grupos, el abelianizado
my (X) .
Demostracién . Para cadapunto x€ X, escdjase unaUnica y € $;(X ;ax).
Si peS;(X), sea
Yop = Yp(0)» Y1ip T Yp(D)

y definamos -
g:SX) - ”(X'a)ab

por .1
wlp)=[lygp p Yip 1]

donde [[o)] denota a la clase modulo #;(X,a) de [o]. Denotemos también
por ¢ a la extension lineal de la anterior aplicacion a todo C;(X). Sea pESHX,a),
<p> = 0. Demostremos que [o] € 7} (X,a), o lo que es lo mismo, que [ [p]l=
.[( e,)1=1. Esto probard que Ker ¢ C mg(X,a) . Supongamos entonces que

p e é;fx). 0 sea que 4

p=do + kélpkak .

donde oG Cy(X) y o =5;,(X). Supongamos también que

q 5
=3 A pR L pResX).
o Pl kP P 2
Entonces :
’ z A R - z
es k pzo”’n P21 pm *2 PE R
Sean .
}"‘-‘ibk - )’P"f(bj N h = 0, f!
= Sk 1 1k -1 Ny
p= 1, (V2004 on )ZOIk Y110k Pu 3’}11,@ Y2116 1 210k Y101k fr0 Y100k
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¢ &

C = ig = 1
Como ak(” @, (0) , también Yix ™ Yo" Como evidentemente

-1
y]k Gk }’Ik = ea "

se tiene

Por otra parte (Fig. 3.1)

Fig: 3.1,

Ya01 = Y110k ' Y211% " Y111% Y2108 = Y101k ' Y2008 = Y100k T Yk -

Se deduce que 3 it iy st R
p=~T (ypky )
k:} k

donde

b okt ok1slki2lb

P p}; Pag P10

7 20
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s o 5 s

Pero y, Pta Y, =€, Porser pk AL a, = pk(0,0J. Por lo tanto p-p = e,
- t ; -1

Pero uip) =[[pll[[p11=[le, 11 €aj(X,a), ytambién ¥(p)=[[ypy 11 don-

de y=y,(0) =y, $;(X,a . Se deduce entonces que fy p 351' € mj(X,a) , y de

ésto, que [pl e {r',(,\‘,ai , como queriamos demostrar. Veamos ahora que E}(X,aig

Ker ¢ . Pero si

Y |
po=0 0ty 0, 0 ,r.IiCSI(X,a).

<p>=<\’x1 3 az-al-az>=<0>=ﬂ =

de lo cual la afirmacion. Por lo tanto, Ker ¢ = m(X,a) . Como ¢ es sobre, el teo
rema estd demostrado.
Corolario 1. Si X es simplemente conexo, entonces

n‘,fx,ajab =m (X,a) /a"(X,a) = Hy(X) = {0}

para todo punto a€X . O sea,
mX),, = m(X)/aX) = Hy(X) = {0},

Corolario 2. Si ) es un abierto conexo de R,.p20, Hi(@Q =0.

Nota. Reemplazandoa Z por K = @, R, C en ladefinicion de los grupos de
homologia obtenemos |a denominada homologia con coeficientes en K . Una n-ca-
dena con coeficientes en KK es simplemente una aplicacion con soporte finito de
$,(X) en K,y C,(X,K), Z (X, K), B (X,K),S, (X,K),D,(X K) y

f;ﬁ (X, K) se definen de la manera obvia, utilizando como borde la extension de
d, a r:'” (X,KK ). Escribiremos h'!”(x, IK) para denotar al »-grupo de homologia
con coeficientes en K . Es claro que .‘F”rx,m) es un espacio vectorial sobre KK,

y es facil ver que H (X, K) = H (X) @ ,IK.
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4. Homologia suave.

Un subconjunto F de R, se dice una subvariedad de R, si

ncCs

F =
k

; a, + V,

donde a, cR, y V, esunsubespaciode R, . Si dim(Vy) < n paratodo
k=1,2,..., m, sedirdque F es unasubvariedad propia de R . Para »=0,
la lnica subvariedad de R, es {0}, Si »=1, las Unicas subvariedades pro-
pias son los conjuntos finitos de puntos, y si »=2, los conjuntos que son union

" de un nimero finito de lineas y puntos. Sea ahora Q abierto en R,. >0,y sea
pPES (), n=0,12,..., Sedirdque p es suave, si existen una vecindad rela-

tivamente compacta U de 1”7, una subvariedad propia F de R, ,yuna aplica-

Cion p:U+Q, peCT(U-F,Q), talesque p|I1”=p yque

- 2
ﬁnlp.(:J,...,;ﬂ) ["dty .. .odt, <+o,

!ﬂ
donde
I, e
79':;"’ at,
B g tipe : ® @it 1k 0
il L .
611 atﬂ

Denotaremos por §,(2) al subconjunto de Sﬂ(m formado por los »-cubos sua-
ves, y por €, (Q) al submédulo de C,(Q) generado por §,(Q). Nétese que
5, =5(Q),yque C ()= ¢,(Q) . Por ofra parte,

S1@= U §@;ab),

a,be

y S,Q) es simplemente el conjunto de las homotopias suaves de ., Luego se
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definen

N
S
il

z, N c,@ .

B (1) = d(cC Q)),

n+ 1

S, p@ = 5, p@ NS, @

D, (Q) como el submddulo de C,(Q) generado por S5, p(@), vy
B QD =B,Q+Z QN D_(Q.
Se tiene que B (Q) C Z,(Q), y se define

H,(Q,2) = H,(Q)=2,Q)/B,Q).

}?(

El z-médulo H,(Q) se denomina el n-¢simo grupo de homologia singular suave
de Q.

Si un abierto Q0 es conexo, dos puntos cualesquiera de Q pueden unirse por
unacurva p = 5,(Q) , basta, por ejemplo, tomar una poligonal que aproxime sufi -
ciente cercanamente a una curva o = .§1{!1) que conecte a los dos puntos. Se de-

duce que H_(Q) = !;'O(Q'} = Z . Por otra parte, si
i 5(Q,a) - §,(Q) a & Q ,

es la inyeccion natural, ; es compatible con las relaciones Rg ¥ H? (notare -
mos H’? alarel acion de equivalencia en ¢ (Q) dada por H?= {(p,o0)|p-c€
B (Q) 1. yescribiremos p -0 si (o,p) E'Hf. Ademds, <p} denotard a la
clase médulo ”’!?l de p=cC,(Q) ., Si p-o diremosque p y o son suavemen-
te homdlogos) . Es decir, si .p =0, también i(p) - i(o), e i define entonces,
por paso al cociente, un homomorfismo epiyectivo.

bem@Q,a) ~ H /(@)

tal gue £({p})=<p». Se tiene entonces la siguiente version del lema de Poin-
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caré .
Teorema 4.1. Elmiicleo de b es precisamente ={(Q, a) , subgrupo derivado de

m (@, a) y se tiene un isomorfismo

-

b: ?TI(Q,G) /ﬂf(ﬂ',dl - Hj(ﬂ)_-

0 lo que es lo mismo,

beom @/ nj@) + HQ |
dado por B(ip}+ 7 (@) = <p> .

Demostracion . ldéntica a la del teorema 3.2 .

Corolario . Si Q es un abierto conexo de RP' H(Q) = ;}I(Q) 4

Demostracién. En efecto

H Q) ~ 7 (@) / 7j(@) = m(@)/nf( @)= Hy (@) .

Nota. El isomorfismo b H,(Q) » H;(Q) estd obviamente dado por

b (<pP) = <p> .
Nota. Por regularizacion de los n-cubos p & S"”(Q} es facil ver que es posible
definir un homomorfismo L
b,: H,Q - H,(® .

Tal homomorfismo es un isomorfismo, pero ésto no es tan facil de demostrar, A es-
te respecto, véanse,por ejemplo, [11,[21,[3] enla bibliografia. Somo nuestro
interés radicara esencialmente en H_(Q), H;(Q), H,(@), y s6lo alguna vez en
H3(Q) , y de manera fundamental, s6lo para H (Q) y H;(Q), en cuyos casos la

afirmacién esta demostrada, no haremos énfasis en este resultado.

Nota. La razon fundamental para introducir los grupos :rI(Q} y H;(Q) esla si-
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guiente : si f/:Q » IR escontinuay p€5,(Q), podemos introducir un objeto
matematico, al cual notaremos (véase mas adelante) por [ fdx, dado por
. P
[ fdx= [ flp(x))p*(x) dx ,
p o
mientras que no es facil dar un significado a [ fdx para pe€5§,(Q). %omo ve-
remos después, en ciertos casos del mayor intgrés, [ fdx sirve para estudiar
mas profundamente |a estructura de los grupos HI(Q)p y ni{ﬂ) . lade los HH{Q)
para »> 1, ylade 51(9) . Mas ain, para ciertas funciones, al menos, nos per-
mitira definir un objeto [ f d=, cuando p & EI(Q) . El analisis complejo de una
variable, Q C C , sélofios grupos ;Eom) y l},(ﬂ) son importantes, pues, como

veremos, ﬁﬂ{m =0 para n#0,1.

Teorema 4.2. Sea Q un ahierto simplemente conexo de ¢ . Entonces Hy(Q) =
H,(Q)=0.

Demostracion. En efecto, 7;(Q) ~7 Q) =10}, y escalro que 7(Q) ~ H/(Q) ~

H Q)

Teorema 4.3. Sea Q un abierto simplemente conexode ¢, a€Q, Q' =Q-{al
Futonces, H,(Q') y H,(Q") estin generados nor un uinico elemento. Ademds,
<cgla) >, donde >0 es lo suficientemente pequerio para que Bg(a) C Q,
es un generador de H,(Q*) y H,; (9 estd generado por <c.(a)) .

Demostracion. r;,(Q' ) = ﬁ;(ﬁ'} .y [c(a@ esun sistema de generadores de

m(Q*) . Las demas afirmaciones son ahora triviales.

F 1 siguiente teorema es también cierto, pero su demostracion no es facil en es-

te momento. (\Véase el teorema 1.3 del Cap. VI) .

Teorema 4.4. Si Q es un abierto simplemente conexode €, a<Q, Q'=Q-lal,

Q) <H, (@)~ 7. Si &0 es comoen el teorema 4.3, <c.(a)> es una ba-
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sede Q") y <cfa) unabasede H,(Q').

Nota . Motese que si suponemos 0 convexo, o simplemente estrellado con respec-
to al punto «, no es necesario recurrir al lema (C) para demostrar el teorema
4.3

Nota, Para K= Q, IR, C podemos también definir, de la manera evidente, los
grupos H,(Q, K) de homologia suave con coeficientes en KK .

Nota. En el capitulo X estudiaremos mas detalladamente la estructura de los

;}” (Q) para conjuntos abiertos del plano.

5. Homomorfismos inducidos por una aplicacion continua.
Sean X,Y espacios topologicos, f: X - Y una aplicacion continua. Para ca-
da n€ z, f induce una aplicacién f": §,(X) » iﬂ(YJ definida por
*
f(p)="fop .

Por linealidad f induce un homomorfismo

-

£n ¥ Gk i Bbth «
_ y evidentemente / es compatible con la relacion de equivalencia de homologia.Se
tiene entonces un homomorfismo f : !;‘er) > ﬁ” (Y) dado por

fl<p>)=<f (p)> .
Es ademas evidente que / es un isomorfismo si / es un homeomorfismo. En efec-
to, se comprueba inmediatamente que /o }-I= iy esla identidad de H,(v)y que

s = ;:x es la identidad de ﬁ”(XJ . Notese que si Q, 1’ son abiertos de

R,y [:Q s Q" es continua, se tiene un homomorfismo.

JoH (@ » H@)
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y si / es un homeomorfismo, [ es un isomorfismo. Por otra parte, si f es de

clase ¢, f puede tomarse dado por

T(<e») =17 (p)p
donde f"(p) =/fop si pcS§(Q), ysi / esundifeomorfismo, f es un iso-
morfismo. Es un ejercicio facil para el lector comprobar que si f: X - Y es con-

tinua, / induce también aplicaciones K-lineales

f:H(X,K) > H(YK) K=0 R, Q.

F:H' Y, K) - H™X,K) (Ver N°6)

paratodo »< Z. Ademas, [ = /‘T .y si / es un homeomorfismo, / y f son

isomorfismos.

6. Cohomologia .

Si X es un espacio topologico, ysi K= 2, Q, R, C, denotaremos por
H"(X,K) al K-modulo (H, (X, K) )", dual algebraico de H, (X, K). H"(X, K) se
denomina el »-ésimo grupo de cohomologia de X con coeficientes en K. Lo
mismo, si { es un abierto de .!RP , H"(Q, IK) denotara al dual H,(Q, K), de
H,(Q,K). H"(Q,K) se denominara el »-€simo grupo de cohomologia suave de
Q con coeficientes en K . Parala cohomologia suave, solamente los casos
n=0,1 sonde interés para nosotros. Notese que si ) es un abierto conexo,
HYQ,K) = K ~ HP(Q, K), yque H'(Q, K) ~ #1(Q,K) . Porlotanto, si
Q es simplemente conexo, HXQ,K)~0~a'(Q,K), ysi Q esun abierto I-co-

nexode ¢, HI(Q. K ~K=0(Q,K) .

EJERCICIOS

1. Sea Q un espacio topolégico. Para cada » €Z definase
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2)

3)

4)

Cn (0, ) = € (Q,K) /D,(Q,K), K=2,Q,R,C .

Sea a,: én((l, K) - E‘?H_I((l,ﬂc el operador de borde. Demuestre que

P (ﬁ,,m' H() E 5??_1(9.1'.'{)
n
y que por lo tanto d, define, por paso a los cocientes, un homomorfismo
9, CQ,K - C, (Q,K).

Demuestre entonces que

H,(Q, K) ~ Kerd, /lmd,,

Demuestre que paratodo »€2 , K =2 , Q, R, C ,
H QK ~ H(Q, 2) @ ;K ,

y concluya que fio(ﬂ, IK) = K si () es arco conexo, fio(ﬂ, K)=10} si
) es simplemente conexo, y que ﬁu{n,m estd generado por < cla)> si

Q=Q'-1a} con Q' simplemente conexoen C y B.(a) CQ’ .

Sean (@, K) = (C,(Q,K) )" (K - dual algebraico) y

Ll

3":¢"e, Kk - c"lg . K)

-

la aplicacion transpuesta de 9, . Demuestre que

Im r?.ﬂ C Ker 8‘(ﬂ+1)

Yy que

*(ng 1) n

H"(Q.K) =~ Ker 9 /& o i

Demuestre que si © es un abierto estrellado de RP' !i”(.(], IK) = 0 para

todo n=Z , »n70.
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5) Demuestre que si 0 es un abierto simplemente conexo de C ,

M, iy =101 paratodo nEZ ,n=0
6) Demuestre que si O es 1-contracti I, H ,0,0) = 10 | para todo nEZz

71 Demuestre que si X,y son del mismo tipo de pomotopfa, Hn(X, IK) "Hn(Y,IK)
para todo nE Z .

8) Trate de dermstrar que un abierto  simplemente conexo de IRp es 1- contrac-
til,

9) Sea IX: [iE1 | una familia de espacios topolcgicos  arco-conexcs, mutuamen-

te disyuntos, Sea X el espacio sumade los xi' Demuestre que

11 H X )
iE | n t
(suma directa external.
10)Sean X,Yv.z  espacios topologi cos, |: X ...y, Si1Y..Z Sea h=gol
ysean I Hno .. (Y) , iHnlY L HN@) ., hHR) @) los

homomorfismos  inducidos. Demuestre que h- = gO 7 .

11) Sea i: X .. X la aplicacicn identic a. Demuestre que i : 00 .lin (X) es
la ident idad,
-1 _
12) Sea |: X ... Y un homeomorfismos. Cemuestre que 7'1 =/ y que por 10 tan-

to 1 es un isomorfi smo.
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