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SOBRE LA FUNCION DE LYAPUNOV

JOSE M. CASTRO

Se consideraran en este articulo algunas condiciones suficientes para la estabi-
lidad e inestabilidad de las soluciones de los sistemas de la forma x=f(x) (siste-
mas autonomos). Para ello, es necesario dar algunas definiciones y enunciar algu-
nos teoremas que se refieren a la funcion de Lyapunov como criterio de estabilidad.
Aunque no hay métodos generales para encontrarla, es posible hacerlo para algunos

sistemas que tengan que ver,mds que todo,con problemas de tipo fisico.
Definicién 1. NS(M)={x€R”|p(x,M)<€§

{xeR™| p(x,M) <e},

Ng[M]

Definicion 2. M es un conjunto estable para x = f(x), si E>0  §>0

tal que r*(x ) CN(M), siempreycuando x,€ Nog(M).

SCOR

Figura 1
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Definicién 3. EI conjunto limite de una érbita r, correspondiente al sistema
autonomo x = f(x), es el conjunto de puntos en R” al cual se aproxima r cuan-

do el tiempo crece. El conjunto limite de » lo denotaremos por W (r(x) ).

ioarrtt? Koy

i
R
5.5/

I~~~ Q(xo)

Puntos de equilibrio, «

El cuadrado es un conjunto limite W,

Figura 2
Definicién 4. Sea M un subconjunto cerrado de R” y B un subconjunto
de R” tal que x€B, W(rt(x))#¢ y Wartix) C M, entonces M se
llama un atractor relativo a B . El mayor conjunto B se denotard A(M) y se
[lamara la region de atraccion de M, si A(M) = R”, M se llama un atractor

global .

Definicion 5. M es asintoticamente estable para % = f(x) con relacion a
G, sies estable y si ademas existe una vecindad G, (M) con G,(M)CQ tal

que M es un atractor con relacion a Ga(M) .
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Definicién 6. Sea Q CR” un subconjunto abierto de R”, talque 0€Q .
Una funcién escalar V(x), x€Q se dice semidefinida positiva sobre Q , si es
continua sobre Q y V(x)>0 paratodo x€Q .

Una funcién escalar V (x) es definida positiva sobre Q si es semidefinida po-
sitiva, V() =0 ysi V(x)>0 para x#0. Unafuncion escalar V(x) es
semidefinida negativa ( definida negativa) sobre Q si —V(x) es semidefinida
positiva (definida positiva) sobre Q.

Definicién 7. Sea G un conjunto abierto, GCQ, si V:G -» R escon-
tinuamente diferenciable y si V:G »R, dada por (9dV/dx) f(x), es nopo-
sitiva sobre G, entonces V se llama una funcion de Lyapunov, con relacion al

conjunto G .

Veamos un ejemplo : Dado el sistema

x=y
x=y=-g(x) ,
2
sea Vix,y) =2 _+ U(x)
2
X
" | y2+fg(s)ds
2 7]

y supongamos que x g(x)>0 para x#0 y g(0)=0. Tenemos entonces lo
siguiente :

1) v es continuamente diferenciable

2) v(,0) = o.

3) V(x,y)>0 para (x,y)#(0,0).

4) Vi(x,y) =0.

De lo anterior, se concluye que V es una funcion de Lyapunov para cualquier
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conjunto abierto de RZ. De 2 y 3) se deduce que V es definida positiva sobre

R2.

Teorema | (ver[1]). Si v esuna funcion de Lyapunov sobre G ysi r*(x )
es una orbita acotada de % = f(x) situada en G, entonces el conjunto limite

W de r* pertenecea M, estoes, x(t,x,) »M Ccumdo f-co .

Corolario I.1. (ver[1]). Si Vv es una funcion de Lyapunov sobre un conjun-
to acotado G = {x€R”|V(x)<p}, entonces toda solucionde i = f(x) con

valor inicial en G se aproximaa M cuando #- o .

Corolario 1.2 (ver[1]). Si V 5o cuando |x| >0 ysi V(x)<0 sobre
R”, entonces toda solucién de % = f(x) es acotada y se aproxima al maximo con-

junto invariante M de x=f(x) en el conjunto donde V (x) =0. En particular, si

M=1{01}, entonces la solucion x=0 es global y asintéticamente estable.

Teorema Il . Sea x=0 un punto de equilibrio para % = f(x} el cual esta situa-
do sobre la frontera de algun conjunto abierto v . Se define G = v N Q, don-
de Q esunavecindadde x=o0. Supongamos :

1) vix)=0 cuando x€ 3dG/3Q
2) V(x)>0 cuando x€G

(x) >0 cuando x€ G .
Entonces la solucion x=0 de %= f(x) es inestable. Fn forma mds especi-
fica, si Q, es cualquier vecindad de x=0 con O, en Q,entonces
cualquier solucion con valor inicial en vN Q,, abandonaa Q, en un tiem
po finito .
Demostracién : Sea Q, unavecindad acotadade x=0. 0,c @, sea

X, €G, entonces V(x,)>0, puesto que V(x)>0 sobre G, x(t,x,) per-

195



36/

Figuta 4

manece en G hasta que x(t,x,) abandonaa Q. En caso contrario, x(t,x,)
tendria que cruzar a 9G/dQ cuando «x(z, x,) seapartade G. Esto es imposi-
ble puesto que V(x(z,x,))>0 mientras x(t,x ) estaien G. Sea B =
max g (y) | escojamos Q7 de tal manera que 0, esté contenido en el interior
de” Q,C0, <Q. Sea a=minimode V(x), x€Q, y V(x)>V(x,). En-
tonces Vi(x(t,x,))> V(x,)+ ot siempre que x(z,x,) permanezca en

G = x| xeﬁ'o . V(x)> Vix,)}. Mientras x(z,x,) estéen 0, x(t,x,) es-

tarden G . Por lotanto V(x (t,x,)) > V(x, )+ ot eltiempo suficiente para

que Vi(x(t,x,))>B . Porlotanto para x(2), existe T tal que x(T,x )¢ ﬁd—

Teorema IIl . Sea x=0 wn punto de equilibrio de % = f(x). Supongamos que
V(x) es definida positiva en una vecindad G de x=0, yque GCR.Fn-

tonces :
a) Si V(x) es semidefinida negativa sobre G , entonces {0} es estable .

b) Si V(v es definida negativa sobre G, entonces {0} es asintotica -

mente extable con relaciona G .
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¢) Si V(x) es definida positiva sobre G , entonces {0} es inestable .

Figura 5

Demostracién : a) Debemos mostrar que €>0, ]8>0, tal quesi

x, €B(8) => x(t,x,)€B(e), paratodo >0 (siendo B(a) = {x||x|<a}).
Sea K(c) =.min V(x); si B(e) CB(r)C, podemos asumir que K(g)>0,
para 0< e<arB.(€)Escojamos o¢ tan pequefio que g‘(’—:a") V(x) < K(g) ; estoes
posible puesto que V (0) = 0. Entonces, si iniciamos en x €B(5), V(x )<K,
podemos asumir también que B (8)C B(e)CQ vy asi Vi(x) <0 en B(e). Con-
cluimos que V(x(t)) < V(x, )< K, siempre que x(t) €B (). Por consiguien-
te no existe un tiempo ¢, paraelcual x(e)€ d B(e), porlotanto, x(z) per-
manece en B(e) paratodo 2> 7.

Problema | (ver[1]). Considérese el sistema de segundo orden

x = y=-xf(x,y)
(1)
y = =x=y f(x,y)
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Se propone discutir la estabilidad de este sistemacuando / tiene signo fijo .
Solucién : 1) Asumamos que f(x,y)>0.

Sea Vixy) = (x2+y?)/2

Vix,y) =Vxi+Vy ¥
=x(y=xf(x,y)) +ylx=yf(x,y))
= —(x2+y2) flx,y).

==2V(x,y) f(x,y).

De donde Vv es una funcién de Lyapunov sobre cualquier disco

Ga ={(x,y)]x2+y2< azi

Si S=f{(x,y)|V(x,y)=0} entonces S=1{(0,0)}. Luego {(0,0)}
es un atractor para Ga. Puesto que V(x,y) es positiva definida en (0,0) y
Vi(xy es definida negativa entonces { (0,0) } es también estable . Por consi-
guiente, {(0,0) } es asintéticamente estable con respecto a Ga . Ahora, como «
es atitrario, R2=U Ga ; {(0,0)} es realmente global y asintticamente

OS a<oo
estable .

2) Asumamos ahora que f(x,y)<0.

2 2
Sea Vix,y)= — L_;:L
Entonces V(x,y) = =2 V(x,y) f(x;y). Por el teorema Ill, { (0,0) } es inestable.

En forma mas precisa, toda solucién de (1) abandona cualquier vecindad acotada de
(0,0) al cabo de un tiempo finito .
Problema {l (ver[1]) . Considérese la ecuacion

x+ax+2bx+3x2=0 , a>0 b>0, (1) .
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y determinese la region maxima de estabilidad asintética de la solucion x=0 que
puede obtenerse usando la energia total del sistema como una funcion de Lyapunov.
Solucién . Sea la funcién de energia U(x) = b x2+ x> . El sistema (1) es equi-
valente al sistema
x =y
y = - 2bx -3x2-ay

2
Vix,y) = U(x) + _3'_2_.

2
Vix,y) = b2x+x3+15—
Vix,y) = 2bxy+3x2y - 2bxy - 3x2y - ay2
Vix,y) = - ayz.

Los puntos criticos de U (x) son los ceros de la ecuacion 2bx + 3x2=0, es

decir, x=0 vy x=-§2-b. Se tiene

U(-2b)=b.4p2.8.p3=4 ;3
27 27
453 2 ;
Sea G =1{(x,y)|V(x,y) <-77— yX>- 3 } ; entonces, por el corolario (I..1) ,

{(0,0)} esun atractor para G, puesto que {(0,0)} es obviamente estable, en-
tonces {(0,0) } es asintéticamente estable con relaciona G.
Si S={(x,y)C G| V(x,y)=01} , entonces
S={(x,y)CG|y=c§ . (Ver figura 6).
Problema Ill (ver[1]). Considérese el sistema »-dimensional x=/f(x)+g(?)
donde x'f(x)g-k[xgz, k>0, paratodo x,yl|g(®|< M paratodo # En-

contrar una esfera de radio lo suficientemente grande para que todas las trayecto-

rias penetren a esta esfera .
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Muestre que esta ecuacion tiene una solucion de periodo T, si g es de pe-
riodo 7. Si, ademds, (x-y)’[f(x)- f(y)] <0 paratodo x#y muestre que la
solucion periddica es Unica.

. Es-

Solucién . Se tiene que x'(f(x)+ g(1) = x* f(x) + x" g(t) < - K|x|% +M|x
cojamos |x| lo suficientemente grande para que - K|x|+ M <0, es decir, |x|>M/K.
Entonces «x*(f(x) +g(1))<0. Labola By +1(0)={x||x|< M/K+1} esin-
variante positivamente (para esta definicion vgr [2]). Consideremos T:By/k+1 -

B definida asi : Tx, = x(Tix,) donde x(z,x,) esla solucion de

M/k+1
x=f(x)+g() con x(0,x,)=x, . Porelteorema del punto fijo de Brower, exis-
te un x; tal que Tx:) = x; ; puesto que x(t+T,x,)=x(t,x(T,x,)), te-

nemos :

X(t+T,xy) = x(t,5(T, %)) )

x(t,Tx;)

it

*
x(t,,co )

Si agregamos la condicion (x-y)* [f(x) - f(y) ] <0, entonces la solucidn peri6-
dica encontrada es unica. En efecto : Supongamos que x(t,x(:) y y(t,y,) son
dos soluciones periddicas de x = f(x) + g(¢) . Entonces =z(1) =x(t)-y(2) es
una funcion periddica que satisface :

z(t) = f(x())-fly(d)).

z’.2<0 si z#0.

2P =xtz L [2ex] = atrsret = 2008
Luego —d[z[2<o 3 [z| #0.

dz
Si z-0, entonces las orbitas periddicas x(z, x;) y y(t,y(;) no pueden

estar separadas. Por lo tanto deben de ser idénticas .
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Construccién de la funcion de Lyapunov.

No existen métodos generales para construir las funciones de Lyapunov ; sin
embargo, hay muy buenos trabajos sobre la construccion de tales funciones para cla-
ses especiales de funciones (ver por ejemplo [3][4]) . A manera de ilustracion
veamos el siguiente teorema, sin demostracion, el cual es muy atil para construir

funciones definidas positivas o definidas negativas.

Teorema IV. La funcion v (x;,x,) = ax12 +2bx x4 cx22 es definida positiva

sii a>0 y 4ac-b%>0; es definida negativa sii a<0 y 4ac-4°>0.

Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema

2

X=-x-xy
_ 2
Yiu T o Yashd X
Vamos a construir una funcion de Lyapunov para él . Tratemos de construir una fun-

cion de laforma

Vix,y) = ax® + bxy + cyz 3 entonces

2ax + by

n

V. (x,y)
Vy(x,y) = bx +2cy
Vix,y) = (2ax+by)(-x-xy2)+ (bx+2cy)(-y-yx2)

=-[2a(2+x2y2) + b2xy+xyd +yxd)w2c(y?+x2y?))

Si b=0, tenemos :
Vix,y) =-2[2a(%+ x%y?) 4 2c(y%4x%y?) ],

Si ay c sonnimeros positivos, entonces V es definida negativa y Vv es
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definida positiva porque a>0 'y 4ac - 52>0. Entonces V es una funcién

de Lyapunov para el sistema en cuestion.
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Artificialidad de la Matemdtica

" ... al transformarse en rigurosa, la Ciencia matematica toma un caracter artifi-
cial que chocara a todo el mundo, puesto que, al hacerlo asi, olvida sus origenes

histdricos. Se ve como pueden resolverse las cuestiones, pero no como y por qué

se plantean .

H. Poincaré

El valor de la Ciencia

202



