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SOBRELA FUNCION DE LYAPUNOV

JOSE M. CASTRO

Se consider aran en este articulo algunas condiciones suficientes para la estabi-

lidad e inestabilidad de las soluciones de los sistemas de la forma x= [I x) (siste-

mas autonomos ). Para ello, es necesario dar algunas definiciones y enunciar algu-

nos teorernas que se refieren a la fl1nci6n de Lyapuuot. como criterio de estabilidad.

Aunque no hay metodos generales para encontrarla, es posible hacerlo para algunos

sistemas que tengan que ver.rnas que todo,con problemas de tipo fisico.

Definicion 1. NE(M) = 1 x ERn I p (x, M) < E I

Definicion 2. M es un conjunto estable para x = [t x) , si

tal que r+(xo) C NE(M) I siempre y cuando "o E NoE(M).

E> 0 0E> 0

Figura 1
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Definicion 3. EI conjunto limite de una orbita r, correspondiente al sistema

autonomo x = [I x) , es el conjunto de puntos en Rn al cual se aproxima r cuan-

do el tiempo crece. EI conjunto limite de r 10 denotaremos por W(r(x)).

_--- Xo

Puntos de equilibrio.-.-S ... .
----+---1--

T

1 1
~

HI c uadrado es un conjunto limite W.
Figura 2

Definicion 4. Sea M un subconjunto cerrado de JRn y B un subconjunto

de JRn tal que xE B, W(r+(x)) i ¢ y W(r+(x) ~ M,. entonces M se

Ilam a un atractor relativo a B. Elm ayor conjun to B se denotara A( M) Y se

llamara la region de atraccion de M,. si A (M) = s": M se llama un atractor

gl'obal.

Definicion 5. M· es asintoticamente estable para x = I(x) con re lacion a

-G, si es estable y si adernas existe una vecindad GaJM) con GoJM) C n till

que M esunatractorcon re lacion a Go:(M).

,,-- -- - -- ........
./ "

--
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Definicion 6. Sea n C u" un subconjunto abierto de u", tal que OE n .
Una funci6n escalar V (x) , x E n se dice semidefinida positiva sobre n, si es

continua sobre n y V (x) ;:::0 para todo x En.

Una funci6n escalar V Cx) es definida positiva sobre n si es semidefinida po-

sitiva, V (0) = 0 y si V (x) > 0 para x =I O. Una funci6n escalar V (x) es

semidefinida negativa (definida negativa) sobre n si - vex) es semidefinida

positiva (def in ida positiva) sobre n.
Definicion 7. Sea G un conjunto abierto, GC n, si V: (; ... R es con-

tinuamente d iferenci able y si V: G -+ R, dada por (a V / a x) I (x) , es no po-

sitiva sobre G, entonces V se llama una ftmcion de Lyapunot', con relaci6n al

conjunto G.

Veamos un ejemplo: Dado el sistema

x = y

sea

x = y = - g ix) ,

2
V (x, y) =L + U (x)

2
1 2 x= - y + J g (s) ds
2 0

y supongamos que x g(x) > 0 para x =I 0 y g (0) = o. T enemos entonces 10

sigu iente :

1) V es continuamente diferenciable

2) V (0, 0), = o.

3) V (x, y) > 0 para (x, y) =I (0,0) •.
4) V(x,y) =0.

De 10 anterior, se concluye que V es una funcion de Lyapunov para cualquier
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conjunto abierto de JR 2. De 2) y 3) se deduce que v es definida positiva sobre

R2•

Teorema 1 (ver [11). Si v es '.Inafunciol1 de Lyapunov sobre G y si r+(xo)

es una orbita acotada de x = [Lx) situada en G" entonces el conjunto limite

w de r+ pertenecea M,. esto es, x(t,xo) ....M cuando t ....oo.

Coratario 1.1. (ver [1]), Si v es una funcion de Lyapunov sobre un conjun-

to acotado G = ! x ERn I V (x) < pI, entonces toda solucion de x = [t x) con

valor inicial en G se aproxima a M cuando t ....00 •

Coratario 1.2 (ver [1]), Si v ....00 cuando I x I ....00 Y si v (x) < 0 sobre

JRn, entonces toda solucion de x = [t x) es acotada y se aproxima al maximo co-

junto invariante M de x = I(x) en el conjunto donde V [x) = o. En particular I si

M= I0 L entonces la solucion x =u es global y asintdtic amente estable.

Teoremal/ . Sea x = 0 un punta de equilibrio para x = I(x) el cual esta sitoo-
do sobre la frontera de alBun conjunto abierto u. Se define G = U n D , don-
de D es una vecindad de x = o. Supongamos

1) v (x) = 0 wando xE aG/an
2) v (x ) > 0 cuando x E G

(x) > 0 omndo x E G .

Entonces la s o/J~cion x = 0 de x = I (x) es inestable. F:n forma mas especi-

fica, si Do es CJffilq'~ier vecindad de x = 0 con ITo en D, entonces

cualquier soludon con valor inicial en unDo' abandona a Do en un tiem-

po finito .

Demostracion: Sea Do una vec indad acotada de x = o. TIo c u . sea

x E G, entonces V(x) > 0, puesto que V [x) > 0 sobre G, x it , xo) per-
o 0
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Figura 4

manece en G hasta que x (t , x) abandona an. En caso contrario, x (t , x )o 0

tendria que cruzar a aG/ an cuando x i t , xo) se aparta de G. Esto es imposi-

ble puesto que V(x(t,xo));::O mientras x(t,xo) esta en G. Sea B =

max V [x ) , escoj amos n~ de tal rnanera que no este contenido en el interiorn
de
o

n~cIT~<:n. Sea a=minimode V(x), xEn~ y V(x);::V(xo). En-

tonces V(x(t,xo));:: V(xo)+at siempre que x(t,xo) permanezca en

G* = Ixj xED~, V(X);:: V(X
O
) l . Mientras x(t,xo) este en ITo' x(t,xo) es-

tara en G*. Por 10 tanto V(x(t,xo));:: v (xo) + a t el tiempo suficiente para

que V (x(t, xo)) > B. Por 10 tanto, para x (t), existe T tal que x(T,xo)f no
T eoremalll.S.eax=OI.(11pWltodeequilibriodex=[(x).SI.1pongamos ql1e

V (x) es definida positiva en una vecindad G de x = 0, y que G CR. Fn-

tonces :

a) Si v (x) es semidefinida negativa sobre G, entonces !O! es estable .

b) Si Ii (x) es definida negativa sabre G, entonces ! 01 es asintotica-

mente extable CO/1 relacion a G.
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c) Si V (x) es definida positiiJa sobre G, entonces 101 es inestable .

Figura 5

Demostracion: a) Debemos mostrar que E> 0, ] 0E > 0, tal que si

xoEB(o)=> x(t,xo)EB(E), paratodo t;::o{siendo B(a)=!xllx!<a!).

Sea K(E)=.min V(x) .. si B(E)CB(r)Cn, podemosasurnirque K(E»O,
aB(E)

para 0 < E < r. Escoj amos 0E tan pequefio que max V ix) < K (E).. esto es
. B(o)

posible puesto que V (0) = O. Entonce s, si iniciarnos en "o E B (0) • V(xo) < K ,

podernos asumir tambien que B(o)CB(E)cn y asi V(X)SO en B(E).Con-

cluimos que V (x(t) ) < V(x ) < K, siempre que x t t) ~B(E). Por consiguien-
- 0

te no existe un tiempo t , para el cual «i e) E a B (E), por 10 tanto, x(t) per-

manece en B (E) para todo t?: o ,

Problema I (ver [1]). Considerese el sistema de segundo orden

;; = y-x!(x,y)
(1)
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Se propone discutir la estabilidad de este sistema cuando I tiene signa fijo .

Solucion: 1) Asumamos que [t«, Y) > 0 •

ea V(x,y) = (x2+y2)/2

V (x, y) = V x X + V Y Y

= x(y-xl(x, Y)) + y(-x-yl(x, y))

= _(x2+y2) [Ix , y).

= -2V(x,y)l(x,y).

I)e donde V es una funcion de Lyapunov sobre cualquier disco

Ga =!(x,y)!x2+y2< a2l.

Si S=!(x,y)!V(x,y)=O I entonces S=!(O,oJl. Luego lCo,O)l

es un atractor para Ga. Puesto que V (x, y) es positiva definida en (0,0) y

V (x,y) es defi'1ida negativa entonces I (0,0) I es tambien estable. Por consi-

guiente, ! (0,0) I es as intoti camente estable con respecto a Ga. Ahora, como a

es arbitrario, 1R2 = U Ga,. 1(0,0) 1 es realmente global y asint6ticamente
0:5a<oo

estable .

2) Asumamos ahora que [Lx , y) < 0 .

Sea
2 2

V(x,y)= _x +Y
2.

Entonces V (x , y) = -2 V (x, y) I(x,y). Por ei teorema III, I (0,0) I es inestable.

En forma mas precisa, toda solucion de (1) abancfona cualquier vecindad acotada de

(0,0) al cabo de un tiempo finito •

Problema 1/ (ve r [1] ). Considerese la ecuacion

x + ax +2bx+3x2 = 0 a>O b '» 0, (1) •
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y determinese la region maxirn a de estabilidad asintotica de la solucion x=O que

puede obtenerse usando la enerqia total del sistema como una func ion de Lyapunov.

SollJcion. Sea la funcion de energia V (x) :: b x2 + x3 . EI sistema (1) es equi-

valente al sistema

x = y

y = - 2bx - 3 x2 - ay
2

V(x,y) = V l x} + L
2

2 3 2V(x,y) = b x+x +.1'--
2

V(x,y) = 2bxy+3x2y - 2bxy - 3x2y _ ay2

V(x,y) = - ay2.

Los puntos critico s de V ix) son los ceros de la ecuac lon 2bx + 3x2 = 0, es

dec ir, x:: ° y x = - j-b. Se tiene

V(_?b)=b.ib2_JLb3=..i. b3.
3 9 27 27

4 b3 2Sea G:: I (x,y) I V(x,y)<2T' X>- J I entonces, par el corolario(Ll>,

1(0,0) I es un atractor para G, puesto que I (0,0) I es obviamente estable,en-

tonces ! (0,0) I es as intotic amente estable con rel acion a G._

Si S=!(x,y)CG!V(x,y)=ol, entonces

(Ver figura 0).

Problema 1/1 (ver [1] >. Considerese el sistema n- dimensional x= !(x)+g(t)

donde x'f(x)~-klxI2, k>O, paratodo ~,y Ig(O I~ M paratodo t: En-

contrar una esfera de radio 10 suficientemente grande para que todas las trayecto-

rias penetren a esta esfera .
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Muestre que esta ecuac ion tiene una solucion de perfodo T, si g es de pe-

riodo T. Si, ademas, (x-y)'[j(x) -j(y)] < 0 para todo x iy muestre que la

sol uc ion period i ca es tin ica.

Soudan. Setieneque x'(f(x)+g(t))=x'j(x)+x'g(t)s;-KlxI2+Mlxl. Es-

coj amos Ix I 10 suficientemente grande para que - Klxl + M < 0, es decir, Ixl >MIK.
Entonces x'(f(x) + g(t)) < o. La bola BM + 1 (0) = ! xii xis; MIK+l l es in-

variante positivamente (para esta definicion v~r [2]), Consideremos T: BMIK+ 1 ->

BMIK+1 definidaasf: Txo=x(T,xo)' donde x(t,xo) es Ia solucion de

x = j(x) + g (t) con x(O, xo) = "o : Por el teorema del punto fijo de Brower, exis-

tal que T x * = x * ,. puesto que x (t + T, x ) = x ( t I x (T ,x )) I te-o 0 0 0

nemos :

x(t+ T,x;) x(t,x(T,x~))

x(t,Tx~)

= x(t,x~)

Si agregamos la c ondicion (x- v)" [j(x) -j(y)] < 0, entonces la solucion perio-

dica encontrada es unlca. Enefecto: Supongamosque X(tIX~) y y(t,y;) son

dos soluciones per iodicas de x = [Lx) + g (t). Entonces z i t) = x (t) - Y (t) es

una func ion per iodi ca que satisface :

z(t) = j(x(t))-j(y(t)).

z'· z < 0 si z i O.

I z 1
2 = z: z .. A. [z·. z] = z'. z + z . z' = 2 z' z

dz

I z ] i O.

Si z->O, ent onc es Ias orbitas periodicas x(t,x~) y y(t,y;) nopueden

estar separadas. Por 10 tanto deben de ser identicas .
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Construccion de la funcion de Lyapunov.

No existen metodos generales para construir las fl,tndones de Lyepunou : sin

embargo, hay muy buenos trabajos sobre la construccion de tales funciones para cla-

ses especiales de funciones (ver por ejemplo [3] [4]J . A manera de ilustracicn

veamos el siguiente teorema, sin derno strac ion, el cual es muy uti! para construir

func iones definidas positivas 0 definidas negativas.

TeoremalV. Lafunci6n V(xl,x2)=ax2+2bx x +cx2 esdefinidapositiva
1 1 2 2

sii a> 0 y 4 ac - b 2> 0 .. es definidn negativa sii a < 0 Y 4ac - b2> O.

Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema

_ 2
x--x-xy

2
Y =-y-yx

Vamos a construir una funcion de Lyapunov parae l . Tratemos de construir una fun-

cion de la forma

V(x,y) = ax2 + bxy+ cy2, entonces

v y (x, y) = bx + 2 cy

V(x,y) = (2ax+by)(-x-xl) + (bx+2cy)(-y-yx2)

Si b = 0, tenemos

Si aye son rnimeros positivos, entonces V es definida negativa yves
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definida positiva porque a> 0 y 4ac - b2 > O. Entonces V es una funcion

de Lyapunov para el sistema en cuestion.
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* *

Art;(icialidad de l a Matemcitica

\\ al transformarse en rigurosa, la Ciencia maternatica toma un caracter artifi-

cial que choc ara a todo el mundo, puesto que, al hacerlo asi, olvida sus oriqene s

historlccs. Se ve como pueden resolverse las cuestiones, pero no como y por que

se pi antean " .

H. Poincare

El valor de la Ciencia
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