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MEDIAS CUAS! - ARITMETICAS HOMOGENEAS

GABRIEL POVEDA RAMOS

1. Se denomina media cuasi- aritmética de dos variables reales x, y, a toda funcion

de ambas que tenga la forma
0wy = o = 11 ’)

en donde f(x) es una funcion real continua, que admite una inversa f'l . Esto sig-

nifica que f debe ser estrictamente mondtona (bien creciente, o bién decreciente) en
todo su dominio.

Ejemplos de medias cuasi-aritméticas hay muches. Mencionamos ocho :

a) Lamedia aritmética, en la cual f(u) = au+ b=z, [1(z) = (z-b)/a :
My (x,y) = m—b;aub) - f’l(rz%l'+b)= ity
paratodo x,y  que sean nimeros reales
b) La media arménica, en la cual f(u) = (a/u) + b = z, es decir,
Ay =u, osea fl(z)=a/(z-b)

M_j(x,y) = /-1 a/x +b+aly+b ) B f-l (ﬂ Mx+ Hyh pla 2
2 2 Vx-1/y
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o bién
(1/M_‘) (x,y) = (V/x+1/y)/2

como es tal vez mas conocida. Esta media esta definida para toda pareja de niimeros

reales, ninguno de ellos nulo .

c) La media geométrica, paralacual f(u) =logu+b=2, 0sea

u = [og'I(Z-b) = f-l(z) ;
M (x,y) = /'I{M/ +0) =71 (logxy+b) = log™! log vF
of%:: [ > gVxY

= "x'y

que esta definida para todo x y todo y estrictamente positivos.

d) La media cuadratica, aquella cuyo cuadrado es igual al promedio aritmético de

los cuadrados de las variables. En este caso,

—_—

ffu)=au2+b=z, es decir, u’—‘\/(z-b)/a :

2 2 2 2
My (x,y) = f‘l (M)’_ﬁ) = /‘1 (a 2 i A b)
2 2

Para que esta media quede definida univocamente y goce de la propiedad

min (x,y) < M(x,y) < mdx (x,y )

que todas deben satisficer, su dominio esta restringido a los valores no negati -

vos de ambas variables .
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e) La media potencial de grado %, siendo & un nimero entero. En este caso,

f(u)=auk+b=z, 0 sea u=6(z-b)/a:

_ b k k. _k kf k. Kk
Mk(x,y)=f'1 (MF f'l(au+b) = Ll A8
2 2 2

definido univocamente para todos los valores no negativos de x,y. Es obvio,
por su construccion, que esta media potencial tiene como casos especiales a la
media aritmética (k=1), ala cuadratica (k=2) y alaarmdnica (k=-1).

No es tan obvio, pero es facil demostrarlo, que klimo My (x,y) = \W es de-

cir, que también incluye la geométrica como caso limite, para k-0 .

f) La media logaritmica, en la cual f(u) = ae’ + b=z, o bién,

RS NS PR el

’

x x j » v
L(x,y)=f'1(ae +b+aey+b)=f'1(aLe} +b)=loge_';";
2

o también el (x,y) = (eX+eY)/2.

g La media coseno-hiperbdlica, en lacual f(u) = a. cosh bu+ c =z . Por méto-

dos muy elementales, que no repetimos aqui, se puede despejar « :

= .2 =,
u=%loge(”ac+,/(-z—a—c) -1 )=f (z)

Clx,y) = /-1 (a cosh bx + cosh bwy + c)
2

f “1/b
o 12
Clx,y) = ]Oge[ cosh bx;— cosh by % \/ioabh,\-;cosbb)) _1}

Para que sea univoca esta media, se define para variables «x,y no negativas
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(nulas o mayores que cero ).

h) Lamediaseno-hiperbdlica, S(x,y), enlacual f(u) =a, senhbu+c, ycu-

ya expresion puede el lector encontrar por si solo.

Ya se puede observar que estos ultimos tres ejemplos no pueden formularse como ca-

so especial de la media potencial de grado .

2. El problema de calcular y analizar medias se presenta con mucha frecuencia en
Fisica, en Meteorologia, en Economia, en Demografia, en Hidrologia y, en general ,
en donde son frecuentes las aplicaciones de la estadistica. Por lo comin, se trata
de calcularlas para medidas de valores (fisicos, econdmicos, financieros, etc.) que

se expresan por un nimetro real y una unidad de medida. La media en cuestion puede
ser de naturaleza tal que, al cambiar la unidad de medida de las variables, viéndose
asi multiplicado el nimero que las mide por un cierto factor, la media se vea multipli-
cada o n6 por dicho factor. Por ejemplo si x,y son dos longitudes medidas en
pulgadas (1 pulgada = 2.54 cm ), cuando se las exprese en centimetros ellas y su me-
dia aritmética se ven multiplicada por 2.54 ; y lo mismo ocurre con la media geomé -

trica, con la cuadratica y con otras; pero esto no ocurre con la media logaritmica, ni

con otras.

Surge pues la pregunta de saber cuales son las medias cuasi-aritméticas que cum-

plen, en general, la propiedad
Vix,y), M(tx, ty) =t. M(x,y)
que se Ilama propiedad homogénea .

3. El objeto de esta nota es resolver el anterior problema. Es muy elemental, pero
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sucede que, después de buscar en mucha literatura de la Estadistica y del Analisis,
el autor no lo ha visto resuelto explicitamente. Por esta razon el autor hubo de ha-
cerlo camo se mostrara enseguida. Ademas, este método contiene algunas aplicacio-
nes interesantes de ciertos resultados de la teoria de las Ecuaciones Funcionales ,

que se justifica divulgar algo mas.

4. Problema. Identificar la clase de funciones reales f(u) que atribuyen a la me-

dia cuasi-aritmética
0)  Mxy) = f1 (M)
2
la propiedad homogénea, es decir, tales que para todo niimero real positivo 7, sea
M(tx, ty) =t. M(x,y)

4. La condicidon de homogeneidad es, segtn las definiciones dadas :
(1) /1 f(tx)+[(ty)) " ,,/-1( fx)_+ f(w)
2 2

Escribamos f(x) = g,(x) = u, por lo cual ) =, g,'l(u) = x, de don-

de

2) gl = (/0w

Sustituyendo en (1) :

/1 g (x) + g;(y)) g ( f(x) + f(y)
2

2

y dividiendo por ¢
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(1/1) /.1 (gt(x) +g,(y)) =f'1 ( f(x) + [(:)]
2

2

que, segun (2) , puede escribirse en la forma

g'1 (g,(x) + g;(y)) . f-l ( f(x) + {(x))
2

d 2

Aplicando la inversa de g'tl (osea g;) ¢

(3) &®) +e;,(9) g /1 (x) + f(y)

2 2

endonde g,/ es el “*producto funcional’’ o composicion funcional de g, con

f e
g fw = g A f(W} = h(u).

es decir, x= /1w, y= flw), la

Si escribimos  f(x)=u, f(y)=v,
ecuacion (3) nos da :
-1 -1
g [ (W) +g, [ (v) < 2 /-1 ( u+v)

2 ! 2
obién
(4) bh(u) + h(v) -~ b (u+v)

2 2

La anterior es una ecuacion funcional muy conocida que Ileva el nombre de

Ecuacion de Jensen. Se ha demostrado (1) que la dnica solucién continua de es-

(D) yer por ejemplo, J. Aczel, Theory and Applications of Functional Equations.
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ta ecuacion es la expresion general

bh(u) = au+b , siendo a,b constantes arbitrarias.

Esto es,
g, f-l(u) = au+b

y, puesto que «x = /'1 (u) ¢

g,(x) = a(®). flx)+b(1)

en donde a(#) y b(#) sehan hecho depender de ¢, ya que asi ocurre con g,

Recordando la definicion adoptada para ¢, :

(5) f(ex) = a(t) . f(x) + b(1) .

La ecuacion (5) es equivalente a la (1) que da la condicion de homogeneidad pedida .

5. La ecuacion (5) asi como su solucién, son muy familiares para los que se ocupan
de la teoria de ecuaciones funcionales. Pero como estadisciplina parece no estar

muy divulgada en nuestro medio, daremos aqui el procedimiento para resolverla .

Sea la ecuacion funcional

(6) Fixy) = G(y) F(x) + H(y)
en donde F, G, H son indeterminadas. En x=1, tendremos

(7) F(y) = G(y) F(1) + H(y)

y restando (7) de (6) :

F(xy) - F(y) = G(y) [ F(x) - F(1) ],
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y sumando y restando F(1) a la izquierda obtenemos
F(xy) - F(1) - F(y) + F(1) = G(y) [ F(x) - F(1)]
Indiquemos con J(x) = F(x) - F(1) y podremos poner
J(xy) - J(y) = G(y) J(x)
0 sea
(8) J(xy) = G(y) J(x) + J(y).
Ahora bién, evidentemente J(xy) = J(yx), lo cual, por la ecuac ion (8) conduce a
G(y) J(x) + J(y) = G(x) J(y) + J(x)

en donde

9) [G(y)-11 J(x)= [G(x)- 1] J(y)

En este punto debemos hacer una distincion :

a) Si G(y) es idénticamente igual a I (G(y) =1), laecuacion (8) toma la forma

(10) J(xy) = J(x) + J(y)

que es una ecuacion funcional llamada ecuacion logaritmica de Cauchy porque éste

demostré que la tnica solucion continua de (10) es
J(x) = log,x, siendo a real positivo arbitrario .
Recordando la definicion de J(x) se tiene

F(x) = log,x + F(1)
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y como F(1) puede fijarse arbitrariamente ,

F(x) = log,x +c,
Sustituyendo en la ecuacion original
F(xy) = G(y) F(x) + H(y)
log,(xy) + c=1 (log,X + c)+ H(y)
logax+ log,y = log, x+ H(y)
H(y) = log,y
Resumiendo : Si en la ecuacién (6 se tiene G(y) = 1 lalnica soluciéncontinua es
F(x) = log,X +c ; H(y) = log,y

siendo a una constante real positiva, ¢ una constante real, y ambas arbitrarias (in-

dependientemente ).
Por otra parte :

B) Si G(y) noes idénticamente igual a 1, esto significa que hay algin punto  y,

donde G(y,) # 1, yenelcualla ecuacion (9) se expresa

(G(y,) -1 Jx) =(G(x) - 1 ) Jiy,)

(y,)
J(x) = _]_%_ [G(x)-1]
Gly )-1

o

y siendo  J(y,) / [G(y,) - 11 unaconstante arbitraria A, de la ecuacion anterior

resulta

J(x) = AG(y) - A
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y sustituyendo en (8), se obtiene
G(xy) = G(x) G(y)
La solucidn de esta ecuacion es debida a Vincze y su tnica forma continua es

G(x) = xk , siendo % un nlmero real arbitrario.

Esto nos dapara J(x) :
F(x) - F(1) = J(x) = Axk

F(x) - Ax® + F(1)

y siendo F(I) = ¢ arbitrario,
F(x) = Axk F.C 3

Sustituyendo F(x), G(x) como han sido halladas, en la ecuacion propuesta (6, se

encuentra enseguida

H(x) = C(1-xk)
Resumiendo : lalinica solucién continua de la ecuacion

F(xy) = G(y) F(x) + H(y) , con G(y)£1,

es el sistema de funciones
F(x) = Ax®, G(x) = x®, H(x) = c (1-x%),

En donde A,c,k son constantes reales arbitrarias, mutuamente independientes .

6. Volvamos ahora a la ecuacién (5). Segtin acabamos de ver, si a(?) = 1, entonces

su Unica solucion continua es el sistema de funciones
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flx) = logax+c, b(t) = log, t, a(t) =1

Muy facilmente, el lector puede comprobar por si mismo que estas funciones satisfa-

cen la ecuacion (5). Entonces la media que buscamos sera

M(x,y) = /-1( ) + f(y) ) - f.1{ logg* + loggy | C)

2 2
= /-I(IOga\/:'T-}-C) = VXxy
es decir, la media geométrica.

7. Sienlaecuacion (5), a(t) # 1, lalnica solucidn continua de (5), como hemos

visto, es el sistema
fix) = AxR i e am) = t%, b)) = ¢ (1-1%)

Siendo A, k, ¢ constantes reales arbitrarias. También es facil verificar que, efec-
tivamente, estas funciones satisfacen idénticamente la ecuacion (5). Aqui no hemos
demostrado que lo hagan ellas exclusivamente, pero esto tltimo también es cierto, si
es que necesitamos que f(x) sea continuaen X y mondtona en todos los reales po-

sitivos.

En estas condiciones, tenemos

k. k
R e R
2

como se vio en el ejemplo e) del #1 de esta misma nota.

Estos resultados pueden resumirse en el siguiente teorema :
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8. Teorema. De todas las medias cuasi-aritméticas de la forma (0), solo la media

votencial de grado k(k € R”)

k
My (x,y) = xk+xk

2

y la media geométrica

M (x,y) = lim My(x,y) = \xy
k-so

son homogéneas. Esto incluye las medias aritméticas, cuadraticas y armonica,

como casos especiales de M, (x,y) .

9. Este es un resultado importante en lafisica, la biologia, la economia y demas

ciencias en donde valga el principio de homogeneidad dimensional y, por lo tanto, el
Teorema **Pi’’ de Buckingham- Vaschy referente a las leyes naturales entre magnitu-
des sujetas al principio de invariancia ante cambios de unidades. Pero este es otro

tema que esperamos tratar después.
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