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NUMERO DE ELEMENTOS DE UN CONJUNTO

YU TAKEUCHI

0. Introduccion.

El concepto de Numero de elementos de un conjimto esta incluido en el plan de
estudios de 20. de bachillerato;  sin-embargo, aiin para estudiantes avanzados de la

Carrera de Matematicas, este concepfo no es facil de dominar.

En la Figura 1 se muestra un conjunto de frutas; los nifios de kinder saben ya

que aqui hay "tres" frutas. Anal icemos como las cuentan :

Figura 1

Algunos nifios las contaran como se muestra en la Figura 2, otros nifios las conta -
ran como en la Figura 3, d la Figura 4. En cualquier caso, siempre hay que esta-
blecer una cOrresponlencia de las frutas a los nurneros naturales sucesivos (repre-

sentados conveni ente mente por los dedos) UNO, doS y tres, de tal manera que a ca-
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Figura 2

Figura

Figura



da fruta se le asigna un solo numero; as! que se obtiene €l numero tres como el ul-
timo ruimero en estas correspondencias  (en la Figura 2 el ~umero correspondiente a
la naranja, en la Figura 3 el ruirnero correspondiente a la manzana, yen la Figura

4 el ruimero correspondiente  a la pera ) y esto es precisamente el numero de (rutas.

A continuac ion estudiaremos matematicamente el mecanisme intuitivo del "con-

tar" observado anteriormente

1. Eqviva/encia( 0 equipotencial de dos conjuntos.

Dados dos conjuntos i\ y B decimos que A es equivalente (O equipotente )
d B si es posible establecer una correspondencia UNO a \lio entre los elementos
de A yde B (en otras palabras, si existe una funcicn uno a uno de A sobre B)

y se nota:

En el elemplo del paragraf o anterior, la Figura 2 (0 las Figuras 3y 4) nos muestra

que el conjunto de las frutas es equivalente al conjunto numerico 11, 2, 3 |-

Ejemplo 1. Demostrar la equivalencia de los intervalos

@ © 1 -@&b

() (a 1) - (000

(|||) (O, 1). (0 (eI (0) *

Solucion. @i Considerar la correspondencia i : (0,1) ...(ab} definida por

xE 0,1), f(x) = a+x(b-a)E (a, b)
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(ii) Considerar la correspondencia g: (0,)) ....(0,00)
X e g = ..L.1
xE(O,), g(x):..l..--)l( E (0,00).
(i)  Considerar la funcicn h: (0,1 ™" (-00,00) definida por

definida por

2.1 si xE(02)

h(x)
{_1_-2 si XE[;
1-

para cada x E (0, 1).

Dejamos al lector Ila conpobacion de que estas funciones

Ejercicio 1. Demostrar que
[0) A-A;(ij) sf  A.Bentonces B.A (iii)si

ces A. C.
So/ucion. () Sea / la funcion ident ica definida en A

Ix) = x para todo x EA.

Entonces / es UN0 a uno vy sabre: por 10 tanto se tiene

,1).

/" g y h son Uno a uno.

A-B,B-C

que

enton-

A-A.

(H) Si- A -B  existe una funcion g, de A sobre B Yy UNO a uno.

versa g-l existe, es UN0O A UNO y

Por 10 tanto se tiene que B -A

La func ion in-

(iiy Si A. B, B +C existen dos funciones, g y h ,UNO a UNO tales que
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g(A)=B. h(B)=C.

Dejamos allector la cornprobac ion de que la func ion compuesta hog nos garanti-

za la equivalencia de A y C. .

Por el ejercicio 1, la equivalencia (1) (0 equipotenc ia) es una relacion de equi-
valencia.
E;ercicio 2. Supongase que A -Al Y B -By. Demostrar

0] AxB-Alel

NN Si AnB=¢,A nB1L =¢ entonces

Solucion. Sea f una aplicacion UNO a uno de A sobre Al y g una apli cacion

uno auno de B sobre B1.

(il Definimos una aplicacion F de A x B en Al x Bt : en la forma siguiente

th,y):(f{x), gy r: xEA YEB .

Si F(xy) = F(xq, Y) se tiene

169 =9 ) =(ikx)-  g(¥)

0 sea que

Esto es, x"": Y=Y por 10tanto F es UN0 a Uno. Dejamos al lector la

comprobaclen de que F es sobre
(i) Conside remos la s.quiente aplicacion G de AU B en Al UBI

f(x) si  x EA.

G(x)

G(y) a(y) si xEB -
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El lector puede demostrar que G es UNO @ Uno y sobre

Ejercicio 3. Demostrar la equivalencia de los intervalos

Solucion.  Por el Ejemplo 1y el Ejercicio |, basta demostrar que

[0.0) - ¢ 00+0p

Consideramos la nnclcn g: [0. 00) -+ ( D000) definida por
X.n si  xXE[2n.2n+1). donde n=0.1.2 ooe,
g0 = {
X-3n+1 si  xE[2n-1.2n). donde n=1.2.3 ...

Dejamos al lector la comprcbacion de que esta funcion g hos garantiza la equiva-

A]

(: |

e

lencia de

glx

i~
Y

Fig ura 5. Graficad e ¢
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Eiercicio
A 11,23,
entonces, m=n,

Demostracion.

|1, 2,

0 sea que existe una aplicaclen |,

10\ 1, 2,

j(m) es un mirnero natural entre 1 y n

equivalencia
|1, 2,
Pero, (ver la Fig. 6) :
1,2

luego

11,2,

11,2,

[t

|1, 2,

Por el ejercicio

.ml =11 2

4. Demostrar que si

ml y A 1123, el ,

1 se tiene que

.l

uno a uno tal que

,mD=11,2 .. ,nl.

m11 - 11,2, n loym |

cnl=-um 1-11,2 ... oL |, @)
,m1 =122 ... 0L | (3
, f(m)-I, m +1, ... ,nl

11

Ay -1 f(my Lo 0L

Figura 6. Esta correspondencia garantiza la equivalencia (2) .

la aplicac Idn | establece la siguiente
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Y aSl, sucesivamente, si m> n tenemos

1, .. ,mns1l -11l
esto es
m=n
ya que m.nslL 1.
Si un conjunto A es equivalente  al conjunto 11,23, .. Il decimos que
W A es un conjunto finito" y que "A time w eletretttos” <0 que m es el nu~

mero de elemelltos del conjunto A). De acuerdo con el Ejercicio 4, el nurnero de
elementos esta bien definido, en terminos mas intuitivos, el ruimero de elementos
de un conjunto es independiente  de la manera de contarlos, segun se observe en el

paragrafo anterior.

Ejemplo 2. Un conjunto acotado de raimeros naturales es finito.

Solucion. Sea A un conjunto acotado de nurne ros naturales, sean:
ail) el rninimo de A,
a(2) elminimode A-la(l)!,
a@3) el mnmo de A<l a@ ,a@ |

Si 11 es una cota del conjunto A, el proced imiento anterior debe acabar al cabo
de, a 10 mas, M pasos; o sea que existe m(m:: M) tal que arm) = el minimo

de A-l1a(l),a2), o a(m-Ny! y  A=la(l),a(2), ee. La(m)l.

Es evidente que A es un conjunto finito de m elementos.
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Ejemplo 3. Sea IN el eonjunto de todos los numeros naturales. Entonees IN NO

es finito.

Solucion.  Supongamos que IN fuera fin ito, entone es existi fia un m tal que
w-1l1,2,3 ... ,m

Por un proeedimiento similar a la demostracicn del Ejereieio 3 se tendria
N-11,23 .. ,mt I-121.

Esto es imposible ya que IN -11, 2, .. , mL | tiene dos elementos distintos, por

ejemplo, m y m+ 1.

Ejercicio 5. Sean A, B dos eonjuntos finitos disyuntos de mk elementos respee-

tivamente.  Demostrar que AUB tiene  m-s ]: elementos.
Solucion, Tenemos :

A-11,2, .om oy B112, .. K.
Evidentemente  se tiene

B -112, .. , k 1-Im+1, m+2, .. «ms] 1,
luego (ver la Fig. 7)

AUB1 1,2, .. mlulm+1), m+2), .. ,im+k |

= |Z, 2,3, .. , ms] |
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/" -
| " "
/ \
| < 7 11,20, e m\
| I - \
I L !
|
| | |
\ X >\ ImHl, me2, me3, e mak\ !
\ / I
\ - , / \ /
- - /
Figura 7

Dejamos al lector los detalles de la demostracicn

Ejercicio 6. Demostrar que cualquier sub-conjunto no vacio de un conjunto finito

es fin ito.
Demosfracion. Sea m el ruimero de elementos de un conjunto finito A, si Be A
entonces B es equivalente a un sub-conjunto de '1,2 .. m |, digamos S

Por el Ejemplo 2 se tiene que S es finito, por 10 tanto B es finito.

Ejercicio 7. Demostrar que un conjunto finito no es equivalente a ningiin sub-con-

jun to propio.

Demosfracion. Sea B un sub-conjunto  prop io (no vacio) de un conjunto fin ito A,

entonces

A=BU®A-B) , A-B 1D

Si m(@) ;mB) , m(A-B) son los mimeros de elementos de los conjunto s A B Y
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A-B respectivamente, entonces, por el Ejercicio 5, tenemos
m(A) = m(B) + m(A -B) -

Esto es

m(A) > m(B)
0 seaque A Y B no son equivalentes

EjeTcicio 8. Sea A un conjunto finitoy B un sub-conjunto de A. Supongamos

que m@) Y m) designai el ruimerode elementos de A Yy de B respectivamen-

te, demostrar que

A=B sl ysel0si m@A = m@) -
Sugerencio. Porel Ejercicio 7 setieneque
Si B !l A entonces m@®B) < m(A) °

Ejercicio 9. Sea A unconjunto de k mimeros naturales. Demostrar que A

tiene la forma

donde

"1<"2<"3<"<K!

Solucion. Sean:

"1 = el minimo de A,

"2 =el mrrJJmo dep. Ieq 1
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1 = el minimo de A .1111,112" O

El lector debe demostrar que

0] Si h<k
A 1111, oo i fll
Q) A=I11 1, .o |
1%

Ejercicio 10. Demostrar que un conjunto fin ito de nurneros naturales tiene un ele-

mento max imo.
Sugerencia. Aplicar el Ejercicio 9.
EjeTc;c;0 11. Demostrar que la union de dos conjuntos finitos es un conjunto finito.
Sugerenc ia. Sean A, B fin itos. entonc es
AUB =AU(@®B A) .
Aplicar el Ejercicio 5 y el Ejercicio 6.

Ejercicio  12. Demostrar que la union de Un numero finito de conjuntos finitos es

fin ito.

Dejamos la dernostracion al lector.

2. Conjunt05 inlInltok,

Se dice que un conjunto (no vacio) es Infinito si no es finito. En el Ejemplo 3
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hemos visto que IN es infin ito.
Ejempfo 4. Los conjuntos numericos Z, Q. IR son infinitos.

Demostracion. Si z (6 Q. IR) fuera fin ito entonces IN seria finito ya que

Nez. (Eje rcicio 5). A

Ejercicio 13. Demostrar que un conjunto es infinito si posee un sub-conjunto infi-

nito.

Sugerencia. Si el conjunto fuera finite, cualquier sub-conjunto seria finito (Ej erci -

cio 6) .

Ejercicio 14. Cualquier conjuntoinfinito contiene un sub-conjunto equivalente a

IN.
Demostracion. Sea A un conjunto infin ito.

Como A no &5 vacfo . existe un elemento de A, digamos "t : Ahora bien,
A-laj! no es vacio ts! A-lajl fueravacfo A serfafinito  contra lahip6tesisl.
Luego existe un elemento de A - aj | ,digamos a2 Y asi sucesivamente. En ge-

neral, el conjunto

A-la a . .. a |
j 2 1
El conjtn to | aja,.a,, I esequival ente a IN, Y
I"t:a2n a3'... lcC A

Dec imos que un conjunto A es contablemenle (0 enumerablemente) infinito
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si A -IN.  Un conjunto es contable (o numerable) si esvacfo , o [inito o con-
tablemellte in[inito

S. A es contab lemente infin ito, existe una correspondencia (0 apl icacion) uno

a uno entre A yIN. Sea ale | elemento de A correspondi ente alE IN por
. n .

esta aplicac tcn. Z el elemento de A correspondiente a 2EIN, yen general,

an el elemento de A correspondiente a nEIN (ver Fig. 8> En otras palabras,

A= Ial,a a_,, a,

23
‘t 1 1 correspondenci a entre A
N

y
IN=1 1+¢2. 3 n,

Fig. 8 (A -IN)

todos los el ememos del conjunto A puede n ser marcados por Sl.Ibfndice s naturales.

Notes e que a. =l aj si /i) en esta expr esion del conjunto A puesto que
t

la correspondencia es UNO @ UNO.  Analcqgamente, si B es un conjunto [inito de

k elementos  tenernos

El ejerci cio H puede formularse como sigue

Cualquier conjunto infinito tiene un subconjunto  contablemente in[inito
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Se puede expresar este hecho en forma intuitiva diciendo que: Los conjuntos con-

tables son Mas pequenos que todos los otros conjuntos infinitos.  En resumen:

| Conjunto vacio | 4,————+— no tiene elemento
I Coniuntos. ~ fin itos 11,2, 3 ... ,m
| Conjuntos  in/initos contables | -IN=11,23, .. 1

! Con juntos infinitos no contables  |.

Esemplo 5. (i) Z es enumerable ya que la siguiente aplicac ion /. Z ...IN es

uno a uno.
/0y =1, /1 = 2n in=1,2,3, ... )
/(-n) = 21141 .n=12, 3, ... )

(i) A =124, 68, .. | es contablemente infinito ya que la apticacion

g :g@11) = 11 de A sobre IN es uno a uno.

Ejercicio 15. Cualquier subconjunto de un conjunto contable es contable.

Demostracion. Basta demostrar que cualquier subconjunto de IN es contable.

Sea ACIN, si A esfinito o vacio entonces A es contable por definicion.  Si

A es infinito, A esde la forma (ve r Ejercicio 9) :

A=I11 11,11, 11 <11 <n3<... .
123 1 2

0 sea que A es contable . .

E;ercicio  16. Si A es infinito entoncesA  es equivalente a alguno de sus subcon-
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juntos  propios

Nota. Esta propiedad, combinada con el Ejercicio 7, c aracteriza los conjuntos in-
fin itos. Es decir, Un conjWwlto A es infinfto si y s610 si A es equivalente a al-

gun B de sus subconjuntos  propios.

Demostraeion. Por el Ejercicio 14, existe un Subconjunto de A, enumerablemen-
te infinito, por ejenplo

B=lb b.b, | ca.

Definamos la siguiente aplicac icn f:

G) f esidenticaen A-B (A-B puede ser vacio ) .

(i) f(bn} = b2n in = 1,2,3,
Evidentemente f es uno a uno y su recorrido es

A-B) Ulb b b ..
24" 6

10 cual constituye un subconjunto  Propio de A. (Ver Fig. 9)

aplicacion
-1 - —+

identi ca

Ibi- b7, b3 e« |
apl ic acion f

Figura 9
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Ejercicio 17. La union de dos conjuntos contables es contable.

Demostracion. Sean AS8 dos conjuntos contables.

() Suponemos primero que A y B son disyuntos.

Si A Y 8 son finitos, entonces A U B es finito, lueqo es contable

Si A Y 8 son infinitos, digamos

entonces

por 10tanto AU 8 es contablemente infinito.

Si Aesfinitoy B esinfinito

entonces

por 10 tanto AU 8 es contablemente infinito

(i) Caso general. Tenemos:

AU8 = AU®B-A

donde 8-A es cmtable (Ej ercicio 15), como A y 8A  son disyuntos

ne que A U (8 -A) es contable

se tie-

85



Ejercic;o 18. La union de un mimero finito de conjuntos contables es contable.
La demostracion la dejamos al lector.

Ejerc;cio 19. Sean A Yy B dos conjuntos contables, entonces Ax B (el pro-

ducto cartes iano de A y B) es contable.

Demostrac;on. () Suponemos que A y B son infin itos, entonces

A _IN-12"j nEIN

B -IN -13"j nEIN

luego

AxB-lt2" 3 nk ENT-12" 3% nkEN I
como |z« 3kj n,keIN | esun subconjunto de IN, entonces es contable, por
lotanto AxB es contable.

gy Caso general. Sean Ao: A UIN Y By =B UIN. Entonces Ao,B, son

contablemente infinitos  (Ejercl cio 17), luego se tiene que AoxBg es contable.

(Parte  (i)). Como AxB C AO X BO , por el ejercicio 15 tenemos que AxB es
contable.
Ejerc;cio 20. Sean ApAg, . Ap conjuntos contables. Entonces, el producto

cartes iano  Ai X Ay X e X Ap es contable

La demostracidn la dejamos al lector.

Ej erci cio 21. Sea |A] una col ecc ion contable de conjuntos contables, en-
J [EIN
e]e] J

tonces la union total iU A, es contable.
=i
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Demostracion. Utilizando la tecn ica empleada en la demostracion del Ejercicio 19

se puede suponer que A s ccntablemente infin ito para todo j.

() Suponemosque  AjAyA; soodisyuntos.
Sean
A.J =1 l, iemn.
. . . 00
Consideremos la apficacion  j:;U  A_INxIN definida por
=17

f(ar%) (i mEINXIN

El lector puede comprobar fac imente que f es uno auno y sobre. Por 10 tanto:

T A _ inanen
=
(il Caso general.  Sean
Entrnc es :
00 00
U A U B,.
n=l n p=| N
Como B, escontableparatodo n setieneque Ejl B12 es contable (parte
n=

G ). par 10 tanto U A es contable
12=1 n

Ejercicio  22. EI conjunto Q de todos los ruirneros racionales €S contable.

Sugerencia. El conjunto Q es equiva lente a un subconjunto de IN X IN .
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Ejerc;c;o  23. Sea A un conjunto de intervalosabiertos y disyuntos des ados.

Entonces A es contable

Demostrac;on. Como Q es contable podemos escribir
=l XXX,
QX% 534
Si (ab) EA el conjunto de numeros naturales ! E NI x, E (a b) I noes

vacfo puesto que Q es denso entoda parte. Al intervalo (ab) le asignamos

el siguiente numero natural
el minimode  {nEINIxnE(a,b) l.

ASl se puede establecer una correspondencia entre los intervalos del conjunto A

y un subconjunto de IN. Evide nternente esta correspondencia es uno a uno ya

que los intervalos de A son disyuntos. £

EjeTcfc;o 24. Sea B un conjunto de intervalos cerrados con longitud positiva Yy

disyuntos dos ados. Demostrar que A es contable.
Sugerenc;a. Similar al Ejercicio  23.

Ejercicio 25. Demostrar que
@G En IR2 (0 en IRM el conjunto de todos los puntos de coordenadas racionales
es contabie.

(i)  Una col eccion de circulo s disyuntos con radio positivo es contable

(i) Una col eccion de esferas disyuntas con radio positivo es contable.

La dernostrac idn la dejamos al lector.

Ejercicio 26. Sea S la coleccion de todos los polinomios de coeficientes racio -
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nales . entonces S es contable

Sugerencia. Sea Sn la colee cion de todos los polinomios con coeficientes raciona-

les de grade n, entonces

luego

U~ SN (Ejerc icio 21) .
n=l n

Eiercicio 27. Sea ] una funcicn de valor real defin ida en [0,1] Y supongamos
0
que existe una constante M > tal que para toda suces ion finita de puntos dis -

tintos !"t:x2' ... ,"» 1, se tiene la desigualdad

ljod) +jox2) +eeetjxn) [~ me

demostrar que el conjunto

s=1IxE|[0 1]/ [Ix) "10!

es contable

Solucion.  Sean  S+=IXE[O,[]/j(x»O! y  S.=IE-[0,1]/j(x)<O!

entonces (0]

Sea Sn =l xE [0 / [tx >_1rr1, n = 1,234, eritonces  tenemos:
(i)

Si "tIxy .. ,xk son puntos distintos de SN entonces

luego

89



=+ wdi<d(xy + (x2) e+l < M
n

es dec ir
k < n-M

Esto es, el conjunto sn contiene a 10 mas nMm puntos distintos 0 sea que Sn

es fin ito (contab le). Por 10tanto S+ es contable. De la misma forma, se ve que

S es contable. Luego S es contable

El lector debe comprobar las identidades @) y (i i) «

Ejercicio 28. Sea | una funcion de variac ion acotada en [0, 1] . entonces el

conjunto de todos los puntosde discontinuidad de | es contable.
Sugerencia. Considerar la funcion
Ftx) = I(x+). [i x«} =«

y aplicar el Ejercicio 27 a la funcion F.

3. Conjuntos  no-contables (no-enumerables).

Ejemplo 6. EI conjunto IR de todos los numerus reales no es contable
Demostracion. Sabemos que (Ej ernplo 1):

IR = (- 0o, D0) - (0, 1)
luego basta demostrar que (0,1 no es cOtltable

Si 0 1)=IxEIR/ 0<x<1l fuera contable se podria escribir
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Desarrollando el ruimero "» en el sistema decimal se tiene

Sea ahora

donde )
Si

Si

Entonc es y es un mimero real entre 0 y 1 ademas

y i 5, para todo n = 1,2, 3, ..

0 sea *
y (0 1) =15152" .. s .. (ab surdo ) .

Ejercicio 29. Sea S la coleccion de todas las sucesiones formadas par los dos

ruimeros 0 y entonces s 110 es contable.

Sugerencia. S es equivalente al conjunto de todos los numeros entre 0 y 1, ex-

presados en el sistema binario

Ejercicio 30. Sea IA( una familia de conjuntos finitos dedes o0 mas ele-
J jEIN
mentos . El producto cartesiano de los A]. (i = 1,2,3, .. ) no es contable
Sugerencia. El producto cartes iano Il A, contiene un subconjunto equivalente
=1

al conjunto S del Ejercicio 29.

Ejercicio 31. Los conjuntos  (0,1), (0,1], [0,1] son equivalentes. Mas gene-
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raimente, si A es infinito y B es cmtable entonces AU B A

Demostracion.  Para mayor sencillez supongamos que A y B son disyuntos. Sea

Sabemos que A tiene un subconjunto contable (Ejerc iclo 14), digamos:

Consideremos la aplicac ion f. A _ A UB defin ida por

f esident ica en A-C.

Dejamos al lector la comprcbac ion de que
puesto que B es contablemente infinito,

truir lac ilme nte la correspondencia  entre
Ejercicio 32. Demostrar que

()  IRxIN.IR
(i) IRXIR.IR
(iij}RxIRx .. xXIR.R.

~r L

n veces

Demostracion. () Sabe mos que

(n=1,2,3, i,

f es Un0O awio y sabre.  Hemos su-

si B es finito el lector puede cons -

Ay AU B -

IR .(0,1) -0,1) (Ej emplo 1, Ejercicio27I

IN «Z (Eje mplo 5) ,



por 10 tanto

~ X IN -[02)
Si xER setiene
Xx=n+x'
donde
n = [X] =
X = x[x]
La apli cacion : /R_[ 0,)

X = n+ X

es UN0 a uno y sabre. Luego
[0.))xZ-IR
per 10 tanto
IRXIN-/R.
(i) Sean XxyE(O,).
x = 0. xl

X Z

Expresamos X,y

X2 X3 ... ,

X Z .

la parte entera de X

= la parte fraccionaria de x ,

definida por

x . n)

enelsistemadecimal

y = 0. YL Y2 Y3 .0

Basta considerar la si~iente  apl icacion g: (01 x (0,1) .. (0, 1) definida
(i)  Similar a (ij)
Notq. El Ejercicio 32 puede expresars e as!

RE.RR 3.m,.. R"R

por: :
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Ejemplo 7. Sea S el conjunto de todas las funciones de valor real definidas en

fR.  Demostrarque S no es equivalentea fR.

Demostracion. Supongamos que S .S, entonces existiria una aplicacion uno a
uno de fR sabre s, o sea que a cada real x le corresponde wuna fun cion, la
cual notaremos par Ix(t) (Notese que t es la variable independiente de la func lou

1x)' Definimos una nueva funcion de valor real h como sigue

tiee),
Entonces h es una funcion definida en n , luego he S, Como la aplicac ion
R .. S
. . . — !
es Sabre, deberi a existr un bE IR talque h = h 0 sea
para todo tEIR .
Pero

(absurdo )
Ejercicio 33. Sea A el conjunto de todos los ruimeros reales entre 0 y 1 ,en-
tonces ADO -fR o
Nota. ADO es el conjunto de todas las sucesiones de ruimeros reales entre 0 y 1.

una sucesion de nurneros
reales entre 0 Yy 1. Desarrollamos los elementos de la sucesicn en el sistema

dec imal :
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Reordenemos la doble sucesion  (xk en una suces ion simple (este procedimien-

n
to es posible ya que IN x IN -IN) .. as! podemos asignar un rnirnero real (expresa-

do en el sistema decimal) a la suceslon  (xI' X' Xg'o i.
Ejerciicio  34. Sean A)B)C si A -C entonces A -B.

Demostracion.  Suponemos que A-1B ,B i€, entonces C tiene que ser infi-

nita (Ver Ejercicio 7).

Como A -C, existe una apticacion I, uno auno tal que f(A) =C.
Sea donde
2) =1ffx) :xEAL, 3A) = Ifffx) )): xEA | , etc. Entonces
n rB)= n rCA) D
n=I n>1
ya que

A B) f(A)

T enemos

00 n n
A = Li lf () -f () IUD, @A) = A )
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00 n-L
B=U I1 @ -inB IU
n=I

Definimos la siguiente aplicac ion g A_B

. ]
g =x si xel. ® -rcA) 1}

para todo n

g = 1) si x E r » - e

= x Si XED

g9(x)

Esta aptic acion g es Un0 a uno .y sabre B, como puede observarse en la Fi -

gura 10 . puesto que

I @ - A

1w - les

Figura  10.
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A) 8) 1A

1"Yy ) lg)  1%A) r(B)

Ay cre) =l -101@)] Upae - r(A)]

aplicac idn
iden tica

1

Ejercicio  35. Sea IN<> el conjunto de todas las sucesiones de ruimeros natura-

les. Demostrar que IN<X>. R -+

Sugerencia. Sea n un ruimeronatural, expre samos 11 ell el sistema decimal

n=nl+ (2 x 10) + (n3x 100) + ...

Hacemos cor responder a n el nurnero

seqiin esta correspondencia IN es equivalente a un subconjunto de (1)

precisamente,  al subconjunto formado por numercs entre 0 y 1

decimal es fin ito ).
Se puede entonces considerar que

IN<X>C (01)

Por el Ejercicio 25, IN<> contiene un subconjunto equivalente  aR,

(0,1J1X>.1R (Ejerci cio 33) se tiene que INO-R (Ejerc icio 34).

(mas

cuyo desarrollo

como
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E;ercicio 36. Demostrar que IR'00.IR, donde  /roo  eselconjuntodeto-

das las sucesiones de elementos reales

Sugerencio. Como /R _(0,1) (Ejernplo 1), se tiene  [R00 _ (OIYOO -/R (Ejer-

cicio 33) .

Eiercicio 37. Sea A un conjunto nurnerico (e.d. A C/R) con su interior no-va-

Ci0 , entonces A -/R .

Sugerencio. A contiene un intervalo, digamos (a, b)
(a,b)CACIR
Sabemos que (@b) /R , luego : A -R -

E;ercicio  38. EI conjunto de todos los puntos de una curva en /R2 es equivalen-

te a IR

Sugerencio. Sea (a ( ,f3i) ), t~ (a b) una ecuac ion parametrica de 1a curva.

Entonces a no es constante d f3 no es constante

Supongamos que a no es constante, esto es
m = minimo de art) =l M = maximo de a(t).

La c~rva contiene 1m stlbconjunto equivalente al intervalo  Im, M] -R

Yu Takeuchi
Departamento de Matenuiticas Y Estadistica

Universidad Nac iona I.
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Nota: Los lectores que deseen remitir soluciones a los ejercicios pueden dirigir-
se al editor del Boletin. Las comunicaciones deben ir a maquinay doble espacio .

Se publicaran las mejores solucicnes.

A. E. Noether

El adjetivo “'noetheriano’” (neteriano) aplicado especialmente a los anillos y
otras estructuras algebraicas se refiere a la crucial influencia que en el algebra
abstracta tuvo la obra de Amalie Emmy Noether ,matematica judio-alemana nacida
en Erlagen en 1883. Inicialmente trabajo en la teoria clasica de los invariantes
con Gordan: asistid en Gottingen a lecciones de matematicas como Klein, Minkows-
ki, Blumenthal y Hilbert. Posteriormente siguid las lineas de atague directo de es-
te iltimo y desarrollo sus grandes aportes en |a teoria de ideales. Hizo también

contribuciones significativas a la teoria de la relatividad e influyd notablemente en
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la esc uela rusa de topo logi a (U rysohn, Al exandroff ); en el invi erne de 1928 - 1929
diserto en la Academia Comunista de Moscu y tuvo contacto con L. S. Pontryagin e
indirectamente inf luyo en A. G. Kurosh el gran especialista ruso en la teoria de gru-
pes. En 1933 tuvo que abandonar la Alemania nazi y busco refugio en E. U. junto con
una pleyade de cientlficos que por la misma epoca se dirigieron a ese pais ( E. Artin,
R. Courant, A. Einstein, W. Feller, K. Friedrichs" K. Godel, J. von Neumann, O. are,
G. Polya, A. Tarski, H. Weyl y muchos otros ). Diserto en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton; alii paso quizas la epoca mas agradable de su vida. Murio
en 1935 a los 53 aiios de edad. Si bien, y sequn la expresidn de Weyl \\ las gracias
nomecieron su cuna". fue un ser humane de valores espirituales extraordinarios en
todos los aspectos. A ella se debe en gran parte la fuerte tendencia hacia la algebri-

zac ion de la maternatica observada desde hace alqun tiempo y su influencia ha sido

resaltada por Alexandroff en los siguientes terrninos : \\... si el desarrollo de la
MaterJlatica de hoy indudablemente se lleva a cabo bajo la egida del Algebra y los
conceptos 'y metodos algebraicos han penetrado de varias teorias matematicas, todo
ello ha sido posible solo despues de los trabajos de Emmy Noether. Ella nos ense-
no a pensar en terrninos simples y por 10 tanto generales: representacion homomorfa,
grupos o anillos con operadores, ideales, y no en complicados calculos algebraicos
yen consecuencia ella abrio la senda hacia el descubrimiento de regularidades alge-
braicas donde antes estas regularidades habian permanecido oscurecidas por compli-

cadas condie iones especfficas
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