
Boletin de Matematicas
Vol. VI No. 25-32

ESTRUCTURAS ORDENADAS, 11/

VICTDR S. ALBIS

6. Anillos EUc/ideaJos y de voluacion. Sus re/aciones con los factoria/es.

Hemos visto que si A es un dominic factorial, entonces su grupo de divisi-

bilidad D = K*/ U es un grupo reticulado([l], proposici6n 5.5). 'Es pues per-

tinente identificar los dominies cuyos grupos de divisibilidad gozan de otras propie-

dades de orden. Uno de los casas mas importantes esta contenido en la siguiente

definic i6n :

Definicion 6.1. Un dominio A se dice un anillo de valuaci6n si su grupo de

divisibilidad D esta totalmente ordenado.

La siquiente proposici6n caracteriza estos dominies.

Demostraeion6..1. Sean A un dominio y K su cuerpo de fracciones. Enton-

ces A es lin anillo de v(lluacion cuaooo, y solo cuaooo, para todo x ~ K

se tiene que x~A =>x··1CA.
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Demo strocion : (=» Si D esta total mente ordenado, debemos tener para

todo x (j' A n U que U I x 6 x I U. La primera posibilidad no la tenemos,

pues de 10 contrario x pertenecerfa a A. La segunda equivale a xiI, es de-

cir, x-IE A.

«=) Sean x, yE: K*, x I.y , de modo que x1 y 6 yf x, Pero si

y£I~A, entonces xy-1EA, porhip6tesis; lueqo ylx, y asi Ylx .•

Ejemplos , 1. Sea p E-Z un ruimero primo positivo. EI anillo

A = I a I b E Q ; (b, p) = 1 I
p

es un dominio de integridad con elemento unidad, Su cuerpo de fracciones es e.
Vearnos que Ap esunanillodevaluaci6n: sea x=alb talque alb~Ap;

entonces plb, ycomo (a,b) = 1, tenemos que pl'a; luego bla=x-1EA.

Observemos que U = lalb EAp; (a,p) = (b,p) = 11. Como todo elemento alb

de (l puede escribirse de manera unica, en la forma

2... = p n . z , donde n ~ Z, z E U ,
b

*es facil verificar que qJ I U ",Z (usardo : a/ b ........n el cual es un homomorfis-

*mo de Q sobre Z).

2. Sea k un cuerpo conmutativo, Consideremos el anillo A =k[[r]] cuyos

elementos son todas las series potenciales forrnales

x = x +x T +x 1'2+ ... +x rn+ ...
o 1 2 n

en la indeterminada T I con coeficientes en k (i.e., cada xiE k). Su

cuerpo de fracc iones K = k (( T )) esta formado por todas las series meromorfas
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formales

(6.]) x==x r-n + + T-]+ + T+ + r"».,.x] x x ... x ...
-1'1 - 0] m.

x j: 0 ,
-n

en la indeterminada T con coeficientes en k , Supongamos que x este dada

por (b.1> y que x t A ;entonces

== x (1 +y) ,
-n

donde yeA ':i no tiene termino constante. De aqui resulta

-] TIL 2 i ix (l-y+y - ... +(-]) Y +... )
-n

(usando el conoc ido desarrollo de una ser ie geometric a), Y como c laramente e I

miembro derecho de la anterior igualdad pertenece a A = k [[ T ] ], resulta que

x·] E-A. Lueqo A es de valuacion. Un raciocinio analoqo al anterior muestra

que U={x=x +x T+ ... +x Tn+ ... EA: x to!. Esfacil-compro-
0] n 0

bar entoncesque todo x E- K se escribe de manera tinica en la forma x== Tn. u,

donde ti E- U" y, como en el ejemplo anterior, que K~'/ U '" Z, •

Vol vamos nuevamente a un anillo de valuaci6n arbitrario, con cuerpo de frac-

. . *ciones K. Como D esta totalmente ordenado, dados x, y E- K, tenemos,

verbigracia, que x I y ;, es declr y = xq , con q E A *. De aqui resulta que

x+y == x i ] +q}, 0 equivalentemente, que x I~. Puesto de otra manera,

27



min (v(x) , v(y}} I v(x+v}

donde v .. K* -> D designa el epimorfismo cancnico. Hemos, pues, demostrado

la

Proposicion 6.2. Sean A un anillo de valuaeion, K su euerpo de fraccio~

nes. Entonees e I epimorfismo earlonico v: K ~ D = K* / U goza de las

propiedades s iguientes

i.} v(xy} = v(x} v(yJ

u) min (v(x) , v(y}} I v(x +y} •

Definicion 6.2. Sea. D un grupo abel iano totalmente ordenado (escrito rnul-

tiplicativamente y con I como la rslacion de orden) y sea K lU1 cuerpo, L:na valuaci6n
..

de K con valores en D es una apllcacidn v: K - D Que satisface las

propiedades i) y ii) de la proposic ion 6.2.

Para completar el cuadro, demostramos en seguida Que una valuacion de K

con valores en un grupo abeliano totalmente ordenado define canonicamente un ani-

110 de valuacion, cuyo cuerpo de fracciones es precisamente K.

Proposicion 6.3 Sea v: K":... D una valuaeion de K. Entonces

a) Av = I x E K *; T I ui x ] I es un at/illo de valuacion de K

b\ v( K*} es el grupo de uivisibilidad de Av'

Demostracion. Usando i) y ii) es tacll ver Que A v es un dominio. Ahora

bien, si xEK* y x'tAv' entonces v(x} 11, de donde v(x}v(x-1}= 1!v(x·1}

. -1 AI.e., x E v' 10 cual muestra Que K es el cuerpo de fracciones de Av

y Que este es de valuac icn. Finalmente, como x Iy mod Av cuando y solo cuan-
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Proposicion 6.4. Un anillo de valuacion discreta es factorial.

do 1[v(x-1y), tenemos que U=lxEA*;v(x)=l ,yportanto, f<..~'/U""v(K*)

por el teorema de isomorfismo • •

La teoria de valuaciones (0 10 que es 10 mismo, de los anillos de valuacicn )

juega un papel importantlsimo en la moderna teoria deruimerns y funciones alge -

braicas. (Vease, e.q., [3] y [4] ) •

De.finicion 6...1. Conservando las notaciones anteriores, si D "" ~ decimos

que el dominic A es un anillo Je valuacion discreta.

Los anillos de los ejemplos son de valuacicn discreta.

Demostrocion- Resulta de las propias definic iones.

Otra clase de arullos que son tarnbien factoriales esta formada por los llama-

dos anillos euclideanos. Seguimos ahora lospasos deP. Samuel en su herrr.oso

trabajo sobre ani l los euc lideanos [b r.

Definicion 6.4. (Samu~I-Motzkin>. Dado un dominio A, un algoritmo eucli-

Ileano en A es una aplic ac ion cp de A en un conjunto bien ordenado IV tal

que

( E) dados a,b E A , b t- 0, existen q y r en A tales que

a =-bq +r y cp(r)< ep(b).

Decimos entonces que A es euc!ideano si admite un tal algoritmo y, para mayor

precision, decimos ademas que A es eucliJeal10 para o .

EI interes de los anillos euclideanos reside en su propiedad de ser principales,
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es decir, cada uno de sus ideales es generado por solo un elemento. Y por tanto,

sus aritrneticas son mas sencillas. Usando entonces que todo anillo principal es

factorial ( [2] paq, 40, deduci mos que todo anillo euclideano es factorial. De-

mostramos, pues, Ia

Proposicion 6.5. Sea A un anillo euclideano con alf,oritm..o cp. Entorces

a) Para 6 E A* tenemos cp(6) > cp(O), de modo que q;(O) es el menor

elemento de q;(A) .

b) Un elemento 6 E A tal que q;(6) es el menor elemento de

q;(A)-1 q;(O) I es una uniJad de A.

c) A es principal.

Demostracion., a) Usando (E), escribamos 0 = 6 q + b con q; (6 ) < q;(6)
1 1

Rec urrentemente definamos una suces ion 6, 6 "'" 6 de el ementos de A
1 n

usando la siguiente regia: si 6 = 0 nos detenemos, si b l' 0 escribimos
n n

0= 6 q +b +1 can rp (6 ) < q; (6 ). Como (q; (6 )) es una sucesi6n de-
n n n +1 n n

crec iente de elementos de un conjunto bien ordenado, debe ser fin ita [5]. Existe

pues un n> 1 tal que 6;::::0 y asi
n

CjJ (0) = q; (b ) < q; (6).
n

b) Por hipotests, tenemos b l' O. Para cualquier a en A, tenemos

a = bo +r, con q;(r) <·q;(6), de don de r = O. Consecuenterr.ente A = Ab Y

6 es una unidad.

c) Sea Or. un ideal de A. Podemos suponer que t.ll l' (0). To-

mando, entre los elementos no nulos de c-'l ,un elemento 6 con el menor va-

lor para q;, tenemos que para cual quier a E Ul , a = 6 q + r, con q;(r) < q;(6).
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Como r=a-b.qE ()z , necesariamente r = 0, de donde&'Z = Ah

La siguiente propos icion relaciona los anillos de vatuacion con los anillos eu-

clideanos.

Proposicion 6.6 Un anillo de ualuacion discreta A es euclideano si de-

Jinimos cp(.:):) = I + v(x) para x 1- 0, donde v es la ua luaciDn asoc iada

con A (v(x}EZ, paratodo x1-0).

Demostracion. Como abora v(x)? v(y) si y solo si Ylx, tenemos que

v(r)? v(b) para todo r tal que a = r +b q (para algun q), implica que blr

y portanto b1.a., pudiendo tomar r=O. Luegosi bfa, laeuclideanidad

resulta inmediatamente. .:

Resurrmendo, tenemos la s iquiente cadena de implicaciones: valuac ion discre-

ta => euclide ano => principal => factorial.
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Gottfried Willhelm Leibniz

(1646 • 1776)

Se destaco igualmente en filosofia yen matematlcas. Adernas fue abogado,

diplomatico, teo logo, historiador, ge6l0go, economista, bibliotecario y linguista.

Durante casi toda su vida estuvo al servicio de la nobleza germ ana. Fundo la

Academia de Ciencias de Berlin y publico una de las primeras revistas c ientlficas.

Desarrollo el calculo un poco mas tarde que Newton, perc trabajando indepen-

dienternente de el. Ademas Leibniz fue un precursor de la loqica matematic a, dio

la definicion de determinante y disefio una canputadora, notandose desde entonces

la rel acion existente entre dos campos aparentemente disimiles : la logica formal

y el calculo alqoritmico.
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