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ESTRUCTURAS ORDENADAS, Il
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6.  Anillos Euclideanos y de valuacidn. Sus relaciones con los factoriales.

Hemos visto que si 4 es un dominio factorial, entonces su grupo de divisi-
bilidad D = K*/ U esun grupo reticulado ([ 1], proposicion 5.5). Es pues per
tinente identificar los dominios cuyos grupos de divisibilidad gozan de otras propie-
dades de orden. Uno de los casos mds importantes esta contenido en la siguiente

definicion :

Definicién 6.1. Un dominio 4 se dice un anillo de valuacion si su grupo de
divisibilidad D esta totalmente ordenado.

La siguiente proposicion caracteriza estos dominios.

Demostracion6.1. Sean A un dominioy K su cuemo de fracciones. Enton-

ces A es unanillo de vaiuacion cuando, y solo cuando, para todo x € K

se tiene que x&A => xlea.
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Demostracion: (=>) Si D esta totalmente ordenado, debemos tener para
todo x4 N U que U|x 6 x|U. Laprimeraposibilidad no la tenemos,

pues de lo contrario. x perteneceriaa A. La segunda equivalea «x |1, es de-

cir, «le 4.

S¥ .. - - o
(<=) Sean x,yeK ,i#y , demodoque xfy 0 yfx, Perosi

yx‘léA, entonces xy'IEA, por hipdtesis; luego y|x, yasi ¥|¥. =

Ejemplos. 1. Sea p&Z un numero primo positivo. El anillo

Ap:§a/b€ Q; (b,p)=1}

es un dominio de integridad con elemento unidad. Su cuerpo de fracciones es @ .
Veamos que Ap es un anillo de valuacion : sea x=a/b tal que a/béAp;
entonces p!b, y como (a,b)=1, tenemos que p4{a ; luego ba=x"led .
Observemos que U ={a/b eAP; (a,p)=(b,p)=1}. Como todo elemento a/b
de @ puede escribirse de manera unica, en la forma
-;L = p".: , donde nef, zeU,

)
es facil verificar que 4)*/ U~Z (usando : a/bw>n el cual es un homomorfis-

mo de ()* sobre Z ).

2. Sea k un cuerpo conmutativo. Consideremos el anillo A=4[[T]] cuyos

elementos son todas las series potenciales formales

x=x tx T +x 7'2*...+;x T"+., ..
9] 2 n

en |a indeterminada T , can coeficientes en k (i.e., cada xl.e k). Su

cuerpo de fracciones K=k ((T)) esta formado por todas las series meromorfas
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formales

(6.1) . x=x

en la indeterminada T con coeficientes en k. Supongamos que x esté dada

por (6.1)y que x¢4 ; entonces

Thx=x | +...+x] T"']+x

-n 0

Tnv_+_x1 Tn-f-l_h e Tn +m E
m

=x (1 +y)-
. ]

donde y€A4 y no tiene término constante. De aqui resulta

0 DA | 1 R 9 i

=T (=—) = &L T (1ayty2a. i 4(-1)lyi+, ..

x s (735 X (1-y+y (-1)y )

(usando el conocido desarrollo de una serie geométrica), y como claramente el
miembro derecho de la anterior igualdad pertenecea A=k [[ T 1], resulta que
lea. Luego A4 es de valuacién. Un raciocinio analogo al anterior muestra

que U:{x=x0+x1T+...+x r"+...ed : x #0}. Esfacil-compro -
n

bar entonces que todo x €K se escribe de manera (nica en la forma x= 1" u,

donde neU, vy, como en el ejemplo anterior, que K/7vu-& .

Volvamos nuevamente a un anillo de valuacion arbitrario, con cuerpo de frac-

. , - L,k
ciones K. Como D esta totalmente ordenado, dados =x,y <K , tenemos,
verbigracia, que I|y ; esdecir y=xq, con geA*. De aqui resulta que

x+ty =«x(l +q), oequivalentemente, que x|x Ty. Puestode otra manera,
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min (v(x), v(y)) | v(xt~v)

I* . . . 4 .
donde v; K — D designa el epimorfismo canonico. Hemos, pues, demostrado
la
Proposicién 6.2. Sean A un anillo de valuacion, K su cuerpo de fraccio-

nes. Entonces el epimorfisino canonico v: K — D = K*/ U goza de las

propiedades siguientes

i) vixy)=v(x)v(y)

it) min(v(x), v(y))| vix +y) . .

Definicién 6.2. Sea. D un grupo abeliano totalmente ordenado (escrito mul-
tiplicativamente y con | como la relacién de orden) y sea K un cuerpo. Una valuacion
de K convalores en D esuna aplicacion wv: K°— D que satisface las

propiedades i) y ii) de la proposicion 6.2.

Para completar el cuadro, demostramos en seguida que una valuacion de K
con valores en un grupo abeliano totalmente ordenado define candnicamente un ani-

llo de valuacion, cuyo cuerpo de fracciones es precisamente K.

Proposicién 6.3 Sea v: K~ D una valuacionde K. Entonces
a) 4, - {xeK*; 1 | v(x)} es unanillo de valuacion de K

b) o K*) es el grupo de divisibilidad de 4, .

Demostracién- Usando i)y ii) es facil ver que A4, es un dominio. Ahora
bien, si x€K* y xéd,, entonces ufx)| 1, dedonde vfx)u(x~l)=Tju(x)
i.e., xle , lo cual muestra que K es el cuerpo de fracciones de 4,

y que éste es de valuacion. Finalmente, como x|y mod A, cuando y solo cuan-
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do fl v(x'] y), tenemos que U= {xe&d4*; v(x)= 1 {, y por tanto, K*/U=v(K*)

por el teorema de isomorfismo . =

La teoria de valuaciones (o lo que es lo mismo, de los anillos de valuacion )
juega un papel importantisimo en la moderna teoria de nimeros y funciones alge -

braicas. (Véase, e.g., [3] y [4]).

Definicion 6.3. Conservando las notaciones anteriores, si D ~Z decimos

que el dominio A es un anillo de valuacion discreta.

Los anilles de los ejemplos son de valuacion discreta.
Proposicion 6.4, Un anillo de valuacion discreta es factorial.
Pemostracion Resulta de las propias definiciones.

Otra clase de anillos que son también factoriales esta formada por los Ilama-
dos anillos euclideanos. Seguimos ahora los pasos de P. Samuel en su hermoso

trabajo sobre anillos euclideanos (6]

Definicion 6.4. (Samuel-Motzkin). Dado un dominio A4, un algoritmo eucli-
deanoen A es una aplicacion ¢ de A4 en un conjunto bien ordenado W tal

que
(E) dados abecA,b#0, existen gy r en A tales que

a~bqgtr y Q)< @(b).

Decimos entonces que A es euclideano si admite un tal algoritmo y, para mayor

precision, decimos ademds que A es euclideano para o .

El interés de los anillos euclideanos reside en su propiedad de ser principales,
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es decir, cada uno de sus ideales es generado por solo un elemento. Y por tanto,
sus aritméticas son mas sencillas. Usando entonces que todo anillo principal es

factorial ([2] pag. 4¢), deducimos que todo anillo euclideano es factorial. De-

mostramos, pues, la

Proposicion 6.5. Sea A unanillo euclideano con algoritmo « . Entonces
a) Para b e A* tenemos o(b)> ©(0), de modo que ©(0) es el menor

elemento de  @(A4).

b) Unelemento b <A tal que ©(b) es el menor elemento de

©(A)-{9(0)} es unaunidad de A.

c) A es principal.

Demostracion. a) Usando ( E ), escribamos 0=bgq + b] con @ (b1)< o(b)
Recurrentemente definamos una sucesion b, bl’ ., b de elementos de 4
n
usando la siguiente regla:si b =0 nos detenemos, si b # 0 escribimos
n n

0=b q+b con (b )<o(b ). Como (®(b )) es unasucesionde-
n n +l 7 n

n "’I 1
creciente de elementos de un conjunto bien ordenado, debe ser finita [5]. Existe

pues un n > I tal que bn:0 y asi ©0)= (b )<o(b).

b) Por hipdtesis, tenemos & # 0. Para cualquier a en A, tenemos
a=bg +r, con ©(r)<o(b), de donde r=0. Consecuentemente A=A4b y

b es una unidad.

c) Sea ¢t unidealde 4. Podemos suponer que X #(0). To-
mando, entre los elementos no nulos de ¢¢ , un elemento 5 con el menor va-

lor para ©, tenemos que para cualquier aec & ,a=bqg+r, con 9(r)<o(b)
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Como r=a-bqge 2 , necesariamente r=0, dedonde CI =4b

La siguiente proposicion relaciona los anillos de valuacién con los anillos eu-

clideanos.

Proposicién 6.6  Un anillo de valuacion discreta A es euclideano si de-
Jinimos  ©(x) = i+ o(x) para x # 0, donde v es la valuacion asociada

con 4 (v(x)eZ , paratodo x#0).

Demostracién . Como ahora v(x)>wv(y) siysolosi y|x, tenemos que
v(r)> v(b) paratodo r tal que a=r+bq (paraalgin ¢), implica que b|r
y por tanto  bla, pudiendo tomar r=0. Luego si bt a, laeuclideanidad

resulta inmediatamente.’ : x

Resummendo, tenemos la siguiente cadena de implicaciones : valuacion discre-

ta => euclideano => principal => factorial.
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Gottfried Willhelm Leibniz

(1646 - 1716 )

Se destaco igualmente en filosofia y en matematicas. Ademas fue abogado,

diplomatico, tedlogo, historiador, gedlogo, economista, bibliotecario y linguista.

Durante casi toda su vida estuvo al servicio de la nobleza germana. Fundo la

Academia de Ciencias de Berlin y publicé una de las primeras revistas cientificas.

Desarroll6 el calculo un poco mas tarde que Newton, pero trabajando indepen-
dientemente de €. Ademas Leibniz fue un precursor de la l6gica matematica, dio
la definicién de determinante y disefié una canputadora, notandose desde entonces
la relacion existente entre dos campos aparentemente disimiles : la I0gica formal

y el calculo algoritmico.
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