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REORDENACION  DE NUMEROS RACIONALES

YU TAKEUCHI

7. Introcluccion

En las primeras lecc iones 'del curso de Anal isis Matematico aprendemos que
el conjunto Q, de todos los numeros racionales es enumerable. (0 contable), Jun-
to con la propiedad de dens idad del ccnjunto Q en IR, la enumerabilidad de
(! juega un papel principal en los estud ios de Calculo en IR. Los conceptos
de limite y de continuidad de una funcion real a veces no son tan intuitvos como
se observan en los estudios elementales del Calculo, y s610 se podran visualizar
1l traves de variosejemplos. Las des propiedades de Q mencionadas anterior -
mente nos facilitan la construcc ion de muchos ejemplos valiosos de funciones pe-
culiares que son de verdadera ayuda para los estudiantes; sin embargo, poco se
necesitan algunas ordenaciones especificas de los numerus racionales. En el pa-
ragrafo 1 se daran varios ejemplos, bien conocidos vya, de funciones construidas
utilizando el conjunto Q, en los cuales la enumeraciéri especifica de los mime-
ros racionales no tiene importancia alguna. En el paragrafo 2, se muestran casos
en que la enumeracién especifica de Q juega papel esencial en los problemas

enunciados.



2. Funciones definidas en los Numeros Raciona/es

EjempLo 1. Sean [, g des funciones continuas en IR, si [(X) = g(x}

para todo x E (J entonces t: g.

ver [1]) [21. [3] .

Ejemplo 2. Sea [ una funcién uniformemente continua en (J, entonces
existe una unica extension de [, continua en fR

Ver [3] .

Basta Util Izar la densidad de Q en fR y la completez de IR (condicion de

Cauchy). N6tese que la continuidad uniforme de [ en (() es indispensable pa-
ra este CasO, por ejemplo

[« ==~

X ear
es continua (pero no uniformemente en (1) y no existe la extensién continua de

[ alR.

Ejemplo 3. Sea (I|= Ixl 'x2' X I el conjunto de todos los

nurneros raeional es en [0, 1] . sea

[ = ° si xE[01] -6 9= si xE[O,1]-QI

fwo =1« ee) o 3=1  ( E4V.

La funcibn [ es continua para todo x irracional, y discontinua en tp,; [ no es

de variacldn acotada, pero es integrable sequn Riemann.

La funcibn g es discontinua para todo X, luego no es integrable en el sentidode



Riemann pero la funcién |g| es integrable €n ese sentido.

Ver [2] « [3] *

Ejemplo 4. Sea (), = le, X .. X ,. 1 el conjunto de todo s los

numeros racionales en (0,1), sea
(suma para todo indice k tal que xk<x)

Entonces [ es continua per la derecha para todo x, disCO'Jitinua por la izquierda
en Pl y continua en [0,] -4l; [ es creciente (lueqo, es de variacion acotada)

Y [0)=0,[(1)=1. Ver[2],[3].

Ejemplo 5. Sea Q el conjunto de todos los numeros racionales, entonces

(" no es interseccibn de conjuntos abiertos. Ver [1] , [2] , [3] (E]. 12).

Ejemplo 6. Sea IV el conjunto de todos los numeros racionales, entonces
no existe una funcion continua en (}, discontinua en TR - V:

Para obtener este resultado hay que usar el Ejemplo 5,; Ver [3] -

EjempLo 7. Sea Q, el conjunto de todos los 'tlumeros raclonales en [0, 1] ~

0
entonces existe una aplicacionde @, sobre Q.-! I, continua y uno auno. Ver
[3].
Ejemplo 8. Sea [ definida por
X si x esracional y x Eo[0, 1],
[ =
'-X si X esirracionaly XE[.,0]
Entonces [ es una funcion continua, uno a uno sobre [0,1]. La imagen inver-



sa de un conjunto abierto no es abierto en IR, y (1 (existe! ) pero no es conti-

nua. Ver [1], [3] *

Este ejemplo es muy util para romper la falsa creencia de que fa funclon in-

versa e una funcion continua es siempre continua.

EjempLo 9. Sea () = IXI x2' w4, Xj' e+ | el conjunto de todos los nu-
meros racional es, sea
0 1
A =Ul-bx+ _ .Lb)
noo=l Joon J nool
donde Lob es una serie convergente de terrninos positlvos. Entonces
J ol
El conjunton & A = Lim A =Aj t- ¢, A, contiene a (J, yes un con-
. n= n n->00 n

junto no-contable. La medida de A, es nula *
Ver[5] , [6] ., [7] (E}. 5),
Ejemplo 10. Sea (!=Ix_, x_, o ,x , = el conjunto de todos los nu-
1 2 n
meres racionales en [0,1], entonces la serie
L 1 1
n=I an Ix -xl
converge para casi todo x del intervalo [O.

Ver [5].

EjempLo 11. Sea ~_iz|x ,X , o X . | el conjunto de todos los nu-
n



meres racionales en [0,1], sea
(x E~U v
n :
[(x) = si

donde dan es una serie convergente de terminos positivos. Si la serie 11‘3n

(f3h> 0) es convergente y tal que

a 0
lim n =
n~00 3n

sea

A = lim U <1 e, 1B
n |/ i "n [

o n-.oo j::]_ /

entonces | es derivable para todo x E[0, 1]. A,

Ver [6] (paragrafo 2)

Ejemplo 12. Sea (J,= Ix x , .. | el conjunto de todos los nu-

X
1%k
meres racionales en (0,1), |f3n| cualquier suc esion de terminus positivos; en-

tonces el conjunto

A= dim x of3 ' x +f3)= mn_l kQmey,- B, % + 1Bl

(o] ti -. 00 n n n n

es denso en [0,1].

Demostracion e

Sea (a,b) un intervale contenido en [0,1].

Tornemos un numero natural fijo p (p f. 1), esccgemecs  stl), s(2), .. como



sigue:

' E(a.,b).
) Xs(l) (a.,b)

i) Existe Ut) tal que

O@) -(IA). xs(l) +(=) t1) c @y N (\2).8,00 \(2/ f3s(|/

1/ /(D)"+ 1
Sea +( P()+

X =X
s(2) s(1)

iii) En general, existe ten) (> t(n-l) ) tal que

x e GiAm L x  + (i) ¢ [x B 'x  +f3
p sen) ' p

sen) sen)- sen)  sen) sen)'
Sea

Si esc.ribimos

entonces x pertenece a (a, b), Y tenemos

0<®yx = (Dt(n)+l +(Atn+13+1
sen) p P

<(WLy ta+111+.1 +( LI L T< ) < )yn)
p P P -pp -p
o0 sea
XE~ -3 X +fi ) para todo n,
sen) sen)  sen) sin]
per 10 tanto, x pertenece a A’  N6tese que x puede ser siempre un numero

irracional escogiendo adecuadamente t(1), t(2), «S),...



3. Algunas Ordenaciones de los Numeros RacionaJe~.

En este paragrato, se denota 0, al conjunto de todos los numeros racionales

en [0,1].
Ejemplo 13. ExXiste una ordenacion de Q,~, = |x1, Xgo ®0 X e |
tal que
lim [x -x ) =0
N-Se« n n+1
Si se define una funcion f como sigue
fx ) = x x evVv) vy
n n+1 n
flx) = x si x ~ Q,

entonces | es continua en los numero s irracionales, y discontinua en (i,.

De,,:,ostracién.

[1] sea 4= !yl, N I una ordenacidn del conjunto (l., sean
1
1=[0,1]
1, =[0,~], '3=[L1] ! 2

' :-[ﬁ. 1 ’I5 = ['2..2] e [}I_- .Ji.

o
I~ 1, L,

en general,

Figura 1



12k+j = [-II2<‘ , 'Qi-k_l] , si k es impar vy

.1
1Kk =[1-~ si k es.par e
2 +j2 [ k P
(G =012 .., 2K.

Anora, reordenemos el conjunto ¢J, en la siguiente manera

% = el numero racional YKE 1, Yk =" cuyo indice
en general,
. n n !
\ = el numero racional Yk EIK' Yk =" VA y Xp1'

es minlmo e

Evidentemente Ixim x_' .. | es .una reordenaclon de

lim |xn -x_1l=0
n...o0 n+

@y Dado xE([0,1], sea |xs(k) una sucesion de mimeros

« ..

que  oxstle) ..x (k ...00), entonces
por 10 tanto [ es continua en los ruimeros irracionales, y discontinua
Ver [3].
Ejemplo 14. Sea -0 a =+o ., (@ >0, |lim an = 0),
1 n n

k es minimo y

cuyo indice k

(J. y se tiene

racionales

00)

en

Q.

1)

tal



existe una ordenacicn de Qﬁll{) =Ix ,x

N «

-a ,x +a)l=]o 1],
m=l le=m " k k le le

5 Xgo | tal que

0 sea

Im x -a,x +a )=1[0, 1]
n->DO n n n n

En esta ordenacion de (JI, la luncion g definida

por :
gx ) = a (XEt)y
n n n 1
g) =0 si
no es derivabl e en ningun punto de [0, 1] .

Demostrocietn.

m Por (1), existe una sucesion de los numercs naturales

0=N,<N_<N_< <N <.
0 1 2 le
tal que
Nk+r:L
L 2a=fJ >1 (k =0,1,2,3, ... )
n=Nt1l n k+1

Sea Xle (< k< Nl -1) un nurnero racional tal que

&)

3

4)

®)

(6)



f31
44— ?d,l - 1

Figura 2

i) x +11, t,1.,. " ,1., ... "
k 3

n

y entonces tenemos (ver Fig. 2) :

2a, + + 2 2a,+e. +20, , +2a
e x say 1., A1, 1 k-l T (k>2),
L fal f3,
(ver Fig. 3).
J .
S NI 1 e 4 E
at -- ' ~ 7 61
Z =X
P>l
Figura 3

Por 10 tanto tenemos

er
k~1 (xk -8, X +a) [l J

10



De la misma manera se pueden escogerlos  numerus

N1+l
) b [x ~exx + «)» [0l
n=NC+1 n n n ti

) xn't(,t'{ 1 3‘ I3"‘

ii) x es diferente a x_, x_, . X

ri

Los racionales as! escogidos forman un subconjunto

Por la condicién (8) el conjunto 4!,-Q0 es enumerablemente

Sea

entonces tenemos

De (7) se tiene

U xax +a))[0,1]
n=m n n n n

fuego

n m-1 n

n-.cXI

racionales

e
propio de Q" digamos

infinito, 0 sea
para todo m,

X

|
li_m[x-a0f+a):.n an(x -a ,x +aldl =10,
n n n - n n 'n n

1]

(7

8

Qa.

11



puesto que

lim « =0-

n~00 n
() Sea g la funcién definida por (4). Para cualquier numero irracional on[O,I]
existe una sucesion |"t.l:

m  <m <m,<o0.
1 2

tal que
para todo Kk :
0 sea que
para todo Kk 9)
Como Ilim a =0 setene que lim x = x , luego
Nn-i oo n -eoo M o

| gx) - a(x) |

ka )

Por 10 tanto la funcion g no es derivable en xg ya que

ax): Q.(Xe)- =0 para todo x ~ (, .

XX o

Evidentemente g no es derivable en Qll ya que g es discontinua en {J,0

Ver [6]

EjempLo 15. Sea If3 | una sucesi6n de terminos positives  que tiende a
n

12



0; existe una ordenacion de ()* Q. = IX l,x 5" 'Xn" ,.1 tal que elconjunto

A, = li -~ x +ry= 1 U x - +ry | 10
° . ® I nT 5T mE L:m[xk e k"5 (10)
tiene medida nula.
Ademas, fa funclon h definida por
h(x )= (3)2 sio x el htp =0 s x E (3, (11)
n n ri 1

es derivable en los numeros irracionales que no pertenecen a A, O sea que h

es derivable en casi toda parte.

Demostraci {n.

® sea lyl'yz y3 .. cualquier ordenacicn de ()" sean N1 ;N2'

N3, ,Nk, tales que

N, implica 3 <Ak K T123 ). (12)
n

Construimos  una reordenacicn de Q1 como sigue

Si

son numerus racionales tales que

1
Xn-XNl-1| < 2

i) En general, x +1 = al primer numero racional diferente  a "r X' e | x
Nk 2 Nk

13



en la ordenaclcn IYl‘ Y, Yi . |-

2

Los xn'(Nk+1<nS Nk+) son numeros racionales tales que
(13)

y adernas (Fig. 4) :

Figura 4

Por 10tanto se tiene

00 00 2 2
U -€ +f3 )c. N.+1--2)- xN.+I+
n=N k+1{xn n X n n)C SJ:k) (x )X ) 2
yentonces
(k -+ 00)
Es decir ,

14



lim mlnl:Jk x -B'x +B)1=0,

k e 1, 1, 1,

o sea que el conjunto A, definido en (10) tlene medida nul a,

(I ). Sea h la funclon definida en (11), si x, (Irraclonan Ef A0 entonces exis-

te m tal que

xof[x B x +13) para todo - m,
es decir
x-X[>f3 para todo - m e
o] 7 ri
Por 10 tanto se tiene :
lim |h(xn) -hx1 = lim {f37122 = lim
7, .. 00 Xn - XO 1, .. 00 IXn - xol 7,.. 0c
es decir, h es derivable en x,' Yy h'(x) =d
Ver [61.
Nota  Si escogemos !f3 | talque L {3 )2 =+ este ejemplo proporciona

1,

una funcién de variacion no acotada y derivabl e en casi toda parte. Pero, m{AJ=0

no implica que AO =¢ (Ver Ej . 12).

Ejemplo 16. Existe una ordenacién {J, = |x1,x o tal que
-, 1 1 00 1 1
A = lim [x - - x + - — N 1Y x - x +-) |
(o] 7. 00 » N 7 7 m=l k=m Kk k k k

no contiene ntimeros racionales

15



Si t,es la funcién definida por
i

4§.X)
n

la funcion t es derivable en

entonces i

Demcatracion
() Orden amos el conjunto

Sea yn.lc el mimero numerador 1

racional que esta en

la n-esima fila y en numeracor 2

la k-esirna columna
numerador 3

en la Fig. 5 o sea

que vk es el kesi- numerador 4

mo numero racional
numerador 5

cuyo numerador
es igual a n, y

sea xl el z-esimo

numero racional en la ordenacién indicada

entonces tenemos (ver Fig. c) :
I> n(n-l)
2
Si
entonces

16

= ;]LZ si Xn t X.

, tIx} =0 si xtql6 X=X.
]
X =x"
(I, como se indica en la Figura 5.
1 _}> 1 1 _>_1
2" 4 576

444 lllll
"5 7" o9
5/ 5 g
6 7 8
Figura 5

en la figura 5. Sl xI = Yn-p, p+l

(14)



cap)+ (Cp)  +)(np) (15)

Figura b

donde ¢(x) es la funcién de Euler (¢(x) es igual al mimero de ruimeros na-

turales, j, tales Que j<x Y ii,x)=1).

Si
Sr
q

r

es la factorizacién de n-p en numeros primos, entonces

(16)

donde r es el rnimerode divisores primos de n-p. Tenemos
n- S, > oee > 2I’
P qr - q?. 2 qr

luego

17



r< log (n- p) 17)
log 2

De (IS), (16) y (17) :

c<2(n_p)+p!tiP. <2 (np)+p(log m-p)+1) <nd +log n)
¢In-p) log 2 log 2

Sea S. ~ (J, entonces :
t

1~Xl=l~-y 11=1~..E1> 1
t | t

ri-p »P + t c - tc

>1. f€s2 > 2 > 1

t n(l +log n) n(n-1) |

si n es- suficientemente grande <6 | es suficientemente grande.> Luego, para

| suficientemente grande tenemas :
~ ~(x --.||_ ,x|+-||) y
t

par 10 tanto tenemos

A= o 1Ux -, x wiy1f—
a I::::cln=l ri n n n t
d sea
A N (=¢
a

(a1 Sea t, la funcién definida en (14), entonces
J

18



0 sea que existe un m tal que

x_t(xk--li' X 4+ paratodo k> m,
J

~=

esto es :

paratodo k2 m-e

T enemos entonces :

t(x)-t(x)
ljk jil= < k]: a

por 10 tanto, fa funcién tj es derivable en x -
]

Nota:  Ningun nurnero racional pertenece a Ao perc Ay I' ¢, mas aun, Ao

contiene a un numero no contable de ruimeros irracionales (ver 1., Ej. 12l
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Matemciticas y alpinismo

"La inve stigacion Y el estudio matematico se asemejan al alpinismo. Why-
mper intento conquistar el Matterhorn siete veces en los ailos 18W y esto coste
la vida a cuatro miembros de su partida. Ahora, sin embargo, cualquier turista
puede subir por cable aereo sin costarle mas que UNOS centavos, sin apreciar la
dificultad  del ascenso original.  As! en matematicas, es muy difici | captar la
gran dificultad iniciaf para dar un pequefio paso que ahora parece tan natural Yy
obvio, Y no es sorprendente que un tal paso se haya encontrado Y perdido de nue-

volt.

L. J. Mordell

Three lectures on Fenmt's last theorem
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