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I, QUE ES UNA FUNCION ANALITICA?

ALONSO  TAKAHASHI

7. El plano conip-'e;o.

Si designamos por IR el conjunto de los mirneros reales entonces el

plano cartesiano o plano de la geometria analitica es el conjunto IR% = l(x oy).:

xEIR . YEIR |I. Es bien conocida su representacién

/
|||

e m =

Figura 1.



geom etrica Y la interpretacion de sus elementos como vectores, Entre los
2

elementos de 1R“ se define wuna adicion: si ~=(x, y) Yy =K, V)
entonces

z+z = (x+x ,y+y ),
es decir, x,y) + & ,Y) (Xx+X, Y+y ).

St adernas se define una multipl ic acion conviniendn  que

27 = (XX -yVv ,xy" +xY),

es decir, (x, x") (y, y)' = (xx -yy", xy +x)Y « puede comprobarse

que se satisfaceli  prop iedades analogas a las de la adicion Yy la multlplica -
cion entre numeros reales : asociatlvas, conmutativas, distributiva. En par-
ticular, el elemento (0,00 Cresp, O ,», es el neutro con respectoa la adi-

cion (resp, multipl icacidn), esto es

xy)+ (0,0 (C Y xy)  (1,0) = (xY).!

El opuesto de un ruimero.compl elo z = (xy)
Si x v) t (00, es decir, si alguno de los ruimeros X,y es diferente

de cera, entonces el complejo de componentes

es el inverso (multipl icatvo) de (x,y), esto es, (X Y)X .y)= (@, 0 -



Para indicar este enriquecimiento en la estructura de 1R2 lograda al in-
troduc ir la multipl icac lon, este con]unto se denota C Yy se llama el plano

complejo.

Cada ruimero real x puede identificarse con un complejo, a saber, (x, 0).

De acuerdo con esto escribi remos x en lugar de (x, 0); en particular

escribiremos 0 y 1 enlugarde 0,00 Yy (1,0 respectivamente.
Esta Identiflcacidn \\ conserva las operaciones ", en otros terminos, X + X'
y xx' guedanidentificadoscon (x,0)+(x',0) Yy  (x~O)(X,0) res-
pectivamente.  Entonces puede considerarse que IR es un subconjunto  de
C, mas exactamente, IR es el eje horizontal, el cual se llama entonces
eje real.

Los complejos de la forma (0.y) se llaman imaginarios  puros Yy ocu ~
pan el eje vertical el cual se denomina por esta razén eje imaginario. En par-
ticular, el complejo i = (0,1) se !llama la unidad imaginaria y tiene una

propiedad peculiar

i2 = (0, 1) (0,2) (~1,0)=-1.

N6tese que si a esunreal y z =(x ) un complejo, entonces

az = (@0) (xy) =(ax, ay),

En particular a0, 1) = (0. a) lograndose as! la representacién  siguiente pa-

ra un complejo cualquiera z:

z =(x:y) =1ix,00 +(0,v) =x+Y(0.1) =x+YIi



geom etrica y la interpretacion  de sus elementos como vectores. Entre los

elementos de JR2 se define una adicion: si s = (x,y) Y =z= (¥, Y)

entonces

2+ = (x+x ,Y+Yy),

es decir, x y) +(x .,y (X+X, Y+y )

Si ademas se define una rnultipl icacion convinienda que

270 T (xx -yV ,xy' +xVY),

es decir,  (xx) YY) = (xx* -y, xy +xy). puede comprobarse
que se satisfacen prop iedades analogas a las de la adicion Yy la multiplica-
cion entre numerus reales : asociatlvas, conmutativas, distr ibutiva, En par-
ticular, el elemento (0,00 ( resp. (1,0) es el neutro con respecto a la adi-

cion (resp. multlplic acicn), esto es

(xy)*+(0,0) xLv . W) @ = (X,
El opuesto de un ruimero complejo zZ = (xy) es el numero ..z = (-x; y),
Si « v)t ©o , esdecr, si alguno de los numerus x,y es difsrente

de cere, entonces el complejo de componentes

esel inverso(multiplicativo)de (x,y), estoe s, (x Y)X.y)" (1,0),
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z =(xy) = x0)+ (Oy) = x+y(O.) = ox+ Y



o tambien z "X y) M oX+ dy. Con esta repres entaclon las definiciones

de suma Yy producto toman la forma
z+Z' = (xHy)  F X+ dy) = (x+x) +iCy +y)

zZ = (x*+iy) +-iyli m(x x'_yy')+-i(xVI - xY)

fornulas que pueden obtenerse operando en la forma ordinaria con los binc-

mios  x+iy Y x4z y recordando que

En el plano complejo se definen varias funciones utlles

Parte real.  Es la funcién

que a cada compl ejo Z==(x,y)==x+-iy le asigna el ruimero real xi

es decir, Ry (x+- iy) = x ,

Parte imaginaria.  Similarmente se define

conviniendo que y,

Para cada mimerocompl ejo z . el mimero real  Rez (resp, 1,2)

es la parte real (resp, imaginaria) de z y se tiene que



Conjugacién.  Para cada com plejo z= (x, y) =

. 1
= x-Hy, el complejo x'y) = x.iy, es
decir, el simetrico de z con respecto al eje
real, se designa z vy se llama el conjugado
de 1z, Setiene entonces una funcién
. z
c _

Figura 2

Esta funcién es involutiva, esto es, z =z, Adernas, se tienen las siqulen-

tes relaciones

Rez = l(@z+ 2) InZ = IZ_i(Z_Z)
R ~ I 2=~ 1,2
Modulo 0 longitud. Si z=(x y) entonces la longitud del vector. que

representa a z 0 10 que es 10 mismo, la distancia del punto x,y a
origen (0,0 sellamael modulo de Z ysedesigna \2\.  Seob~

tiene as 1 la funcion

1T: C - IR+

-, =
donde R+=Ix ER x 2 |,  Claramente |2\ = ;l- o+ y €S

decir,
Izl = 1R er@z +q zIl para todo



Tambien se ve inmediatam ente que |z12=2z, |zZ'=Izllz" y que

lzl=1zl. A demas, para todo z ytodo Z' se tiene la desigualdad

triangular ~ (ver Fig, 1)

lz+z2 s Izl + 121

De acuerdo con esto, fa circunferencia C decentro a vy radio

R> a puede describirse en la forma

Figura 3

Analcgam ente, el 0iscO (abierto) o de centro  a yradio R es



p=lze ~ ; lz.al<r 1 yel
mo centro y radio es 5= 1lz~ ~
Argumento. si z 10, el anqulo

eje real pcsi tivo

ta argz, Para cada €, 0S €S um

y argumento €

complejo z tO

(05 e<2m

disco cerrado o circulo

15

con el mis-

:lz.alsS Rl (ver Fig. 3)-

€ que forma el vector

se llama el argumento de

Figura 4

es cos B + isen

8 ysedesigna el €.

cualquiera puede escribirse en la forma

Z:|Z| ~:Z

donde €= arg z, (ver Fig4 L

En el plano complejo pueden tarnbien introducirse

gicos que eventual mente perrnitiran

continuidad vy diferenciabilidad:

1zlei8

z

z

con el semi-

y se deno-

el ruimero complejo de modulo 1

Entonces , un

los conceptos  topolo-

la discusion de los conceptos de limite.



Abiertos 'y cerrados ‘. Un subconjunto T
A de 4 sedice abierto si para .y
todo ak A  existe un disco D v A

de centro a tal que DcA. v "
Un subconjunto B es cerrado si |

su complemento CB es abierto

Compactos.  Un subconjunto K C 4:
se dice acotado si existe un disco

conjunt o ablerto
D tal que KCD. Si K escei-

rrado y acotado se dice que es COmpacto. Los compactos ~ estan carac-
terizados por la siguiente propledad.: Dada una coleccion cualquiera a.
de conjuntos abiertos cuya union contiene a K, existe una subcoleccion
finita \Al,,,.,ApIC {{ cuya union AlU".UAp aun contie-

ne a K,

2. Funciones  compl eios,

Una funci6n compleja de una variable compleja o sencillamente una

funcion compleja es una cuyo dominio es un subconjunto de (; y que toma

valores en C ,

L n -. nca,

Se escribe entonces  w = I(z) 0 w=I(x,y) .



Las funci'ones reales v -Rof:© R
y v =linof-- O IR
es decir, ) - R fez) y v V)= Imf(z} para todo
uix, Y ely la pare . .
7= (x,y) EO la parte rea ] Imaginana  de f res-
se llaman I" ne

pectivamente. Para to do z = (x y)~0 se fre

fez) = #x V) = ux, V) +ive v .

ion perm ite utilizar la teoria de funcione 5 reales de Nnos variables

Esta relaclO , 5 complejas ¢
rea les al estu dimde las funcione

Continuidad , Una funcién compleja c se dice continua en
un punto aEO s para todo disco f O “Fe centro f(a) existe un dis-
U de centro a tal que sz zEUNO entonces f(ze- V. Lla-
fando  f( uno) @l comunto  ifez) : ze~.UFQ | esta condicion Ppuede
n {1

Figura 5
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formularse asSl : IV ctll) ¢ v . (ver Fig,S), En forma equivalente : |
es continua en a siy solo si para cada E> 0 existe un 0> 0 tal
que, si zEn y lIz-al<o entonces  1(z)-1(a)!<E, Si |

es continua en t0do punto de n se dice simplemente que es continua,

Lfmites, Sea |' N - 1:  unafunclon compleja y a un complejo tal

que, para todo disco V decentro a vNn t¢.Sedice g~ Il complejo

b esellimte de | enel punto a y se escribe
b = lim fez) ,
z-a

si para todo disco V de centro b existe un disco VvV de centro a

tal que. siz:'E-U Nn y z1Ta entonces [1z) E V, En otros ter-
minos: dado E>0 existe un 0> 0 tal que, si zE h y
O<lz.al<o entonces 1(2), bl i ., En este caso se dice tambien

que I(z) tiende hacia b cuando z tiende hacia a.

Es claro que si  aEn entonces | es continua en a siy so-

10si lim 1) = I@).
Z -.a

E s conveniente admitir lirnites infinitos: si para todo R> 0 exis-
te un 0> 0 talquesi zEn y  O<lzal:o entonces

lLz1 1> R se dice que fez) tiende a « cuando z tiende hacia

a Y se escribe

lim er) 00
Z>a
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El ." punto" del irrJirrito. txiste un prccedimiento  para reformular esta Cil~
tima definicion de tal manera que no difiera formal mente de! caso general. Con-
siste en agregar a 0:  un nuevo elemento denotado oo (infinite)  y cons ide-
rar como discos alrededor de este nuevo punto los conjuntos de la forma
lzeoae *lzI>rR 1 para U>o0 Elnuevo conjunto ([ = ¢ U!e |

as! obtenido se llama el plano complejo  extendido

Esta construcc ion no es en real idad artitic iosa pues si colocamos una es-

fera J sobre el origen del plano complejo y representamos cada punto z de

Im

Figura
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4: por medio del punto w de $ enel cual la recta que une el polo
norte N con z intercepta a I, (ver Fig. 6), entonces un disco de
centro oo ,segun nuestra defihicibn anterior, corresponde exactamente a
un \\ disco » sobre S (casquete ) de centro N. Luego puede considerarse
que N, el cual no corresponde a ningun punto “fin ito. z de C, esel

punto que corresponde a . La esfera o asl interpretada es la esfe-

ra de Riemann.

3. Curvas.

Una CUr'va en N Cslendo N unsubconjmto de 4) es una fun -
cién continua [ de un intervalo finito I =Ja, b]C IR (o0 <a<h<+™)

en IN. La continuidad implica en este caso que dado E>0 existe un

0>0 talque,si / y t sonpuntosde | talesque  1/-/'1<0, en-
tonces, |y @. y C) I<e.

Observese que unacurva Y en N es una funcion i N
y como tal es diferente de la imagen y* =y ), la cual es un subcon-

junto compacta de .  Curvas diferentes pueden tener la misma imagen.

As], par ejemplo 1

Figura 7
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yQ=a+eit y y-2( t)y =a+ et 0stS 4w tienen la
misma imagen ri =y = lzeq ; lz.al" 11 pero vI dauna so-

la vue lta alrededor de a mientras que y2 da dos vueltas (Fig. 7).

Si x=Reoy y=Imoy entonces la curva y

puede escribirse en la forma

yet) X(t)+iy(t)

donde las funciones x,y:[a,b] -+ IR s0n continuas, Elpunto yea)
(resp. Yoy de N eselorigen (resp. extremo) de y; s
y (@ =Yy (b) la curva se dice cerrada. Siempre es posible \\ reparametri ~

zar" la curva y  cambiando su intervalo de definicion. As" por ejemplo
puededefinirse y/t)=y[(lot)a+tb], OS;ts;l,. por esta razon pue-

de suponerse que todas las curvas y estan definidas con un intervalo fijo,

por ejemplo I = [0,1], Supondremos esto en 10 que sique,
Para definir el "productc” de dos curvas y,)iil_n ) tales que
o -

1 tl\ ri" | I|

Figura 8 Figura 9
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Yl(l) = Y2(O) primero se parametriza Y1 en el intervalo [0,1]

PO =Y @, 0s 1S 1 . Y en el intervalo L 1] : ) =Y (211),
1() 1( t) s Y, [ 1 P, () =Y, @11)

Y lueqo se define

p (I) 0< 1< 1
y() = -1
{ pgt) LSS 1

La curva y es el producto de y2 (en este orden ) Y se escribe

= . (ver Fig. 8
yylyz( g- 8)

Para cada curva y se define la curva \\ inversa »

(ver Fig. 9)

Una curva puede reducirse a un punto

para todo 1E |

Observemos, por Ulti mo, que si ylz I = Q1 €s una curva en
I: = es continua, entonces
Q 1 Y Q 1 Q2
- "N
\
"
? / n , !
B - _1 <, "
~ =l e EPUUR
0] t 1
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es una csrva en  il, (ver Fig, 10).

4. Regiones.

Un subconjunto  abierto N de £ se llama una region si para Ca-
da par de puntos zo y z2 de N existe una curva y en N tal
que yeO) = z() , y(0) = zl Por esta razon se dice 'que una region eg-

Coaexc

Existe una caracterlzaclon extremadamente uti | de las regiones : un abter-
to N es una region 51y solo sii N no puede descomponerse en union
de dos subconjuntos no Vacios, abiertos vy disyuntos. Es decir, no puede es~

ibi = abiertos nnNn =<,
cribirse n=il 1U a2 y 1 , =P

Ejemplos de regiones son el plano £ Y cualquier disco (abierto) D,

Si Y es una curva en una region I entonces existe un 0> 0  tal

que todo disco de radio O, y cuyo centro este sobre y* esta contenido en

Figura 11
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n. \derr~as, como y* es compacta, dado 0 < E:; 0, siempre es posi-
ble cubrir a y* con un numero {inito de discos de radio E Yy centro so~

bre y* (ver Fig. 11).

5. Homotopia.

Con el objeto dedistinguir  regiones sin "huecos" de regiones con "hue-
cos" Yy mas aun, para contar el ruimero de huecos en una region, se introduce
la nocion de homotopia o deformacion continua de curvas. Intuitivamente,

en una region sin huecos un "lazo" y (ver Fig. 12(a)) puede "recoger-

Figura 12

se" o W encogerse" hasta quedar reducido a un punto Sin salirse  de la re-
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gién. Esto no es siempre posible en presencia de "Jiuecos" pues el lazo po-

dria "tropezar 1, con la "frontera . de los mismos. ( Fig. 12, (b) )

Deseamos describir  mas formalmente este proceso de encogimiento 0 de-
formacién progresiva Yy continua de una curva hasta reducirse a un punto. Es-
te es claramente un caso particul ar de deformac ion continua de una curva Yo
enotra YI' la cual puede describirse dando una familia continua de CuUrvas,

por ejemplo, Y (O~ u- 1) que representan los estados intermedios de la
u

deformacién  (Fig, 13)"

a~__ﬂlllll_!1[))llllll Lo I 1

..

_— zo "

Figura 13
Pero esto equivale a dar una funcién F que a cada par de rnimeros
reales (') 05 t<1 0< u-~ 1 le hace corresponder un punto

de N a saber, Y ()
u

Fix/ > N Fit,a) =y .
u
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La continuidad de l'a deformac ion se traducira entonces en la continui -

dad de F (ver Fig. 13).

Diremos entonces que dos curvas Yo y y1 son homotbpicas en

si existe una func ion continua F I x 1—. tal que
F(t,0)=y(t) o y r«, 1) yl(t) , para todo tE I. Es-
, cribiremos  en este caso y y
o 1

Si y ©0 Ty (0 = e y y@=-y @ =3 y F es tal
0 1 o 1

que FtO, u) = ex y Fd,u = (3 para tode u E-/, entonces to-
das las curvas ‘intermedias" u ity = F(tu) tienen origen a Y extre-
mo 13 (Fig. 1l4(a». En particular, si a= (3 todas las curvas son ce-
(b)
Figura 14

rradas con origen Yy extrema a (Fig. 14(b»' Por ultimo, si y = 4a
1
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para todo tE-l . es decir, Si Yl se reduce a un punto, entonces la rela-
cion y .y es una expre sion precisa de la situac itin que deseabamcs

(6] 1
descrlblr  : la curva cerrada y se encoge 0 contrae continuamente  hasta

(0]
reducirse a un punto

La ausencia de huecos en N  se expres ara diciendo que toda curlda ce-
rrada en N es homotopica a un punto.  En este caso se dice que N es
simplemente  cOllexa o que su mimero de cOllexidad es 1.

Si N no es simplemente conexa se dice que es multiplemente conexa.
Si N tiene un solo \\ hueco i+ se dice que es doblemente conexa o0 que Ssu fui-
mero de conexidad es 2. En general, si una region tiene n \\ huecos u se
dice que su ruimero de conexidad
es n+ 1 (Fig. 15), Para pre-
cisar esta noclon es conveniente
el aborar un poco mas la noc ion

de homotopi a ¢

das las curvas cerradas y en N
con origen Y extremo en a. Ade- Figura 15

mas, si Yl -Y2 Y Pl-P, enonces Y Pl -Y,P, ¥ esto permite

definir un producto entre clases de equivalencia Si Il(resp. yz) es la

clase de v, (resp. y2) el producto y| y2  sera por definicion la cla-

se de Y1Y2 . la cual es independiente de los representantes



20

Con esta operacion el conjunto 17(t)  de estas clases de equivalencia  es
Un grupo y Se llama el grupo fundamental de la region 0. EI elemento

neutro de 11Q) es la clase de la curva + (1) = g (0 t< 1); el inver-

sode y es laclase de Y'l

Afirmar que 0 es simplemente conexa equivale a afirmar que 17(0)

tiene un sol!o elemento, a saber t

Si existe alguna familia finita );1. Y2 Ly de elementos de
11

17(0)  tal que cualquier otro elernento Y de 17(0) puede expresarse

, como producto de los Y ysus inverses, debe existir una familia minima
t

con esta misma propiedad. Se dice entonces que 4 €S

0 L P , ,P
2

q
, el mlmero de conexidad de la regon O- (Fig, 1S).

Ejemplo:  El grupo fundamental ~de un disco D
sin su centro tiene como elementos

'.;.y,y2,y3,... donde vy

a
es una curva que da \\ una vuelta sr
alrededor del centro (Fig. 16). Lue-

go dD) es (isomorfo a) el

grupo  Z de los ruimeros enteros.

. Figura 16
6. Series.

Dada una sucesicn () =(a a a ..., de mmeros reales o

"

complejos. la Serie asociada a ella es la suc esion de "sumas parciales



Para indicar que (s1/)
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es la serie asociada a la sucesi6n (ak) se

acostumbra des icnarla por medio de una suma formal!

es convergente

fa, 6 simpl emente  ~
k=0 k

y per ejempio s

es la SUmMa de la serie y se escribe

5= ao+a, +a, +..

1 2
Si (Sn) diverge se dice

Cuando la serie ~ lak\

que la serie ~ (k

convarge.tambien

ce que es absolutamente  convergente

La sucesibBn  (an)  determina,

@ 20 = (@, (11, "7 22,

tiene como sumas parciales los

infinita

(/k o

lim s , se dice que s
12

es divergente.

converge L (k Yse d-

para cada numero z, la sucesién

) cuya serie asociada

siguientes  polinomios

en z;
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s iz} a
(o} (o]
s @
n
Esta es la Serie de potencias (de 2 con coeficientes ao" a.a, . ..

Naturalmente, los numerus z aparecen en una de dos clases : aquellos pa-
ra los cuales la serie converge y aquellos para los cuales no converge. E;s

claro que = a esta siempre en la primera clase; yen ciertos casos es

e lunico punto para el cual la serie converge.

Cada sucesi6n (ak) determina un R, 0< R <+00, a saber
R= 1/lim -~
tal que la serie ~ a zk con verge (absol utamente) para todo z en el
disco (abierto) D de centro a yradio R, st lim Ml ani = a (resp,
+ 00) se considera D =C (resp, D = ¢),. salvo mencion expresa de 10

contrario  siempre supondremos que pte.

En los puntos exteriores aD, es decir, para lzI| >R la serie di-
verge yen los puntos de la circunferencia c=lz |z]: R | el com-
portamiento es distinto en cada caso particular,  puede ser convergente en
unosy. divergente  en otros . Sedice que R es el

radio de cOllvergencia de la serie de potencias de coeficientes (ak) y

que b essu disco o cfrculo de convergencia (alrededor de o),
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Ejemplo . 0 ane1 = apt2 = o = 0 la serie L a, xK  se reduce a un

polinomio

Su \\ circulo » de convergencia es todo el plano € .

Observese que 10 que determina a una serie de potencias es la sucesion
(ak) de sus coeficientes, siendo el papel de la \\ variable" z mas bien

secundario, 10 cual sugiere la posibilidad de estudiar las propiedades de las

series formales L ak(k en las cuales no figura explicitamente  una va-
riable.
|
) 1
-R 0 R
Disco de convergenc ia Interualo de conuerg enc ia
Figura 17
Analogas consideraciones pueden hacerse en el caso real, e.d. ao' a
mn .
I ... reales. Es costumbre usar entonces la letra x para designar la

variable.  EN lugar de un disco hay en este caso un illtervalo de cOllvergcll

cda I=1x:IxI<RI=7<R,RJ[.

Si D es el disco de convergencia de una serie de potencia L akZk

puede def inirse una funcion g: D -= («: haciendo corresponder a cada
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ZED lasumadelaserie "i,akzk, esdecir
g(z) = ", a zk , para todo zED.
k=0 k
La convergencia es Ulliforme tn cualquier disco cerrado D1 de centro 0y
rad io R1<R, en otros term inos : dado E>d existe un NE IN tal
que, si n> N entonces l's (2)- 9(2) | <€ para todo zED 1.
n
Supongamos de nuevo que la serie de potencias de cceficientes a
(o]
al, a2, tiene un radio de convergencia R> d vy fijemos un punto a

del plano. La serie

f a (z- ak

k=0 k
cmverge para todo z de C talque lz- al <R. es dec ir, converge
en el disco D=Ix:lza <r Il. La funcien g: D -> (  definida

per medio de la serie viene dada en este caso por

gtz) = f a (z_a)k ,para  todo ZED.
k

Es as! como una serie puede usarse para definir una funcion compleja.
Reciprccamente, dada una funcién compleja f:n -. C Y dado un
punto a de n podemos preguntarnos si existe una serie de potencias
(con- disco de convergencia D t ¢ y tal que, para todo zEn N o

Iver Fig. 18 (all se tenga que

fez) Y, a (e a)k
k
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I . G-y /a|
| 2
\. .0". \ \.f \\V -1/ /

€Y _ (b)
Figura 18

Puede probarse que esto no siempre es posible. Cuando esta situacion tie-
ne lugars e dice que f es desarrollable (o que tiene un desarrollo) en
serie de potencias alrededor de a, Observese que D  puede no estar

(totalmente) contenido en N (Fig. 18 (b)

Podemos considerar sucesivamente los dos casos anteriores en la siquien-

te forma:  supongamos que la serie de potencias de coeficientes ao' a,

A tiene un disco de convergencia pte ysea g D-= @ la
tuncion definida Por dicha serie, es decir, giz) =L ak( z» a) k , para todo
ZED. Es claro que g tiene un desarrollo en serie de potencias alrededor

de a (pues precisamente esta definida en esa forma), pero 10 que no es en
modo alguno trivial es que en realidad S resulta ser desarrollable  en serie

de potencias alrededor de cualquier otro punta b del disco D. Es decir ,

para cada b de D existen numerus complejos bo' by, S ta ..

les que la serie de potencias con estes coeficientes tiene un disco de conver
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, D . P cas _--- n
/ brols Glb~~ I\-
1 1 ’ L]
I'. N ~:,:,..., v "L/
ni ||\ Q ..".'".'.””~2t'/|/|//
1 1 II"l ’ ’ 1 III’IIIII " i
\ R 7 T
- I- [] -’ [ ] - //
Figura 19
gencia D1 f¢ yademnas
g(2)=L b(z-b)k paratodo zEDnDI
k=0 k
El resultado es en real idad aiin mas preciso : el radio de convergencia
es siempre mayor o igual que R . [b] pudiendo en ciertos casos ser es ~
trictamente  mayor. (ver Fig. 19) -«
Si  h es la funcién D1-. C definida por la serie L bk(z. b)Kk,
es decir
h(z) = L bk(zob)k, paratodo zEDI,
entonces esta funcicn  COINCide con la funcion g enlaregon DN DI

esto es, gt») = h(2)

nir una nueva funcién

para todo , €0 n D
1

Este Necho perm ite deft-
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conviniendo que

(9@ Si ZE O
9. @ )
1

I h(z) i

Esta funcién gl es tambien desarrollable en serie de potencias alre-
dedor de cada punta de su dominio (pues tanto S Como h tienen esta pro-

piedad ), De h diremos que es una prolongacion de S  al dominic  DIT

7. F'unciones anal iiicas,

Sea 11 un subconj unto del plano y f. N = « una funcin comple-
[a. Sedice que f es analitica (en 11) si f es desarrollable en serie

de potenc ias al rededor de cada punta b de 1L

Laobservaci6n hecha en el paragrafo anterior puede entonces enunciarse

asi : dada la serie de potencias can coeficientes ao, a]_ ' a? ‘<. (yra-
dio de convergencia R >0) Ydado unpunta a de C, definamos 9(2)
=la " (z_a)k paratodo z deldiscodeconvergencia o0=lz;lz-a\<RI:
entonces g D_) ( es una funcién analftica (en o),

La nocién de funcibn analitica se aplica inmediatamente al caso de fun-

ciones reales definidas sabre un subconjunto abierto de la recta.

Ejemplos 1) Cada polinomio define una func ion analiticaen Cc.

2) La funcibn " zn 1 definda en c* = C.!ol es ana
z
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lit ica en esta reg ion: si aE O0~* entonces

para todo z tal que lIzal <l al

Analogamente, la funcion 71> es analitica en la region

1
a

3) La funcion real I(x) = tg x es analiica en IR~ | g+ ez l.
Analogarnente  son analiticas  en sus respectivo s dorninios las otras

funciones triqonornetricas , la exponencial, etc,

Claramente, si | es analitlcalen n) entonces su restr icc ion a cual-
quier subconjunto  abierto noc N es tambien analitica (en dichosubcon-

junto),
He aqui algunas propiedades de las funciones analitlcas.

o Si Ilz(resp, I ) es analitca en N (resp, -n2) entonces

1
y Il I2 son analittcas  (en nln n2| .

(2 Si | es analtca en N entonces 1/1 es analitica en el subcon-

junto no -t ZEn: Lz 10 1.

(3) La compuesta de dos funciones analiticas es-una funcion analitica |,

Series de Laurent ~ Observemos pnmero que Y1 z1= 1/'12) supue sto

z £ 0 iueuo,. para todo I~> 0, = lgn II.R entoncies ! 1/z.1 <R _
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es decir, la funcion | :z > 11z transforma cada punto de la region
E

E=lz lzl>2/rR | enunpunto del disco Do =1lz:lzl<r I, (ver

Fig. 20).
Figura 20
Tomernos ahora una sucesi6n () y supongamos que el radio de con-
vergencia de la serie de potencias con coeficientes bo' bI' b, =« « es

R> 0. Sea adernas g la funcién analitca per ella def inida. esto es/

g(2)="2b zk paratodo z del disco de convergencia Do=lz:lzI<R~.
k

Llamemos T<1 = 1R y tomemos z tal que |z]1> Rl’ es decir,
tomamos z EE.  Entonces j/zy =11z estara en Do luego la se-
rie 2, b (k= 2: b zk  converge.  Si llamamos l/Z)  ala suma

de esta serie habremos definido una funcién

Il :E- ...C
1

tal que 1l(z) =2 bk 7k, siempre que 1, |> gy Observese que 11
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es precisamente la tunc ion compuesta de JE Yy g,

es anal itica en laregion E ™ lz.lzIl> R | (ver Figs, 20

Luego
y 21) .
Figura 21
5i kl Ck zk  es otra serie de potencias cuyo circulo de cohvergerr-
0
cia D-lz.lz"lzI< R2 [ es tal que R1 < R2 entonces tendre ~
rmos adem as de la funclon analitica fl" E -- C . la funcion anal itica
I b - ([ tal que f@- 1 c z Entonces la funcién suma
2 2 k=0 k

f:= f1+ f2 estara definida y sera analitica en la corona circular

n=EAD=lz R <lzI<R l,
1 2

5i definirms una sucesidn (...,.a_p,alag: o

conviniendc  que



entonces f puede expresarse en la forma

00 00

f(z) = fl(z) + f2[z) i a_k 7k + o ak zk

o tarnbien

+00
fez) = ~ a R <lzIl<r
k=-00 k I 2
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Una seri ede esta form a se llama una Serie de Laurent. Toda serie de Laurent

converge en una corona circular (eventual mente vacialy representa una funcion
. . . +00 k . .
analitica ali. En efecto, dada la serie ~: ak z ,consideremos la serie de
potencias de coeficientes "o : Ch tay (resp. 0, a.ii ay, y sea
R (resp. R) su radio de convergencia. Entonces h~ ak zk converge pa-
2 =0

ra lzI< R, mientras que k~'l ak® =k~la"k(l/z)k converge  para
Mzl <n , es decir, para |Z]> R, siendo RI = il &« En resumen,

. +00 k
la serie a2z converge para todo z en la corona

_ oo

n:lz:R|<!Z!<R21 (si R, <R, entonces N=¢).

Como en el caso de las series de potencias.pueden  considerarse  series

de Laurent alrededor de un punta cualquiera a:

+00 1
~ a (z- a)-~
-00 k
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Una serie de este tipo converge Y define una funcibn analitica en una coro-
na O={z. R1 < | z-al <R2! de centro a, Reciprocamente, si |

es una funcion analitica en una corona O entonces es representable en se'
rie de Laurent en O : esto es, existen ruimeros complejos e <2 '

al.@a . a5 - tales que, la serie de Laurent que tiene estos coe-

ficientes converge en O Y
jtz) = ~ a :zk , siempre que Ri< | zal <Ry

En el caso limite R, =0 facorona O se reduce aun disco sin

su centro.

8. Derivacion.

Sea | 0 - C una func ion compleja definida sobre un subconjun-

to abierto O del plano ysea a unpunto de O. Sedice que | es

holomorfa ( o derivable) en a si

||m I(-aimam
h..o h
existe, Este limite es entonces la derivada de | en a y se denota / (a~

Las reglas usuales del calculo de derivadas en el caso real se enuncian Y dee

muestran del mismo modo en el caso complejo, Si [I't») existe para todo

punto z de una cierta subregion 0, €O puede definirse una funcicn
0o -= ¢ queacada z de N0 le hace corresponder '1'(2), Esta
funcibn se denota f Yy se llama la (funcion) derivada de f, Como en el

caso real. la derivabil idad de una funcién implica su continuidad,
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Si | es derivable en cada punto de N se dice que | es holornor-
fa en N. Este es el caso cuando | es analica en N. dado af N,

| puede desarrollarse en serie alrededor de a

00

I(2)'= k'!:b ak (z - a)k J z-al<r,
entonces
'@ =ka @a K
y en general
de modo que | es indefinidamente  derivable Yy adernas IN@ =1 a *

0 10 que es equival ente

a - 1 K'=0,1,2  seee

(se acostumbra convenir que 1(0) - 1), Asi pues, la serie de potencias que

representa a | esta univocamente deterrninada :es precisamente la Serie de
Taylor de | alrededor de a.
Analcgamente, si N es una corona circular Y |  esta representada

por la serie de Laurent

+00
i@ - Y% kak@z a)f-1  Ri<lz -a <R, -

enton ces

+OO
I'z) - . kak(z-a)

- 00
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Para k ~ 0 se obtiene como antes, ak = /ky@ / kl e

Si una funcién real es derivable entonces es continua, perc nada puede
afirmarse con respecto a sus derivadas f', I, etc. En el caso compte-
[o la derivabil idad impone una restriccibn extremadamente severa: si 1
es derivable en N entonces I' tambien debe ser derivable y por 10 tan-
to 1 resulta ser indefinidamente derivable en N. Ademas, si aEN y

definimos a =10@ /U, k=012 .. setiene que

I(z) = ~ akiz-a)k
0

para todo z en un cierto disco de centro a. En otros terminos, 1 es ana-

litca en N . Tenemos entonces el siguiente hecho

Feorema , Si 1 es una funcion compleja definida en un abierto N de ([

entonces 1 es holomorfa en N siYysolo si 1 es analftica en .

La afirmacion correspondiente  en el caso real no es cierta. El contrae-

jemplo clasico es la llamada funcion de Cauchy 1. &R _ =R  definida por
JIx2 .
. e sI X> 0
[i») (
0 si x<o
Esta funcién es indefinidamente  derivable en jr  yen particular laoo) =

0 paratodo k. Por 10tanto 1 no es desarrollable en serie alrededor

de or pues si f(x) - 2'a X para todo x en un cierto intervale
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(]
entonces deberfamos  tener ak ={ 0/ k' s
k==0,1,2, e luego {(x) =0, 10 cual contradice la definicion de

(x) para x>0.

Si D es un abierto, designaremos por  H(Q) el conjunto de todas
las funciones holomorfas (e.d, analiticas) en Q. Con respecto a la adi-
cion {+ g y al praducto {g este es un anillo : el elemento cera de
H (Q) es la funcion 0: Q — tal que (0@ =0 para todo
ZEn; la relaclcn f =0 seexpresa diciendo que { es identica-

wente nula en Q O que {(z)::0 identicalllente en D.

9. Propiedades de las funciones  analiticas .

Enunciamos en seguida algunos de los resultados basicos de la teoria

de las funciones analitcas C teoria de funcione s").

Ecuaciones de CauchyrRierramn.  si uwv: D --—= D?  son respectiva-
mente la parte real y la parte imaginaria de {i Q -- G s la analitici-

dad de { sereflja en u y v en la forma siguiente

Teorema. Si { es analitca entonces u y v  son funciones armo -

nicas es decir,

a%u . y
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y adernas satisfacen las relaciones siguientes (' ecuaciones de Cauchy-

R iemanrr”).

- oav

d x dy

& o

Reciprocamente, si u Yy v son armonlcas Y satisfacen (*) entonces

O I
<

es analinca
Teorema de la funcion abierta. una funclon (¢ N ---. &  se dice abier~
fa si para tcdo subconjunto abierto UEN el subconjunto ) es
abi erto .
e ;fc-. ~
I~ fu)
Loy,
- ) o
r e Ul\ \"~ ~! =~/
- T —
1 )
i
\ /
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Teoremn. Foda tll/'Icion analftica no cons tante es una funcion abierta,

Principio  del modulo maximo, Unpunto :z es unpunta frontera de una re-
gion n sitodo disco de centro z contiene puntos de n y puntos
gue no estan en n : e.d, z' esta'arbitrari amente proximo" any al
complemento de n, El conjunto  an de todos los puntos frontera de

n se llama la frontera de n (ver Fig. 22) .

Figura 22

Ejemplo: Ssi nN=1lz:0<lzl<1]

entonces dn =CU!0j, siendo / oty

Para regiones acotadas( e.d. que estan " /
contenidas en algCliicirculo. se tiene -

el slquiente



Teoremu, S. [ es analitica en Ny continua en an entonces 1[(z) |
alcunza su maximo sabre  aN, Con mas precisi6l\ si [ z) ISM

para todo z EAN  entonces, || z) | <vi  para todo  zEn.

Teorema de Liouville. Si una funcion [ ( ~ (  es analitica, (en

todo el plano) se dice que es una. runcion entera. Salvo en un caso trivial,

una func i6n entera f no puede ser acotada, es decir, no existe M > ()

tal que |f(z) < wm, para todo z de (;,,; en efecto, se puede probar

el sipuiente

Teorema,  Si [ €S entera y acotalla en touo el plano, entonces debe ser

constante,

Un corolario de este teorema es el llamado Teorersa fundamental del

algebra: Todo pol inorni o de grado > 1 tiene por 10 menos una raiz,

Hota : En el anal isis complejo aparecen en forma natural diversas ideas
georr.etricas.  Ejerr:plos son el teorema de la funcién abierta y la dertvacion

del principio del modulo maximo a partir de acuel. Tambien podernos menc io-
nar el Il amado Lema de Schwarz : si [ es analitica para 1z <1 y sa-
tisface |[(z) K1 v {(0):= 0  entonces |[(z) [S |21 para todo
z(GzI~2) Yy [[ON S 1, Este resultado es importante por cuanto

ayuda a demostrar teoremas bastante fuertes,
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10. Ceros y Polos.

Un CEro de una funcién (analitica) L'n_ ([ esunpunto a~n
tal que 1@ = 0. Si suponemes que adernas j'(a) = 1(2)(a) :-.0,. = I(h-)(a)
=0 pero que /hya) tO', detal manera que I(h) es la primera deri-

vada que NO se anula en a, entonces, desarrollando en serie de potencias

(serie de Taylor) alrededor de a se obtiene

[t 2} I ((K)(©) k) (z_a)k
(o]

para todo z en un cierto disco Den de centro a (contenido en n)

La seri e que aparece en la Ulti rna expres i6n defi ne una nueva func i6n anal iti-

zE D,

Entonces, para todo ZE D
I(z2) = (z a)h | iz
@ ( ) h )

donde |h es analitica vy diferente de cero en a. En este case diremos
que a esun cera de orden h de la funcien | aque | tiene un ce-
rode orden h enel punta a" Veremos enseguida que si 1 es una re-

gién, entances I no puede teller ceres de v.orden infinito ", a menos que

| sea identicarnente cera en N
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En efecto, podemos clasificar los puntas de D en dos subconjuntos

D, vy Dy siendo D, elconjuntodeaquellos alED endonde f

y todas sus derivadas se anulan, es decir, DI seria el conjunto de los

ceros de  f de "orden infinito", mientras que D, es el conitnto.de los
puntos "7 EDen los cuales foal guna de sus derivadas no es cera ;
es claro que Din D2:¢ . Si  alED hay un disco DICD de

centro al tal que si =z E DI  entonces

es declr , f esictenticamentenulaen D, yporlotanto DICiII

esto prueba que DI es abierto.  Por otra parte, si -a2ED2 entonces
existe k tal que /k)(@2) tOy como  /k) es continua hay un dis-
co D,CD de centro a2 tal que /kI(=)fO paratodo

luego todo elemento z de D, esta en D, esdecr, D, CD, Y
2 5 2 &0,

esto prueba que D, es abierto. Como D es unaregion, debemos tener
D = ¢ a bien U2 = ¢.. enel segundo caso D =1 1 Y entonces  f
es identicarnente nula, En el primer caso D = D, Ytodo cero de f es

de un cierto orden (finlto)

Si f noes identicamsnts nula'y a es uncero de f (de orden b,

por ejemplo) existe, seqtin hemos vista, un disco D CD de centro a
V una tuocrcn anatruca f :o_ C tal que
h
f(z) = @-alh fh[Z} para todo  zED.

Como es continua, debe existir un disco Dl CD de centro a
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tal que  fh(z) to para todo zED1 yentonces observando  que
(z~a)h es nulo unicamente cuando z = a, concluimos que 1(2) to

para todo z de D1 ,diferentt  de a ~ Observamos entonces que si a

es un cero de | existe un disco de centro a, a saber DI' en el cual
no hay Otr0S ceros de t. Enunciamos este hecho diciendo que los ceros
de una lunciour | analitica en una region N son aislados (a menos que

| sea identicamente nula ) .

Los siguientes hechos son consecuencias inmediatas de 10 anterior:
G S lLLgeH@ y JS=0 entonces 1=0 0 S$=0.

i) Si |, gE Hf) Ycoinciden en undisco Den entonces 1= ¢ .

Singularidades aisladas.  Sea N una region, b unpuntole Ny nb la

subregion  N. Ibl. Si IE Hen b) se dice que b es una Singulari ~

dad aislada de I. Tomando undisco D =1!z:\z:bl<R Il ta que

Den tendremos que | es analitica en la "corona D =Dol b |

lzz o<lz.bl<R I, luego | es desarrollable en serie de Laurent ~

Iz) = . + a2 + a0l + a+ a (zb)+ a(xbl o para todo
(zo b? z-b

ZED'. En este caso el coeficiente al se llam ael residuc de 1 en

el punto b.

Consideraremos  varios casos

@ Si al <. =, =0 obtenemos

)
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para todo  z E-V'.  Si definim 0S feb) = "o  entonces el desarrollo (,~) es

valido para todo z de O, es decir, / es analtca en O y por 10

tanto en IN. Decimos entonces que b es una singularidad eVitable de
/. Con mas precision: b es una singularidad evitable de / si es posible
definir  / en el punto b de tal manera que la func lon (de N en ~)

aS| obtenida sea analitlca (en N>, esto sucede Si y solo si
lim (z-b) fez) =0
z ..p

(b) Si existen algunos coeficientes ak (k=1 2,..) nonulos podemos

distinguir  dos subcasos

j) Hay iinicamente un ruimero finito de tales coeficientes (no nulos | : sea

m el mayor entero tal que a,, % O, entonces

a al 2
- ., ~ +...+-"-+ a +a (zb)+ a2(z.b) + ..
(z.b)m z-b o
para todo z EoV'. En este caso lim lj(2 | =+ o y la funcicn
zZ..b
CP(2) = (z» b)m fez) , z Eo D, tiene una singularidad evitable en b. Deci-

mos en este case que b es un polo (de orden m) de f y que el polino-

mio en 1/ (- b)

a
-m a.2 -
+ ... a-l

(z-b)2 z-b

es la parte principal de f enel polo b. Observese que la parte principal
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esta determinada por la sucesion finita (a_l. a2 f aom)'

jiy Hay un mimero infinito de coeficientes a.k no nulos : se dice entonces
que b es una Sineularidad esencial de [ El comportarniento de f cer-
ca a una singularidad  esencial b es muy peculiar pues en cada vecindad de
b la funclon f toma 10d0S los valores posibles can. a 10 mas una excep-

cion (y 10 hace un numero infinito de veces ), mas exactamente:

Teorema “grande" de 'Picard,  Si- b es Ullasingularidad esencial de /
entonces existe un  w, £ 1 tal que, para cualquier wE (Y cual
luier disco  bc [ decentro s, si w [w, entonces existe un
z en or =p-l bl (yporw tanto infinitos) tal que [tz =w (Fig.
23) ,

Figura 23

Singularidades en .. Debido a que la funcion  z~~ 1/z establece  una
correspondencla  biunfvoca entre discos alrededor de 0 V' discos"  alrede-

dor de o (y per 10 tanto lz 1~ s y solo si | 1/z | -,0) puede

cons iderarse que esta funcion lleva 0 en oo Y-reciprocarnente (10 cual pue-
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de visualizarse en la esfera de Riemann). EIl comportamiento de una funcicn
f en o se interpreta entonces a traves del comportamiento de la funcicn

g2 =i(1l/z en 0. Porejemplo, sii f es un polinomio de grado n,

i(2) = agtagz+ .. +anzl . a to,

. al .
eitonces g(z) = ag = a * Luego | tiene un polo
deorden ©» en oo SI I(z2) ="o0 + a z + e. es una funcién entera
que no es un polinornio . entonces | tiene una singularidad esencial en
oo - En ambos casos el residuo en o es al.
Funciones meromorjas.  Unafuncien | es meromorfa en un abierto N
si | es analitca en [, excepto per poles. Esto €S, existe un conjunto
Plzlb,b, .. | depuntos de N tal que IE- um- |f ), cada

1 2
b; es un polo de | y Pl notiene puntcs de acumulacion en I . es
decir, en cada disco Den hay a 10 mas un ruimero finito de puntos bj

(intu itivame nte, los puntos b.1 no se "acumulan” alrededor de ninqun

punto de N. No se excluye el caso ~ = &' luego, toda funcién ana-
litlca (holornorfa) es meromorfa, En realidad, las funciones meromorfas son

aquellas que pueden escribirse en la forma

i@ 9(2) / h(2)
con g y h analtcas y b no |denticamente nufa .

El siguiente teorema muestra que pueden “"construirse . funciones me.

rornorfas con polos prefijados
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Teorema de Aittag-Leffler, Sea £1 unsubconjunto  abierto y Iny by, "'l
una cole.ccion cualquiera de puntas de £1 . Sin puntos de acumulacion
en £1,  Entonces existe una t'ullcion meromorfa en  £1 cuyos palos
son precisamente los puntos bt : Ademas, laparte principal en cada
polo puede tambiin fijarse de antemano

Polos y ceros de |y 1/1. La dual idad entre 0 e o mediante la
funci 6n Z ... 1 puede en general expresarse diciendo que los ceres (resp.
polesy de | son los polos (resp, ceres) de  1/1, Para precisar esta afir-
macion, consideremos una funcién I meromorfa en una regién £l y sea
Zl = {a, "a_ " | (resp. PI~ Ibl b 5 |) el con] unto de los ce-

1 2

ros ( resp, poles) de | Y definamos £1 =£1» ZI Y £1b -n' pI
a

Entonces [E H (Elh) ysi s- N ... {' es la funcién

1J1@2) si Z'l'.PI

9@

entonces g E Hen), Luego g es meromorfa en y Sus ceros
(resp. palos) son precisamente los bi ( resp, atJ .

Representacion  grafica, Una representacion grafica de una funcion cornpleja
w-:f(z) requeriria  cuatro ejes coordenados [dos para z = (x,v) y dos
para w "™ @ u) |, 10 cual no es intuitvamente  accesible,  Sinembargo. una
representacién  de la funcion rea! de dos variabies reales 71~ |/(Z) |

¢ - . y) 1 dauna idea acen:a del comportami~nto de |. (velr Fig. 24).



44

Cero

Figura

11.  Integrll/es  complejas.

Sea [ N -... ~  una lunclen
curva en n; entonces  fez)  esta
y' ¢ . Las consideraciones Infer-
males Clue siguen se basan en la Fiqu-
ra 25. Por analogia con la definicion
de la integral de una funcion real so-
bre un intervalo de IR, dividimos a

y:'  por medio de puntos.

a=zo z1'1z z (3 vy for

marnos la suma

n
R oty -z
[ A

24

cornpleja 'y Y. [a

definicla para todo

0..

B

Figura'

Polo

b) = n una

ZEY' , pues
R €

f

25
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donde z~j es un punto de y" situado ', entre i zJ. 1 y z ¥ Lz
' J J
Zj --,Zjl Hay enton ees una partie ion correspond iente a
a=t < <t <" <t =b
a 2 n

de [a. D] tal que z,=y () y puntos t" E- [t7, 1 t; tales que

J J J -
~=y(t~) Jij=1, s n, Si fzu+iv y Y =x+iY tenemos:

7

y LNz = xit )+ iy®- [x(t, 1) + iy, 1]
j j 7 T T

=x L) Lt + iy (s) L\t
j j 7 7

donde r' s, B[t 1. Y Lt= ot ot usando el teorema del
7 7 701 ] ] ] j1
valor medio>' Reemplazando en la suma anterior se obtiene

I lutyen x o) vy 1y s It
=1 7 7 7 7 7
n

#Az WO v o) v O] x ey Tt

10 eual tiende haeia el limite

b b
Huyor xo viol ye) ba+il luyol v @+ vior xwo |
a a'

E stas observacione s nos eondueen a usar esta expresion para definir la

integral T I(» dz (de | a10largo de la cwva y) Notemos Que para
y

ZEY se tiene z=y@® " a>tSbh, Y entonees( proeediendo formal,
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mente se tiene dz=y'(t)dt, luego 1) dz = I1y®] Y dt Pero

y' ) = XL +iy'(t), luego

b b
J Iy®Ol  y@® dt = J luyl  + vyl HHx o +iy @ I d
a a

b
J tiu[y(t)] Xt vIyOl®  ld +id luyol v o + v iyel xw ldt;
a

a

Nuestra definicion puede entonces enunciarse as!
b

Vi & = Vel yo  d
Y a

Para que esta definicion tenga sentido basta que, por ejernplo, | sea con-

tihua y y sea contlnuamente diferenciable, es decir, quer. x 'y y  exls-

tan y sean continuas. Si este no es el caso perc en cambio existen puntos

a=r <r <r <.. < r_ =p tales que la restricc ion y de vy al
) 1 2 P j

subintervalo [r xrd es contlnuamente diferenciable, para todo

i =1, ., p (c—~~ e~-el cual se dice quer y es contfhuamente diferen ~

ciable a trozos), puede definirse

J ldz
y

Con base en estas definiciones puede comprobarse que las integrales
complejas gozan de propiedades enteramente similares a las integrales reales.

En particular  se tiene que (ver pags. 13-14)

+J | dz,,- dez :-:Jldz, JIdzO'O
Y2 'y,1 Y E
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Estas formulas adquieren mas naturalidad en notacion aditiva (escribiendo

Y1+y2™y Y 0 en lugar de Y1y2 - Y e respectivamenta ),

Primitivas e illtegrales.  Sea N una region ¥ | una funcion com pleja
definida en n: toda funcicn compleja F definlda vy derivable en una sub-
regon N . €N se llama una primitiva de | en no  -si F'(z; = [Iz)
para todo punto z de la region U " Como en el caso real,
las primitivas ~ sirven para calcular integrales ; en efecto, si y: [a, b > U,
es una curva (en NO) con extremes  «> yea) Yy 13" y(b) Ysi F es

una primtiva cualquiera de f en N0 entonces

fl(z)dz= fh[y(t)]y'(H)dt= IFTy(®)] y'(t)dt I~ F[Y®m df
Y a a a dt
Fly(0)] F y@)]
es decir
f I@2)dz F(b) - F(a).
Y

Observese que si y1 S

@ ,b J]...N es otra curva IR 22
1 1 o} " 6 o .(.] "
(en N0) con los mismos ex- U ) > W

- n LI ] n " Enan ’
t j = 1,B8=y ® D ' 4= L ffm
remos ¢ y ls.al ' 3 y ®) / = = om = / t L] j-r' 1
entonces tambien f Iz dz = S D . oo
y L —~
F(b)- F(a). 1 es decir : { a. oot

En otros terminos, la integral de'
Figura 26



48

pende de los extremos eX y Spero no del "camino de Integraclon™. De~

bemos destacar que la reciprcca tambien es cierta : si |" N...4 es con-

tinua y para cualquier par de puntos X, ~IEn, la integral fy [d« es in-
dependiente  del \\camino"y (stempre que los extremos de y sean €Xy (3)
entonces | tiene una primitiva en nOI Anotem os por ultimo que la men-
cionada independencia del camino es equivalente a la anulacion de la integral

sobre cualquier curva cerrada Yy que las consideraciones  que hemos llevado a

cabo muestran la conveniencia  de aislar condiciones bajo las cuales esto tie-

ne luqgar,
Aparece aSl| el teorema mas celebre del A nalisis Complejo el cual,
1
bajo ciertas condiciones referentes a la region N0 afirma que si | es

analitica entonces su integral a 10 largo de cualquier camino cerrado e's cero

i ! - el segmento de recta que une con
quier par de puntos  zo' zl E-n o g a

zl  este contenido en NO

Teorema de Cauchy (para regiones convex as). Si N0 es Una region conve ~

xaY | esanalfica en N0 entonces

fl(z)dz 0
Y

para toda curva cerrada y en NO'

En consecuencia, si | es analitca en una region N entonces tiene
una primitiva en cada subregion convexa , esto es si I’l0 CN es una subregion

convexa entonces existe Fo'OO[l > (¢ derivable tal que FLz] = [tz)
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para todo z £ NO .

Este teorema fue demostrado Por Goursat usando unicamente la existencia
de i' e,inicialmente,para el caso en que y es el perimetro de un trianqu-

100 de un rectanqulo.

Integraciéna 10 largo de una curva cualquiera. Si f es una funcion anali-

tica en una region n Yy Y esunacurva en n con extremes a vy

~, puede escogerse un numero finito de discos Do DI' ™, Dp Y puntos
"™ Q. C. ®C. e - tales que, para cada k=0,l, R o

co CI C2 cp+1 q p p

el subcarco Y, de extremos ck Y ck+ 1 este en (vel' Fig. 27).

Como cada Dk es convexo  existe, para cada k. una primitiva

Figura 27

| en Dk y entonces, si suponemos PoI un momento que vy  es diferen-

ciable a tr020S, tenemos que

P p
Jfez) dz= 2 Jfez)dz™ 2 jFec ) F @) |
Y k"o Y k=0 k  hl k k

k
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Anora bien, para una curva Yy cualquiera se cornprueba facilmente que
el ultimo miembro de estas igualdades depende (micamente de f yde v,

pudiendo entonces  dcfinir

I f(z)ydz = = {F Lc ). Fic) | ,
Y =0 k K+l k k

verificando  sin dificultad que las propiedades baslcas de la integral se censer-
van en la situacton as! generalizada. Este metodo para extender la nocién de

integral a curvas cualesquiera no es el unico disponible : el mismo objetivo se
logra empleando aproximaciones de y por rnediode curvas contlhuamente d:-

lerenciables  a trozos, ror eiemplo, pcligonales,

Teorema de Cauchy. (forma homotoplca), La version preliminar del teorema de
Cauchy supone la cmvexidad de la regicn considerada. Un analis Is mas deteni-
do revela la verdadera utilidad de esta hip6tesis : ella garantiza que en la re-
gion \\ encerrada" por una curva cerrada (en n) no haya puntos que no per-
tenezcan an, en otros terminos, todacurva cerrada en n puede \\ encc-
gerse" hasta reducirse a un punto, sin salirse en ninqun memento de n. Es

as! como se logra una lormulacion mas general del teorema

Si f es analtca ell N entonces

erz) dz =0 )
y

para toda curva cerrade< y homotopica a un punta en .

En particular, si N carece de "huecos , esto es 5 pn  es simple-
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mente conexa entonces (1) se cumple para toda curva cerrada Yy (en D).
La reciproca de esta afirmacicn es tambien cierta : si (1) se cumple para toda
curva cerrada y (en D) entonces f es analiica en [ (este es el Teo-

rema de Morera).:

Indice de una curve can respecto a un punta. Con el fin de analizar mas a
fondo la influencia que la presencia de \\ huecos ., en una region tiene sobre el
comportamiento  de la integral de funciones analiticas sabre caminos cerrados,
observamos que los puntas a que estan ell un \\ hueco » de una region D
tienen la particularidad  de estar completamente \\ rodeados 1 par puntos de [l
sienclo posible \\ dar una vue Ita completa alrededor i« de ii' sin abandohar la r-e-
gion D. En otros terrninos : existen curvas en D que" dan una (0 mas)

vueltas « alrededor de a. Se observa ademas que si D no tiene \\ huecos”

Figura 28

esto es, si N es simplemente conexa, no existen curvas cerradas y en
N que \ dan vueltas . alrededor de puntos que estan fuera de N . (ver
Fig 28), Aun mas general: si y es homotopica a un punta, entonces el

numero total de vueltas de y  alrededor de un punta cual quiera.que no este
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en U, es siernpre cero. Se ins iruia asi 10.necesidad de precisar el concepto
de \\ nurnero (total) de vueltas" de una curva (cerrada) alrededor de un punto;
afortunadamente  existe un recurso adecuado 0.1case, Empecemos observando

que si definimos, por ejernplo,

entonces el punto y () des-
cribe 10.circunferencia C de
centro a yradio unidad , n
veces (en sentido positivo

ver Fig. 29). Por otra parte,

si calculamos  10.integral

1= Lf.AS..  obtene- _
A7 Y z a Figura 29

mos

2mzti
1=1 / y@® dt = 1 I 217ni e dt n
2171 0 y(tl-a 217 0 e2l7 nti

Analocamente, si y(f) = a+e-2iimti, 005 IS 1. entonces  y(ty  descri-

be la misma circunferencia m veces (perc esta vez en sentido negativo) mien-
tras que per un calculo como el anterior obtenemos _1_ f.SS..-.m.
2171 yz-a

Puede comprobarse que, en general, si y: [0, 1] -= & es una curva
cerrada que no paso. por a (es decir, afy*) entonces 10.integral
1 [~_ es un ruimero entero que coincide en magnitud yen slgno con
2171y z.a
10 que es, intuitivamente, el numero total de vueltas alrededor de a dadas

por el punto yt) (cuando t varia de 0 a 1). A este ruimero 10 llama-
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mas e! indice de y con respeeto al punto a y 10 denotamos  Indy (a) ,
aty' ,

Esta nocionpermite formular una version mas sustancial del Teorema de
Cauchy. En efecto, en la version homotopica la anulacion de la integral de |
a 10 largo de y se deduce de la hipotesis de ser 'y homotopica a un pun-
to (en Q); sequn hem as indicado esta hipctesis implica tambien que
Indy(a) = 0 para todo at Q . Perc. yeste es el punto crucial, puede pro-
barse que este ultimo hecho basta por sf solo para forzar la anul acion de la in-
tegral de | a 10 largo de y) 10 cual adquiere mayor significaciOn  si obser-
vamos que existen curvas y
tales que Indy(a)=O pa-
ratodo aff Q pero que no
son homotopicos a un punto.en

Q (ver Fig. 30),

Antes de enunciar el Teore-
ma de Cauchy en su forma mas
general es necesario elaborar
algunas nociones nuya motiva-

cion es ahora evidente. Figura 30

Homologia. En-pec emos observando que cada curva 'y en Q define una

funclon (o W funcional if)

donde y@ =114z para toda IE H (Q). -Min mas general. si para ca-
Y
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da "combinacion lineal v

r
Hl n [
Y=Y+ LY, ke Y 1oy Y,

donde las . son curvas en N ylos 1.0 son enteros, de{inimos
t

fldz=n f ldz+n [ldz+e,+n f ldz
Y J Y1l 2 Y2 rYr

[ para toda leoH ¢f) 7 entonces cada Y deterrnina, como antes, una fun-
r r

clonal Y , Esc laro que ~=— n, Y, «es decir, y(Q) =z 1nt,yi(l) pa-

ratoda IE- H(

Solo consideraremos  combinaciones  lineales Y =1 nivi donde todas

las Y. son curvas cerradas en una region y a estas las llamaremos
t

cic/os (en 1J); observese que si todas las Y; tienen por origen (y extre-

mo) un mismo punto z0 entonces y puede identificarse  con la curva

r .
an pues f Idz =~ nf [dz paratoda IE utU:
r o =1t~

Si y:Iniy. es unctlo y atvy* (donde y* = yl* u,.uU y*r ),
i
esdecir,si Y no "pasa'por a.
defin imos

Ind (a) = _1_f.1S:
Y 2riiyz-a
Este es el "numero (total) de
vueltas" del cicio y alrede ~

dor del punto a (Fig, 31). Si
IndY (@ =3 Indy (d) = 1

Figura 31
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Y no da vueltas alrededor de puntos situados fuera de 0, esto es, si

Ind/a) ™ 0 para todo atO, decimos que y es homologo a cero (con

respecto a 0) yescribimos y;;0  mY, Puede ahora enunciarse el
Teorem a de Cauchy. (vers ion homologica). Si | es analftica en una region
0 enronces
0
J [izy dz ™ *)
y

para todo cielo y homologo a cero (con respecto a [)) .
En particular, si 0 es simplemente conexa entonces se tiene (") para
todo cicio }' en O.

El Teorema de Cauchy muestra que des ciclos YI Y Y2 (en 0) de-

finen la misma funcional sobre  H(@©)  (es decir, y1 = yz) siy solos i

(Y _Y)_0 M). Diremos en este caso que Yy Y Y2 son homologos
1 2

(con respecto a 0) Yy escribiremos Y1 - Y2 my, Como

Ind (@=1Ind @- Ind (a) s los ciclos Y1 Y Y2 son homo lo-
YrY2 Y1 'Y:?

gos (con resp, a 0) si y solo si \\dan el misrno ruimero de vueltas , alrede-
dor de cada punto a tn. La relacion de hornologia .. €s una equivalen-
cia y si identificamos ciclos homclogos (mas tecnicamente, si pasamos al con-
junto cociente), se obtiene un grupo abeliano 'd-e m) llamado el primer
grupo de homologfa de O. Si este grupo tiene una base finita con s ele-
mentos entonces el ruimero de conexidad de 0 es s+ 1. es interesan-
te observar que este niimero de conexidad coincide con el ruimerode com po -
nentes (subconjuntos conexos maximales) del complemento de 0 en

¢ =~1Ulwl,.en partcular, 0 es simpleme.nte conexa si Y solo si
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n .
~n es conexo. Volviendo al caso general, sea Ho. la componente de
que contlene el punto del infinito Yy sean Hl' . » H5 las cornpo-

nentes restantes. Estas son prec j.

gen N, Si

pies cerradas

estes huecos, es decir, a.l es

tal que Inda.(a) vale 1 si

aEHJ. y vaIe1 0 =i aEHy

para k tj (ver Fig. 32), enton-

ces a .. ,a esum base de
s

Figura 32
X (n>, es decir, todo cicio vy g

en N puede" expresarse" de manera unica en la forma

n
y_njatnya .+ n_a_ n)

Luego, si j es analitlca en N

5

ffdz=I -,
Y r=111
donde p.=f jdzz j =1,.. ,s, Estos mimeros 5610 dependen de j vy
1 a,
son sus periodbs (0 rnodulos de periodicidad). En particular,si Yo €S

una curva de extremos z1y z2 entonces, para cualquier otra curva Y

con los mismos extremos, la curva es un cic 10y entonces

fjdz =1 + 1nP
Y o i

donde | :f[dz,

o] Yo



57

12. Formula de Cauchy. Teorema del resi duo,

Una consecuencia notable del Teorema de Cauchy es la representacibn  in~
tegral de 1(z) por medio de la cual se muestra que los valores de una fun ~
cion analitica en una regibn 0 estan completamente determinados pos sus

valores en la frontera de O  revelandose asi el alto grado de "organiza

cien" que la analitlcidadimpone a unafuncién l.
En primer lugar debemos precisar Ja nocién de "regi6nlimitada por una
curva'; diremos que un ciclo y limita unaregbn 0 si  Ind (2)
y

vale 1 paratodo zE0 y-~fl"f~cera para todo zEf-Q UO0J:-SI. | es ana-
litca en una region 0 que contene a 0 Uy* entonces J dz =0
y

(forma clasica del Teorema de Cauchy) y ademas, para todo z E-O

I - _1_f 1@ ( Ffiimuladfic Calichy)

2Ty (.z
y en general
M) -£ ] u)dl . k=0, 1,2 e
27 Y ((- 2k \1
Si la funclon ,| es analitca en O', excepto por singularidades  ais-

ladas, ninguna de las cuales esta en y*,  entonces

fl(z)dz= 2 L Res(j,a)
y j J

donde a, a .. son las singularidades de | en 0 'y RGS(J',&\)J es

el residue de | en a.. Este es el famoso Teorema del Residuo.
J

Principio del argumento. Sea | una func i6n meromorfa en 0 vy sea

[+[0,]] -= ¢ unacurva simple cerrada que encierra los ceres al' .,. am
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y los polos bl e . b de | (ver Fig. 33). La "imagen" de y por |

(L1 .

Figura 33

eslacurva p=/oy [0l -+ . p= O] ,O~t~ I yel
incremento en el argumento de p (t) (ver Fig. 33), cuando t recorre el in-

tervalo [0,1] es 2 Indp(0) , Ahora bien,

md © =1 fE = 1 7/ p@m dt - 1 /7 Lliyw ly® dt

P 2rri p (G 2rri o pet) 2rri o 1[y(t)]
= 1§ MEL a2
2y [tz)

y el teorema del residuo muestra que esta ulti rnaintegral vale m» n + Min

mas general, si y es un cicio homcloqo a cero con respecto any que

no pasa por ningiin cero o polo de |, entonces

1y @) az c-p
2rri oy 12

donde c=~Ind ()] y p= ~Ind (), Enparticular,si I es

j Y k Y kK

analitica y y es Ma curva simple cerrada entonces 2-1_f f(z()) es igual
m—y 1@z

al ruimero de ceros de | encerrados por vy



13. Profon90c;!01) ~iit;ca .

Sea 1, una funcién analitica N0 vy sea £, ofra region tal
que NON £1;  es conexa Y no vacia. Una prolongacion (o, mas precisa ~
mente, una prolongacion analftica direeta) de 1, a £l3 es una func ion
11 analitica en Ell Y tal que = lo(z)  para todo zEDo N fl1;
de acuerdo con el principio de coincidencia, si una tal prclongaclon existe es
tinlca, Se dice entonces que I0 puede prolongarse analfticamente  a la re-

La terminologia que acabamos de introducir nos permite formular un con-
cepto mas general de \\ singu'aridad sea | anallica en un disco D de
circunferencia C ysea D
el disco cerrado D U Co Un ; / \
punto  bED se dice regu- C N . .- '

b "\
lar si | puede prolongarse , " ot "D |

- 3

analiticamente  a un disco de D ..t ~,,".'* :-..:.I.. ;'
centro b. Como esto es \'----"-,', Y
siempre asi para puntos bED ’
nos limitaremos al caso en el
cual b C (ver Fig. 34LSi
un punto bEe  no es requ-
lar se dice que es singular o Flgura. 34
que es una singularidad de |,

Una funcien | deflnida per una serie de potencias con radio de conver-
vengia R finit0 tiene, por io menos, una singularidad en la circunferencia
de su disco de convergencia, de tal manera que R es precisamente la dis-

59



tancia entre el oripen y la singularidad o singularidades de / mas proxin.as
ael, En realidad, dada una region . existen funciones / analiticas en

D perc que no pueden prolongarsefuera de N pues todos los puntas de la
frontera I de I sonsinguiares; se dice entonces que " es la {ron-

tera natural de /. Por ejernplo, la circunferencia unidad |z :lz1= 11 es
la frontera natural de la funcién

00

K2 =2+ 22+ 2% + oo ~ izZk 1.
Ko

Prolongaci6n ana/fUca a 10 largo de una cuwa. Diremos que una pareja (1
es un elemento de funcibn (ana/fUca) si D esundisco y [~ H(J), Esta
terrrinologia insiruia la eventual consideracién de "funciones (analitic as )
globales o completas" constituidas por elementos de funcién relacionados en
alguna forma bien determinada. Empezaremos describiendo esta relacién : sean
(9. A) Y t» B)dos elementos de funcién y y una curva que va del cen-
trade A al centro de €, se dice que (h, B) se obtiene a partir de
'S. A por prolongacion analitca a 10 larso de y siexisten elementos de
funcién CanS 0», i-041, .. .,n, tales que (f, D) " (@A),

01’

fJ~, Dn) " (h,B), los discos D_1J .« Dy "cubren” la curva vy

en la forma sugerida por la Figura 35 (a)y ,

Figura ~5 ®)
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.5 pol' ultimo. @ ", 10 para todo zED. M D,.1 G ™1 « .n)
es decir li es prolongacién  analitica  directa de li.1 1, ¢+ ,n), El
elemento (h, B) asi obtenido es UNICO en el siguiente sentido : si (hi' B1)
es otro elemento obtenido a partir de '€.A) POl prolongacisn  analitica a 10
largo de y entonces hl(z) ™ btz) para todo z en el menor de los dis-
cosconcentricos B Y Bt "' La relacibn entre prolongaciones obtenidas a

10 largo decurvas diferentes  (perc con los mismos extremes) exige considera-

crones homot6picas

Teorem a de monoe/romla.  Supongarnos que 1S, A) es un elernento que pue-
de prolongarse a 10 largo de cualquier curva con origen en el centro de
A ysupongamos y1 Y y2 son dos de tales curvas las cuales
tienen adernas el rnisrno extrerno y son hornotopicas, entonces las pre-

longacionesde.,  te. A) g 10largo de 1.1 Y 12 cojnciden.  (ver Fig.
35 b).

"Funciones”  rnultiformes , Si un elemento de funcron (1, Do)  es proton-
gada en diversas formas se obtiene una coleccicn F de elementos de fun-
cion tales que, dados do> de ellos, uno es siempre prolongacibn del otro ( a
10 largo de algunacurval. 5i (|, D) esunelemento de F y 2z esta
en D entonces UN valor de F en z es Iz . decimos un valor pues
es posible que exista otro elemento (11, D1) de F tal que ED 1
pero que 1/z) tl(z) > de tal manera que 1jCz) seria Ofr0 valor de F
en z, En realidad es posible que al prolongar un elemento (I,O D), a
10 largo de una curva y  se llegue a un elemento (A tal que

DN Dot & pero que o) t 1(z) para algunos zED N Do’ Algo si-
milar ocurre cuando una funcién I) analitica en una cierta regién N-'es
desarrollada  en serie (de Taylor) alrededor de un punta aEn la-serie

representa a | en el mayor disco de centro a contenido en [ perc su
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Figura 36

disco de convergencia D puede ser mayor y en este caso puede haberrpun-

tos zED NN enlos cuales la serie no representa a | (Fig. 36. b).

En general se dice que una coleccion F como la arriba considerada es
una fundon analftica global ysi F contiene todas las prolongaciones po-
sibles se dice que es completa. Por medio de F queda determinada una
correspondencia gue a cada punto z de una cierta region 1N e asigna
uno 0 varios numeros complejos por 10 cual se dice que F es una " funcionl#
multiforme (o multfvoca), ,Estos objetos no son realmente funciones perc usan~
do un artificio ideado por Riemann y que consiste en" desdoblar” Ila region

N envarias "hojas”  (Superficies de Riemann) pueden reducirse a funcio®

nes en el sentido ordinario.

El espacio funcional. H (n). La nocion de convergenc ia mas adecuada al
espacio  H(O) es la convergencia uniforme sobre compactos : una sucesion
de funciones | : M-~ ¢ converge uniformemente sobre compactos hacia

una funcion ' N .~ ¢ siparacada €>0 vy paracada subconjunto com~

pacta (cerrado y acotado) Ken existe un n=n(s, K) tal que si
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k> n entonces Ik(z) o I(2) J< 2 parg"t~~p; z Eo K.  En este caso es-

cribiremos |k ely puede probarse que si cada | es analitica, en-

tonces | tambien 10es Y fﬁn). 2 tC”) para todo n = 1,2 ..

Con esta noclon de convergencia puede introducirse una topologia en H(W
en la cual los compactos se caracterizan como en IR™:  son los subconjuntos

cerrados Y acotados,

74. Representacion coniorme,

Las funciones analiticas I n-- ( cuya derivada ' carece de
ceros en [l se caracterizan por la propiedad de "jireservar  los angulos” ~
si yl Y Y2 secortan enunpunto zo con unanqulo @ entonces

sus" imagenes " [,: oy 1Y r2 =10 v2 se cortan en el punto

to = I(z0) con el mismo anqulo (ver Fig. 37), Se dice entonces que |
I
m " "
~ >
"Wi-/
B
Figura 37
define una representacion conforme de N en <. Dos regiones ill Y

02  se dicen conformemente equivalentes  si existe una funcion analitica 'y
biunivoca de N1 en Ny, tal que fez) fo para todo z eD.js El re-

sultado fundamental a este respecto es el siguiente
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Teorema de Riemann. Toda region simplemente canexa N c C diferen~

[1]

2]

(3]

[4]

5]

(6]

[7]
(8l

(9]

[10]

[11]

te de c, es conformemente equivalente al disco unidad po donde

pg=lz:lzIll.
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Saluclos

Practicamente toda persona ha saludado a otras estrechandola manoy pare-
ce que a este respecto no puedahacerse afirmac ion especial alguna. Sin ermn-

bargo, es tacil pro' ar que el ruimerode personas que ha estrechado la mano a

un mimero impar de personas es siempre par.



