Boletin de Matemdticas
Vol. VIN®2 pp. 11 -30

LGS METODOS CLASICOS DE LA MECANICA NO LINEAL

LUCIANO MORA

Consideremos una ecuacion diferencial (E.D.) ordinaria en la forma

£ 0= flx, D

donde % = dx/dt y f(x #) esunafuncion definida en cierto dominio
p delplano «x-t, continuay ademdas d// dx es continua sobre D

(E D. normal).

« es una funcion desconocida de la variable ¢ ( tiempo).

La ecuacion diferencial expresa pues la variacion de una funcién descono

cida en funcion de ella misma y del tiempo.

Una funcion x = ©(#) definida en cierto intervalo 14 ffcR

my<t<myl (no se excluye el caso  m; ~= = . my s) @s una

solucién de la E.D si se obtiene idénticamente.

Q) = f((t). 1)

lo cual supone que @(z) seadiferenciable y por lo.tanto continua y que
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(t, ©(1) )eD.

Si interpretamos a (x,#) como coordenadas cartesianas en un plano,
podemos construir el dominio D y en cada uno de sus puntos dibujar la
recta 7, , de pendiente m = f(x,t) y obtenerel ‘campo de direc-

X

ciones’’ definido por la ecuacion diferencial .

<3

¢

Alli mismo podemos considerar la solucion ~ x = @ (2} como una cur-

va continua con tangente continua o como se dice una curva integral.

XM

— )
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La ecuacion diferencial conecta las dos representaciones puesto que
o) debe ser tangente a larecta 7y , en cadauno de sus puntos en

el intervalo I

La cuestion principal es saber cuantas soluciones admite una ecuacion
diferencial ; pero como esta admite todo un continuo de soluciones, la cuestion
se transforma en saber como pueden describirse esas soluciones. La respues-

ta es el siguiente teorema .

Teorema de existencia y vnicided ., Porcadapunto (7,, x,) €D

pasa una solucién o tal que x, =9(z,) (i)

Si existe otra soluciéon (1), talque «x, =y(t,) entonces

Q(e) = (1) en todo el intervalo .

Se dice que la ecuacibén (s) es la condicion inicial (C.L)y que la E.D.
satisface la C. I. (i), Por tanto cada puntode P es C.l. para unasolu -

cién y dos soluciones con C.l. comunes coinciden.

Graficamente

x\

[
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Sistemas de ecuacfones diferencia/es, ecuacion diferencial de orden.

Facilrnente  podemos extender estas ideas fundamentales a un sistema
de ecuaciones diferenciales . para simplificar, consideremos  un sistema de 2

ecuaciones de primer orden

1(t,x,X)
1 2
X @ x ,x )
2 2 1 2
donde le X2 es la pareja de funciones desconocidas. Una solucion  se-
ria una pareja de funciones X = o @® ,x_ = @ @® definidas en un in~
1 1 2 2
tervalo 1= 1~ . m <t< m, |  que satisfacen simultaneaments  ca~
da una de las ecuaciones diferenciales. Sin continuar la repeticicn en los ar-
gumentos anteriores, basta considerar el vector X = (X ,x ) y definir
1 2
xX=(;,;), f=(/,1) yes claro entonces que el sistema es e ~
1 2 1 2
quivalente a
X f(t,x)

Si tenemos una ecuacion diferencial ordinaria de orden n

in) - (nol))

X =(t, X, %, ., X

podemos tam bien reducirlo al caso anterior; introduciendo las nuevas funcio-

nes
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X X, X

Re

xf:w- 1)

1 g " X, X, S de modo que, obtenemos el sistema de
primer orden
. » e
* X .% =x s X = N, XonX -
1 2772 73 n x5 "

Sistema auténomo de primer orden en RZ .

Si el tiempo no figura explicitamente en las funciones fj_ fz de un
sistema de ecuaciones de primer orden

x =

p J"JI (xl a2 )

Vectorialmente  x f (x) estadefinida en un dominio D, tenemos un

sistema auténomo. caracterizado por el hecho de que la variacion del vector

x depende solamente de él y no del tiempo. lo cual ocurre frecuentemente

en fisica.

Se ve inmediatamente quesi x -~ @(2) /-1 2  esunasolucidn
i I
del sistema auténomo (S. A.) sobre

x =9 () = 9,(1+c) donde « es una constante también lo es en el in
£ H
tervalo : .

I =§{teR ' m ~c<t<m_-c}
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Interpretacion  cinematico. El esppcio de lose ( Poincare)

A toda so luclon del sistema autonomo

X o o, i=1,2
i

podemos hacer correspmder el movimi ent o de un punto en el plano, movimien-
to definido por Ias ecuaciones fii) donde (xl , x)2 son las coordenadas

espaciales y t el tiempo. Al moverse, el punta describe una trayectoria'
perc si asociamos la solucion CM con la trayectoria, no veriamos la direcclon

del movimiento, en otras palabras, no veriamos la marcha del tiempo.

En efecto, si tuvieramos otra solucion x = I @ junto  con
i i

X =0 (b sus trayectorias 0 coinciden en el piana, a no se interceptan
i i

Sinernbarqo, en el primer cas o, si tuvieran un punto comun CPI('(r)- ¢ (t2r3

L[]
puesto que M. @ = @ +c) es tamb ien sol ucion, tendriamcs
i i

Wt )= ( +c)=ot W
PO = 8¢ )= 1) P2

donde c=1 "t 5 - Entonces

CP.(t)  =lj;(t)=-cp(t+cd dond =ttt
P =li)=oplteed onde ¢t

por 10 tanto, aunque las trayectorias coinciden, la primera es descrita can

un retardo de C.
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Si el punto representativo de la primera aicanza una cierta posicion en el
instante ¢+ ¢, entonces, el punto representativo de la segunda ya estuvo

alli en el instante &

0 sea. una trayectoria puede representarse paramétricamente por mas de

una solucién. por tanto, trayectoria y solucién no son sinonimos.

Interpretacion cinematica del S. A.

En la forma vectorial del sistema autonomo

x = f(x)

a cada punto de D  cuyo vector de posicion es x le corresponde el vec-
tor f cuyo punto inicial es ese purto. El espacio vectorial de los f es
un espacio vectorial de 2 dimensiones que emana de  x . Aparece asi. aso -

ciado al S. A, un campo vectorial definido en D

La conexién entre la interpretacion de la solucion y la interpretacion del

sistema es clara,

Sea P, unpuntode D de vectorde posicion  x, . de donde
emana el vector del campo f(x, ) Sio ¢ {@1.202} o) existe una

solucion x = @) tal que £.= Ple,)

Al describir  ©(z) sutrayectoria el movil pasapor x, enelins

tante 7 . con un vector velocidad Xy f(x,) "osea. el vector del
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campo Yy el vector velocidad coinciden en cada punta de la trayectorla,

El plano en el cual las soluciones del S. A. se interpretan como rrayec-
torias orientadas y el S. A. como campo campo vectorial se llama el plano

de fuse del SA. (x X) ,

Se dice equivalentemente  trayectorias  orientadas o trayectorias de fase

y los vectores Iex) se llarnan velocidades de fase .

, S€. podria  dec ir : la velocidad  del movimiento de un
punto sobre la trayectoria de fase coincide en cada instante con la velocidad
de fase correspondiente  a la posicion donde el punto se encuentra en ese ins-

tante ..

Estado de equil ibrio, Trayectorias cerrad as, Cie/os limite, Estabilidad,

Preguntamos si una trayectoria  que representa una soluc ion del S.A.

puede interceptarse a Sf misma,

Sea x.=o¢) ,i=12 una solucion del S..A. sobre
t i

| It Ur m <t<m
1 2

me )=o), i=12 tt Lt)yt,iet
Supongamos que P“( ) Pi(:) 1054 ) i

Si c=t ot entonces t

=t +c y W)= +c)=0 )
1 2 1 2 il il i

2

entonces M. = ot @® 0 sea ¢ (1) (iii)
i 1 i
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De lo anterior se sigue entonces que 1" coincide con I y por lo

tanto mI = vpe, m T 400,

1) Puede suceder que VeeRr . ©(t+e)= () o0seadque (rpl(f), rpg(f))
i i

no se mueve al variar ¢,

En este caso la solucion ¢ (1) = @ se llama " un estado de equili
i

1
brio” (E E.) del S. A. Ninguna trayectoria puede pasar por f";‘ a2} por

eso también se llama singularidad del S. A.

Desde el punto de vistade las velocidades de fase es claro que !la con
dicion necesaria y suficiente paraque a = (ar,. az} sea estado de equi

librio es que #(a) = 0.

Si a esE.E. entonces %= (¢(2) essolucionyasi f(a) = x=a=0.

Si f(a) =0 entonces x = (1) =a=14(a)=0.

Entonces, para encontrar todos los E. E. del S. A. debemos resolver el

sistema

2) La ecuacion (iii) ¢ (tt¢) = ®(1) nose cumple paratodo ¢ real .
i 2

Se puede demostrar que el conjunfo de los ¢ validos. admite un nimero po

sitivo minimoe T tal que cualquier otro ¢ valido se escribe como

¢ kT, con keZ 0 sea Vt @(t+T) = o(1) . Peropara
H i

|7 -r.|<T yparaalgin i= 1.2 setiene _rp!_(rIJ + rpfrrzj
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De manera que la sol ucion x_ = (I es periodica de pericdo T
i i

Y su trayectoria es cerrada. Es un ciclo

3) En el otro caso, las soluciones X =cp(t) no se interceptan.  Existen
[ [

entonces tres tipos de trayectorias

a) Puntos de equilibrio
b) Ciclos

c)  Trayector ias libres

Por el teorema generalizado de existencia y unicidad, par cada punto
de D pasa una trayectoria que representa una soluclon : D esta lleno

de trayectorias que no se interceptan entre sf .

La primera pregunta sobre la distribucion de los E. E. y los ciclos es:
Len que condiciones un E. E. y un cicio son aislados? Intuitivamente pode-
rnos esperar la existencia de los E. E. como puntos aislados. 0 sea, el
E. EE. X =0 sera aislado si existe p>0 tal que ninqun punto del

cfrculo x Ixl<pl esunE E fuera de x=0-¢

En cambio la situacion con un cicio es distinta. Dada la naturaleza de
fy x podemos preguntar como se comportan las trayectorias en la vecin-

dad de un cic lo, donde no existen otros ciclcs e

Esta cuestlon fue aclarada por Poincare con la Introducclon del COne-
cepto de cicio limite:  es una sol ucion periodi ca ais lada del S, A.; geome -

tr icamente: no existen otras trayectorias cerradas en una veci ndad de la tra-
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yectori a ¢

La trayectoria K del cicio limite divide al plano en dos domillios <in -
teri or y exterior). Tanto las ,trayectorias internas como las trayectorias  ex -

ternas se acercan a K espiralmente, bien sea cuando t..® oo 0 +oo-

Sobre la existencia de cic/os "mites. Sea C, (ep(t) ) una trayectoria definida

para t> to contenida en una region cerrada y acotada de D .. X es
un punto limite de ¢ si existe una suceston : !tnl que diverge a + o«
converge a  x El conjunto de los puntos limites es
el conjunto limite  C'
Si w@® =x, es EE, C =lIxl
Si ep(t) es periodica de trayectoria K, C =K
Teorema de Poincare e« Bendixson; Si C' no contiene ningqun E.E., se
presentan dos casos
a) C = o es un cicio
b) CO es un cicio limite al cual tiende C' espiralmente desde el inte -
rior 0 el exterior.
fstabi/idad de un E. f. de un S. A. sea X  f(x}  un sistema autcno-
mo.
Con ep(t J'> simbolizamos  una solucion del S, A. con C. L t=0, x=(

entonces
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intuitivamente, la idea de estabil idad de un E. E. o = (a , a) del

1 2
S.A, es : toda sofuc ion del S. A. que comienza en t = 0, bastante proxi .,
rmaa a, permanece en una vecindad de a en la marcha futura (¢t > 0);

una vez que una trayectoria se ha acercado a una singularidad, se mantendra

siempre proxima a ella.

Definicion de Liapounov. a es estable' en el senti do de Liapounov si

@) 3p> 0 tal quesi |~ al<p, et ~) esta definida para to-
do t,

(2) Vvr>0 30>0: Si entonces leptt~) -o r<e ,

para todo t>0
a es ademas asintoticamente estable i

(©)) :J
<S-. P si entonces

lin le(t,~). al=o0

t -.00

, Siel S.A, X = ((X) posee el E. E, 0, se desea saber en gue

condiciones  la soluclon de X=«) con C.l. x@© =c se acerca al

E.E x=0 cuando t-. oo

En terminos fisi cos, esto significa que el sistema descrito por el S.A.

vuelve al E. E. despues de haber sido perturbado inicialmente par una fuer-

za,
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El §. A. Lineal - Homogeneo con coeficientes constantes.

Como punto de partida y de referencia, consideremos el sistema

; = X + d X

1 11 1 12 2

x = x + a4 X

2 21" 1 22 2
6 x = Ax

“n ‘2
det (A) = ¥ 0

21 22

0, también ,, silos dos autovaloresde  4,A 'y A~ son diferentes

de 0.

Supongamos, ademas, que sean reales y diferentes : entonces toda solu -

cion real del S. A, puede escribirse

donde hI y bz son los autovectores reales y linealmente independien -
tes correspondientes a )tl y Az respectivamente y cl,cz son

constantes reales.
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En el plano H de los vectores generados par h y h se tie~
n, |1 1 A1 2
ne x-= e h + e h donde £ =c eltw =c e?2
11 2 2 01 1 "2 2
(En general, hi h2 no son ortogonales>. Efectuamos entonces una

transformaclon  del plano de fase

tal que h > e, i=1, 2 -

Si analizamos la Situac ion en H  podemos luego regresar a H,

) ) All . 021
Puesto que, conjuntamente  con las ecuaciones el =c e , —,=ce
All _ ol )
podemos  considerar eJ =z Cl e -2 e = + Cze , basta anal izar la

situac icn en el primer cuadrante Yy completar el cuadro por reflexion sobre

los ejes,

(a) c c =0 obtenemos el E. E. 0, 0
1 2

(b) c >0, ¢ =0 , obtenemos el semieje positivo de abscisas |,
1 2
cl =0 c2 > 0, obtenemos ef semieje positvo  de ordenadas.

S

(d) c >0 , c >0 obtenemos movimiento en el primer cuadrante

1 2

que no toea los ejes.

En (b) si A1<0 el movimiento es hacia 0 Yy si A1> 0 el movirnlen-

to es hacia + oo.  Analogarnente en (c)

Si Al, A2 tienen el mismo signo, en particular A1 <0,A ) <0 vy
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Al < Lol entonce s, enel primer cuadrante, cuando t - oo

0
podemos observer que s~ tiene: , tl - y t2 - mas ra-
pidamente, de modo que el eje de las abscisas es tangente en 0. Por re-

flexion se completa el diagrama

(0,00 es un nodo estable

5i Lylo son positivos, las trayectorias se alejan de (0,0) cuando

t -> 00

(0,00 es un Nnodo inestcble
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Sl, 14" Ap tienen signos contraries, por ejemplo si 1y <0<y  so-

bre el eje positivo de las abscisas el movimiento se realiza hacia el origen,
Sobre el eje positivo de las ordenadas, el rnovil se aleja del origen.  Otras
trayectorias en el primer cuadrante se asemejan a hiperbolas, en las cuales
el movimiento horizontal se acerca a 0 y el movimiento vertical se aleja

de O.

(0,0) es un punta silla (inestable ).

Continuando el analisis e incluyendo auto valores comple jos, se obtienen los

siguientes  casas

@ ;' up reales y del mismo signo : Ilodo
®) yyup reales y de signa contrario silla
(© yq 1y, Iimaginarios puros : vortic.e o centro

d uqup complejos espiral

En cuanto a la estabi lidad los resultados se resumen en la siguiente propo

siclon , Una condtcicn necesaria y suficiente para que el E. E. (0, 0) sea
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establees que 1, y lo, tengan partes reales negativas 0 nulas

En este caso se dice que la matriz A €S estable.

Sistemas no lineales e

V olviendo a considerar el caso general del S. A.

x = f(x) (io)

(donde x=0 esun E. E) con C.l. x(0) =c con respecto al proble-
ma de la estabil idad, es natural empezar por estudiar el caso de perturbaciones
iniciales  pequefias y suponer que las componentes de f sean analiticas en
una vecindad V() < (Esto ultimo es automatico en el caso de un S. A. nor-

mal> ¢

En este caso, el S.A. puede escribirse
i = Ax +h® )

donde A es una matrlz constante y las componentes de h son por 10 menos

de 20. grade en las componentes de x ,

Se puede ver mas claro si escribimos el S. A. en la forma

~ =1/ (« ,X )
1 1

El teorema de Taylor permite escribir
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(a/l ) ah
= (a- : - h ,
Xl >)| o 1+ (a,Zg x2 + N (Xl X 2)
ah al
. h ,
x2 (a‘xl)oler (a,)zox + 2(x x2)
h x %
lim =0°= lim 2 1l 2
. _ , -.(0,0) j 2
(x.l.;xz)..(0,0) (xlxz) ( ).psLl 3
. aj. .
Si a = (-0 i,j=1,2
i ]
a a
11 12
A
a a
21 22

obtenemos la formula (2)

Es razonable suponer que el comportamiento asintotico de las soluciones
del S. A. no lineal sera bastante similar al correspondiente a las soluciones

del S. A. lineal

Cuya teoria conocemos.

Que esto sucede real mente ha side establecido en el teorema de Liapounov-

Poincare:
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sea llxli=L Ixil sio@ o | :0(11 Xil cuando ”-} .0 y

(2 A es estable .

Entonces: toda soluclon de (iv) para las cuales Il el es suficiente-

mente pequefio, tiende a O cuando t > o0

Aparece claramente que las hipotesis de anal iticidad de f . lel  su-
ficientemente  pequefio y ~ constante  son muy restrictivas. Por esto, mu-

chos esfuerzos se han dedicado a obtener criterios de estabilidad de mayor

aplicabilidad.

El resultado mas sobresaliente es el llamado Metodo directo de Liapounot.

gue exponemos brevemente a conti nuacion

Introcluccion. Conviene considerar los vectores X  de componentes Xy
como una matriz n xlI (vector  columna>.
’
El vector fila correspondiente, puede indicarse X
Una forma cuadrati ca de 1vector x s una funcion w(x)'= !a "ixlxj » don-
de a. = a si A= @.)=A entonces uilx) = x A x: uilx)
1 I '1

es defittida positiva ~ si para  x T0 se tiene w(x) >0 Y definida

negativa si en el mismo caso  w(x) <0

En los dos casas, iutx] = 0 si  solamente si x=0.

Sea x=x(t) una snlucidnde | Sc A, x=f(x) Yy vex) una fun-

cion escalar de X = x(t). As.



30

Si podemos elegir la funclon V(x) de manera que para todo x

_~(avliaxy f, < -mv

donde M es una constante entonces, puesto que

V( x)/ v(x) < *M se tiene v(X) S V(,,(0)) e-ml ,para t> o0

Si adernas  Vv(x) es una forma cuadratica definida positiva, entonces

V-0 cuando t- o Y par 10 tanto x » 0 cuando t > oo
Entonces, el problema de estabilidad, se reduce a encontrar V(X), 10 cual
no es ftrivial.
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