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SOBRE UNA PROPIECAD GEOMETRICA DE LA FUNCION POLINOMICA DE

GRALCO n

FRANCISCC LLERAS

I. Introduccidn.

A un polinomio  P(x) con coeficientes reales podemos asociar una
terna de numeros enteros positivos  T(P) = (m(P) . M(P). I(P) } inva-

riante para el polinomio. en donde :

m(P) = nlUmero de minimos locales
M(P) = numero de maximos locales.

I(P) = numero de puntos de inflexion

No interesa la posicion reiativa de estos puntos singulares en la grafica,
sino cuantos de ellos se presentan. Por ejemplo en la Figura 1, las dos

curvas tienen lamisma T(P) = (2 1.4)
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De ahora en adelante llamarenios a estos puntos singulares simplemente

minimos, maximos e inflexiones.

Si consideramos un polinomio cualquiera de grado n,P(x) = % Al.x’
: i=o
al dar diversos valeres a los A;  obtendremos todas las formas po

sibles de las curvas correspondientes y por lo tanto todas las ternas

posibles { T(P,)} cuyo conjunto es caracteristico del polinomio de

grado .

Por ejemplo para el polinomio de 4° grado obtenemos

{T(Pg)}=1(1,0,0), (1,0,2)(2,1,2)}

( Ver figura 2)
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Figura 2

E| problema consiste en determinar para cualquier polinomio de grado

n, cuales de los coeficientes A pueden ser eliminados para que
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con una adecuada escogencia de los restantes se puedan obtener la totali -
dad de las T(P,) caracteristicas del polinomio, con la restriccidn adi
cional de que los puntos singulares correspondientes deben presentarse en

una vecindad arbitrariamente pequefia del origen de coordenadas.

Sin perder generalidad podemos suponer que 4, =1, yaque si dividi
mos por A, todos los coeficientes del polinomio. lo tnico que hacemos
es cambiar la escala vertical de la grafica, sin alterar los valores de =«
para los cuales se presentan los puntos singulares en que estamos intere
sados. Es posible siempre eliminar el término independiente, 4, = 0,
ya que esto equivale a desplazar verticalmente la grafica sin alterar ningu

na de las caracteristicas geométricas de la curva.

2. Consideraciones generales .

En el Andlisis Matematico elemental se demuestran los siguientes puntos

basicos pertinertes a este problema :

a) Todo polinomio de coeficientes reales y todas sus derivadas sucesi -

vas son funciones continuas para todo =x real.

b) Todo polinomio de grado ~» tiene alo mas (n-1) Optimos loca

lesyalomas (n-2) inflexiones.

¢) Entre un maximo y un minimo habra al menos una inflexion y entre

dos minimos (maximos) habra al menos un maximo (minimo).

d) Si un polinomio presenta la totalidad de 6ptimos locales (maximos y

minimos) posibles, presentara el mayor nimero posible de inflexiones
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y entre un minimo y el maximo subsiguiente habra una y solamente

una inflexion .

e) Todo polinomio de grado  2» tiene al menos un minimo y todo po

linomio de grado (27 + 1) tiene al menos una inflexion .

f) Todo polinomio de grado 2» si tiene raices reales éstas seran en
nimero pary si es de grado (2x + 1) tendra al menos una raiz

real y si tiene mas de una, éstas seran siempre en niimero impar

Como consecuencia de las consideraciones anteriores y teniendo en

cuenta que los 6ptimos se presentan en los ceros de la primera deriva -

da. y las inflexiones en los ceros de la segunda derivada, es facil ver
que los T(Pn) posibles seran :
Para polinomios de grado 2# -
(1,0,0), (1,0,2),(1,0,4) ..... a5 oln o dghin's (1,0,(2n - 2))
(2,1,2), 2, L#),12 1,805 ssuaspus e oy v fond, Cus8))
(3,2, 4)., (3 2,80, (3, 208 < oo ins prec shae s o35 200 - 2))

© ¢ 8 0 85 o2 0 8 e 0 & 0 0 0 0 0 0 0 s 0 0 0 0 s e 2 s

(n, (n-1), (2n-2))

Lo cual podemos expresar asi :
T(Py )= (], (J-1), (2K -2))

(=212, 3, oo s & v W)

(n2K3] )
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Para polinomios de grado (2» - 1)

(0.0,1) (0.0 3) (0.0 5) . . . : 5 O 0 (2n-1) )
(o A 1) Kla dy Bhoid Lan I e int » T o (1, 1, (2n-1))
(2 )2, 342, Bgh¥) ;24 24£7) b $ie b (2.2, (2n+1))

n,n 2n-1))

0 sea

T(P,, ) = (J.J2K-'1))

F =g, 505 v o)
(K> 0)
Teorema -

Para que en un polinomio de grado » - 3 con una adecuada esogen -
cia de los coeficientes respectivos, se obtengan la totalidad de fos T(Pn)
caracteristicos y los puntos singuiares correspondienies apaiezcan en una
vecindad arbitrariamente pequefia de! origen de coordenados es suficiente

gue sea de la forma

Lyt an de8l L s-20)
Py = X" BX+ 2 Aux donde A - I y si

(n-2i) - 0 entonces A~ 0
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Demostracion

Siempre es posible construir un polinomio de grado » en donde los

puntos singulares aparezcan en su totalidad y en una vecindad arbitra -

riamente pequefia del origen; en efecto sea la vecindad [- ¢, €] bas-
ta con construir el polinomio P (x) = i§1 (X - a;) endonde las

a; se pueden tomar tales que | €| > |ay|>|ay| > |az|....>|a,]

y en donde todos los a; sean numeros reales. Dado que este polino:
mio tiene la totalidad de raices reales y teniendo en cuenta las conside-
raciones generales de la seccion 2, entonces todos los puntos singula-

res posibles estaran dentro del intervalo .

Como los coeficientes de los términos de grado inferiora »  estan
dados, haciendo caso omiso de su signo, por {a suma de los productos
de las raices tomadas una a una, dos a dos, tres a tres etc., es claro

que lo anterior nos indica que si el coeficiente del término de grado »
es la unidad, basta para garantizar el que los puntos singulares aparez
can en el intervalo arbitrariamente pequefio [-£, €] quelos A;

sean lo suficientemente peguefios .

Veamos ahora como en las siguientes funciones polindmicas de un gra-
do cualquiera, dandoa X, da, 8 valores convenientes es posible

obtener todos los  T(P, ) caracteristicos.

Para las funciones pares

(K-1) o
( 2(n-K+l 2 3 bt x
P, (x) = .;_-x2+ BX+X (n-K+1) .H (X* - a7) definiendo [11() 1

i=1
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(K 1 2, 7n)

y para las impares

N

, 0 v2 (2(n Kel) 1)(K-1) 5
Pas a5 X e B X+ X i AP

<

)

(K =1 2, (ns 1))

Analicemos el caso mas complicado que es el correspondiente a los impa
res. al hacer variara K y suponiendoque o 3 ¢ observamos
que van apareciendo maxinios y minimos a lado v lado del eje  GY y
permaneciendo un punto de infiexion con tangente horizontal 2 X -0
para K< » cuandoc K = !  csie punto de inflexién permane -
ce pero la tangente deja de ser hovizontal, no presentando ia curva un au-
menito en elnimero de inflexiones sino soiamente en el ndmero de maximos
y minimos. Veamos {a forma gue va tomando para diversos valores de K

y la forma de la curva derivada (Fig 3)

AlP(I) \P.(I} T(P)

A
el 1////// |
(0,0,1)
%

K4 (1,1,3)

(2,2,5)
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Figura 3
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Observamos que si en la curva primera derivada desp!azamos el eje hacia
arriba o hacia abajo seglin e! caso . desaparece la tangencia en el origen
y aparecen dos raices a lado y lado de este, correspondiendo esto a la a

paricion de un maximo y un minimo en la funcidn original. desapareciendo

la tangencia horizontal en el punto de inflexion en 0. ver Fig. 4 expli

cativa .

Figura 4

Ahora bien. en esta forma las ternas que en la funcién original no tenian
la totalidad de maximos y minimos posibles para el nimero de inflexiones,
se completa con este nimero, por ejemplo para K = 3 teniamos

T(P) = (2.2.5) pasara con esta modificacion a (3,3, 5) osea en
el caso general para un valor obtenemos en esta forma la terna (K. K, (2K-1) ).
Si continuamos despiazando el eje observamos que al Ilegar a la altura de
P;. dado que la curva la. derivada es simétrica con relaciona OY .
van a desaparecer simultaneamente las raices  a; Lay.a3 Yy ay desa

pareciendo al mismo tiempo dos maximos y dos minimos de la curva origi



nal, lo cual nos quita la posibilidad de aparicion de todas las combina-

ciones posibles de ternas. Para obviar este inconveniente basta con
“deformar’’ la curva la. derivada con las ordenadas de una recta
y = ¢x que nos garantice la no desaparicion de los maximos y mini -

PR /
mos de la curva original, veamos como?

Si llamamos  &;, 85, 83 ... 8 las diferencias de ordenadas entre

cada dos ' minimos, maximos y entre estos y el eje  0X (ver Fig.5),

y siendo

\' 4

Figura 5

estos un niimero finito habra uno de estos que sea el menor de todos,sea

5, este menor; entonces si el valor maximode « X en el intervale

[~a;,a;] esmenorque &; (oseaen cualquiera de los extremos)
nos quedara garantizada !a desaparicién paulatina de todos los maximos

y minimos sin perturbar el niimero de estos en la curva original. ( Ver

Fig. 6) .
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Figura 6

En esta forma podemos garantizar [a desaparicion paulatina de todos los
maximos y minimos de dos en dos ai desplazara 0X digamos entre la
posicion 0;X; hasta 0,X, (este es el objeto precisamente que

buscabamos anteriormente con el términe B X  en la funcidn original).

Por 1o tanto si a_la funcidn original le agregamos un término %‘— x? a
decuado se iogra dando valores convenientesa 3 obtener la totali -
dad de T(P) paracada uno de ios valores de K . bastando dar a
K los valores desde 7 hasta (2 1) para obtener la totalidad de los
T(p, ) caracteristicos.

Es claro que los valores de & ap a, pueden esccgerse para que
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todo esto suceda en el intervalo arbitrariamente pequefio [-€, €] bas

ta con tomar | €| >> |ag | > [ap] .oni > |a,| para garantizarlo.

Q.ED

La demostracion para las curvas de grado par es en un todo similar que

la hecha y por lo tanto la suprimimos para no extendernos demasiado .

ki
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La exactitud en Matemdticas.

" Desde mediados del siglo pasado, los matematicos han estado mas y
y mas ansiosos por alcanzar la exactitud absoluta. En ello tienen razén y es:
ta tendencia se acentuara cada vez mas. En matematicas, la exactitud no lo
es todo, pero sin ella no queda nata : una demestracion a la cual le hace fal-
ta exactitud es absolutamente mala. Esta es una verdad que creo r.adie discu-
tira pero, si se toma demasiado literalmente, nos conduce a la conclusion que
antes de 1820, por ejemplo, no habia matematicas, y esto es claramente una

exageracion.

Henri Poincaré
Science and Method



