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SOBRE UNA PROPIEDAD GEOMETRICA DE LA FUNCION POLINOM/CA DE

GRADO n

FRANCISCO L.LERAS

L InttocJuccion,

A un polinomio P(x) con coeficientes reales, podemos asociar una

terna de ruimeros enteros positivos T(P):. (m(P)., M(P), I(P) j, lnva-

riante para el polinomio, en donde ;

m(P) mimero ida rninimos locales

M(P) ruimero de maximos locales.

I(P) = mimero de puntos de inflexion.

No interesa la posicion relativa de estes puntos singulares en !a qraflca,

sino cuantos de ellos se presentan. Por ejemp!o en !a Figura I, las dos

curvas tienen la rmsma T(P) r-; (2,!, 4} .
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De ahora en adelante Ilamaremos a estos puntos singulares simplemente

minimos, maxirnos e inf Iexi ones ,

12 •

12, P ix ) = 2 A.xt
12 i= 0 t

obtendrernos todas las formas po-al dar diversos val ores a los

Si consideramos un pol inornio cualquiera de grado

A.
t

posibles { Y(P ) In

sibles de las cur vas correspondientes y POl' 10 tanto todas las ternas

cuyo conjunto es caracteristico del polinomlo de

grado n,

POl' ejemplo para el polinomio de 4Q grado obtenemos

{ 1'(P4) I = { (l , 0, 0), (1, O. 2) (2 , 1 , 2) I

( Vel' figura 2)
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Figura 2
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12, cuales de los coeficientes

EI problema consiste en determinar para cualquier pollnornio de grade

A.
t

pueden set' eliminados para que



13

can una adecuada escogencia de los restantes se puedan obtener la totali -

dad de las T(P n) caracteristlcas del pol inomio, con la restriccidn adl-

clonal de Que los puntos singulares correspondientes deben presentarse en

una vecindad arbitrariamente pequefia del origen de coordenadas.

Sin perder g~neralidad podemos suponer que An == 1, ya que si dividi-

mos per An todos los coeficientes del polinomio, 10 unico que hacemos

es cambiar laesca!a vertica I de la qrafica, sin alterar los valores de x

para loscuales se presentan los puntos singulares en que estamos intere

sados. Es posible siempre eliminar el termlno independiente, Ao::: 0,_

ya que esto equlvale a desplazar vertical mente la gratica sin alterar ningu -

na de las caracteristicas geometricas de la curva.

2. Consicleraciones ,enera/es.

Ene I Anal isis Matematico elemental se demuestran los slguientes puntos

baslcos pertiner.tes a este problema:

a) Todo polinomiode coeficientes reales y todas sus dertvadassucest ~

vas son funciones continuas para todo x real.

b) Todo polinomio de grado n tiene a 10 mas (n-L) dptlmos loca -

les y a 10 mas (n~2) inflexiones.

c) Entre un maximo y un minlmo habra al mencis una inflexion y entre

dos minimos (mclximos) habra al menos un maximo (minima>.

d) $i un pol inomio presenta la total idad de optlmos locales (maximos y

minlmcs) postbles, presentara el mayor nurnero posible de inflexiones
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y entre un minima y el maximo subsiguiente habra una y solamente

una inflexion

e) Todo polinornio de grado 2n tiene al menos un minimo y todo po-

linornio de grade (2n + 1) tiene al menos una inflexion.

f) Todo polinomio de grado 2n si tiene rakes reales estas seran en

ruimero par y si es de grado (2 n + 1) tendra al menos una raiz

real y si tiene mas de una, estasseran siempre en mimero impar •

Como consecuencia de las consideraciones anteriores y teniendo en

cuenta que los optimos se presentan en los ceros de la primera deriva ,-

dar y las ihflexionesen los c eros de la sequnda derfvada, es facil ver

que los T(Fn) posibles s eran :

Para pol inornios de grade 2 n :

(1, 0,0) , (1, 0, 2) r (1, 0, 4) (1, 0, (2n - 2) )

(2, 1, 2), (2, 1., 4) , (2, 1, 6) (2, 1, (2n • 2) )

(3, 2, 4) , (3 , 2, 6), (3, 2, 8) ............... (3, 2, (2n • 2) )

• • • • " ••••••••• I ••• I ••••••••••• , ••••

• • • • • • • • • • • • to •• " ...... , •••••••••••••••••••••••••

in , (n - 1) , (2n - 2) )

Lo cual podemos expresar aSI :

T(P2n) = (J, (j-1), (2K 0 2»
(j = 1, 2, 3,. . . . . . . . n)

(n~KH )
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Para pol inomios de grado (2n" 1)

(0. 0, 1) (0. 0, 3) . (0 0 5) (0 0 (2 n - 1) )

(1, i 1). (1, 1 3), (1,1,5) (i, 1, (2 n . 1) )

(2 2 3) (2 2. 5) (2 2. 7) , , (2 2, (2n - 1 ) )

tn • n, (2 n - 1) )

o sea:

T(P2n+1) '" (j,j.(2K - 1))

(j := 0, 1, 2, 3" , , , , . n )

(n::;; K;; J )

(K> 0)

? T eorem u .

Para que en un pol inomio de grado n > 3 con una adecuada esoqen-

cia de los coeficientes respectivos, seobtengan la totalidad de los T(Pn)

caracterfsticos y los puntos singuiares correspondientes aparezcan en una

vecindad arbitrariamente pequefia del orlqen de coordenados es suficiente

que sea de Ia forma

ro? [n/2] F 2')
P (X) '=' ct-x~-'-f3X+.2:, A:x\n- tn 2 1 () l clonde A 0 - y sl

(n-2i)~0 entonces
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Demostracion.

Siempre es posible construir un polinomio de grado 12 en donde los

puntos singulares aparezcan en su total idad y en una vecindad arbitra -

riamente pequefia del origen; en efecto sea la vecindad [- 2,2] bas-

ai se pueden tomar tales que

12
P t«) '" n (X. a.) en donde las

12 i= I t

I 2 I > I all> I a2 i > I a31 .... > i an I

ta con construir el polinomio

yen donde todos los a. sean mimeros reales. Dado que este pol inc-
t

mio tiene la totalidad de rakes reales y teniendo en cuenta las conside-

raciones generales de la secc ion 2, entonces todos los puntos sinqula-

res posibles estaran dentro del intervalo .

Como los coeficientes de los terminos de grado inferior a 12 estan

dados, haciendo caso omiso de su signo, poria suma de los procluctos

de las rakes tomadas una a una, dos ados! tres a tres etc., es claro

que 10 anterior nos indica que si el coeficiente del termino de grade 12

es la un idad, basta para garanti zar e i que los puntos s ingulares aparez-

can en el intervalo arbitrariamente pequefio [-2, 2] que los Ai

sean 10 suficientemente pequefios .

Veamos ahora como en las siguientes funciones polinomicas de un qra -

do cualquiera, dando a s , a, (3 valores convenientes es posible

obtener todos los T(P 12) caracteristlcos.

Para las funciones pares :



(K '" 1,. 2, - " ,_. n )

y para las impares
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p (21l-l-l)(X)
C( 2 (2(n-K+n, .1)(K-1) ? ?

---- X -t (1 X, X n (X- . cr.
1

')

2 i 1

(K = 1 2 (n~ 1))

Analic emos el caso mas compllcado que es el correspondiente a los impa

res. al hac er variar a K y suponiendo que ex {3· 0 observarnos

que van apareciendo nraxln.os y minimos a lado V lado del eje OY y

para K <: /I cuando .K -: 11+ ,

permaneciendo un punta de inflexion con tangente horizontal eil

este punto do inflexion permane-

x -,0

ce pero la tanqente deja de ser horiz ontal 110 pres ental' do in curva un all-'

mente ell e! ruimero de inflexiones sino solamente en e! ruirnero de maximos

y la forma de la curva derivada tFig. 3) -

y minimos. Veamos la forma q Je va tomanclo para diversos valores de K

Tty)



K ::::'-1 l' -p()C)
!

I //APt:1\:1~

N"
..L ( Il~ ... -.-,~

Figura 3
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Observamos que 51 en Ia curva primera derivada desplazamos el eje hacia

arriba 0 hacia aba]o sequn el caso , desaparece la tangencia en el oriqen

y aparecen dos rakes a lado y lade de este, correspondiendo esto a la a,-

pariclcn de un maximo y unminimo en la funclon original: desapareciendo

la tangencia horizontal en el punto de inflexion en 0, vel' Fig. 4 expli -

cativa ,

Figura 4

Ahora bien, en esta forma las ternas que en la func ion original no tenian

la totalidad de maximos y rninimos posibles para el ruirnero de inflexiones

se completa con este mimero: POI' ejemplo para K = 3 teniamos

T(P) = (2,2.5), pasara con esta modiflcacicn a (3,3,5) 0 sea en
. ,

el caso general para un valor obtenemos en esta forma la terna (K, K, (2Kcl)):

5i cont.inuamos desplazando el eje observamos que al Ilegar a la altura de

Pi' dado que la curva La. derivada es slmetrlca con relacion a OY.

van a desaparecer s lmultaneamente las raices : al ,.a2' a3 y a4 desa-

pareciendo al mismo tiempo dos maximos y dos minimos de la curva or iqi
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nal, 10 cual nos quita Ia posibilidad de aparic ion de todas las cornbina-

ciones posibles de ternas. Para obviar este inconveniente basta con

"deform ar" Ia c urva lao de rivada con las ordenadas de una recta

y = ax que nos garantice la no de saparlc ion de los maximos y mini -

mos de la curva original, veamos como:

Si Ilamamos 0I' °21 03'" oK las diferencias de ordenadas entre

cada dos : rninimos / maximos y entre estos y el eje ox (ver Fig. 5),

y siendo

J
1

Figura 5

estos un ruimero finito habra uno de estos que sea el menor de todos.se a

0. este menor; entonces si el valor maximo de a x en el intervalo
t

[.-al' al] es menor que 0i (0 sea en cualquiera de los extremos )

nos quedara garantizada la desaparicldn paulatina de todos los maximos

y minimos sin perturbar el numero de estos en la curva original. ( Ver

Fig. 6) .
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Figura 6

En esta forma podemos garantizar la desaparic ion paulatina de todos los

maximos y minimos de dos en dos ai desplazar a ox digamos entre la

posicion 0lX1 hasta 02X2 (este es el objeto preclsamente que

buscabamos anteriormente con el terrnino (:3 X en la funcicn original),

POI' 10 tanto si a.Ia funcion original Ie agregamos un termino'Cl- x2 a~
2

decuado se loqra dando valores convenientes a (:3 obtener la totali .,

dad de yep) para cada uno de los valores de K < bastando dar a

K los valores desde J hasta (n+l) para obtener la totalidad de los

T(Pn) caracteristicos.

Es claro que los valores de al a2 . an pueden escoqerse para que
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todo esto suceda en el intervalo arbitrariamente pequefio [-E,. E] bas--

ta con tomar I E I» lal I > I a21 •••• > I an I para garantizarlo.

Q.E.D.

La demostracion para las curvas de grade par es en un todo similar que

la hecha y por 10 tanto la suprimimos para no extendernos demasiado.

*

La exactitud en Matematicas.

"Desde mediados del sig 10 pasado, los matematicos han estado mas y

y mas ansiosos por alcanzar la exactitud absoluta. En ello tienen razon yes··

ta tendencia se acentuara cada vez mas. En matematicas, la exactitud no 10

es todo, perc sin ella no queda nada : una tfemestracion a la cual Ie hace fal-

ta exactitud es absolutamente mala. Esta esuna verdad que crco r.adie discu-

ttra perc, si se toma demasiado literalmente, nos conduce a la conclusion que

antes de 1820,. por ejernplo, no habia matematic as, y esto es claramente una

exagerac ion.

Henri Poincare

Science and Method


