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INTHODUCCION ELEMENTAL A LAS CADENAS DE MARKOV

Pm Mariela Gomez

Una de las pr incipales [areas de las marernaricas cons iste en fo. mular de

rnanera abstracta 10 esencial de una 0 mas situaciones concretas y hacer demos

rraci one s de hechos fundarnentales inde pendien em nte de las propi edad s ace i

denra les del problema concreto

Un conc epro basico en e l proceso de unificacion de la c iencia es e de pro

babi lidad que ha pe mitido relaci nat campos cienrificos aparenrernenre de svin-

culados .

La eoria tuvo su origen en 1654 en los estudi s rea izados por los materna

ticos franceses Bias Pascal y Pierre Fermat re lati os a la solucion de preble

mas a que dan lugar iuegos de azar En el siglo XVIll los cultivadores mas de~

tacados de la teoria fuer on Bernoulli ( 1654 - 1705) y De Moivre (1667

1754) Solo hasta 1812 en un traba [o de Laplace se mostro Ia posibi idad de

que la teoria podia ser aplicada a problemas practi cos y c ientificos ,

En e] desarrollo ulterior de 1 teor ia han tenido especial importancia

Tchebycheff Von Mises .Kolmogoroff y Markov (1856 1922)

La multiple garrra de aplicacione s de las probabilidades ha propiciado un

gran avarice en la reoria e l que a su vez ha ampliado el marco de su influen

CIa

Los procesos gobernados por leyes probabilisticas se denominan esrocasti

cos 0 aleatorios

La teoria de los procesos estocas tiC06 hace referencia al estudio de fami
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l ias de variables alearor ias Xi' donde

terprerado generalmente como t ie rnpo Los

mensionale s 0 n-dimens ionale s

varia en un conjunro T 111

valor e s de X t pueden ser un id i

Los princ ipale s elementos de un proceso a learor io son'

i) El espacio estado 0 sea e l conjunro S en el quetoma va lores X t

S puede ser real valuado 0 vector val uado,

ii) El conjunto T de subindices que puede ser discrete 0 continuo,

iii) La relacion de dependencia entre las variables aleatorias

Un ripo cl.isico de proceso estocasti co es el que hace referenc ia con los

denominados procesos de Markov, que se caracteriza por consrituir un proceso

sin memoria del pasado, 10 cual significa que la probabilidad de un evento fu

turo del proceso no depende de la forma como se llego al estado pesenre , 0 sea

que la probabilidad del evento no se a ltera por conocimiento adicional de la

conducta del proceso en el pasado. Solo es necesario conocer exactarne nte el

estado presenre

Para un proceso XI Markoviano se tiene

P { a < X t ~ b I X 1
1

= Xl' • • • , Xi· = X n ] = P [a < X t.;;; b I X t = X n
n 12

con t1< t2 < ... < tn < I.

Una cadena de Markov de t iempo discrete es un pr oceso estcastico de

Markov cuyo espacio estado es un conjunto numerable para el que:

T={O,1,2, ••• 1

Xn. es el resultado de la enes irna prueba

Xn + 1 este en el estado J

Xn co i .. la probabilidad de que

dado que X este en estado
12

X
12

se dice estar en el estado i SI

es
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pn. n+ 1 ,~ P Ix 1 '" J I x = i IiJ n+ , n Tal probabilidad es funci6n.

no solo de los estados inicial y final, sino tambien en general del t iernpo de

transicion. Si la probabilidad es independiente del tiernpo , el proceso se cia

silica como de transicion estacionaria 0 de tiempo homogeneo

pn,n+1 = P.. probabilidad de que una prueba pase del estado
iJ 1J

al estado J en un paso,

La matriz (P .. ) = P
1J

que organiza las probabiljdades del proceso es

Pi] ~ 0,' i,J = 0, 1, 2, .••

I P.J=1,' ;=0,1,2, •••
j= 1 1

J
P es la rratriz de probabilidad esrocasrica de transicion 0 natriz de Markov ..

Si el proceso es finito: .la matriz rendria T filas, siendo T el mimero de

estados del proceso,

La (i + 1) fila de P es Ia distribucion de las probabilidades de

Xn+1 baju la condicion que' Xn = i ,

Proposicion I) El proceso esra totalrnente definido si

n.n+l
P' =p!X =J[X =i I y

if n+l n
P = p! X
i 0
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Demostracion.

= in.II = Pi i ·.P I Xo = 'o ' ... , Xn•I = in_I 1= .•.
n-1, 11

::P i ;. Pi i .Pi i1' Pin·1 ' "n no2 n·1· • • • 0,

Para un proceso que hace referenc ia a los evenros Xji' xjk can

J 1 < J 2 < J k se obtienen ami log os resultados , usando rerrninos de la forma

P J Xo =. i, ... , Xn = in I y efectuando las surraciones correspoodientes .

Una cadena de Markov esta completamerue definida por la matriz de proba-

bilidad de transic ion de un paso y la distribucion de las probabilidades del e~

tado del poceso para t = O. Al anal isis de la cadena de Markov concier-

ne principalmente e l calculo de las probabiridades de las posibles realizaci

nes de 1 proceso ,

Central en estes calculos son las matrices de probabilidad de trans icion de

n pasos.

in} n
P ~= (P r : Pi" es la probabilidad de que el proceso va del esrado

ij

al J en n pasos,

n
P=P[X =JIX =
ij r n+m m

Supuesto e l proceso honogeneo ,

Prop os ic ion 2) Si la matr iz de probabilidad de transic ion de un paso de una
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cadena de Markov es p:= (P .. ) •
ZJ

=> p
n

== f i pS para cualquier par de enter os no negarivos fijos.
ij k==O ik kj

o
T+s==n,y,P

ij { 1 SI i == J

o SI i i J

n
o sea que los niimeros p.. pueden ser tornados como los elementos de la

. n " ZJ. d
matnz P, n : esrrna potencia e P.

Demostraci6n.

(Para n == 2 ). El evento de ir del es ado i al estado J en dos pa ~

sos puede ser realizado en los carninos muruamerue excluyentes . II' de i a

K, v, luego de K a J par el esrado inrerrredio K ; K == (0, 1,2. ,)

De la hiporesis Markoviana, la probabilidad de tales rransiciones son

P J P respecrivamente .. La ley de la probabilidad total per mite e stablecer.
ik kj

2
P

ij

00 T
l P

k==Oile

s
P

kj

00

l P P
k==O ik kj

.Si la probabilidad del proceso inicialmente en el estado J es P i' y.

la ley de disrribuc ion de X es P I X == J I ~o P enronces Ia probabi
00'

lidad de que el p-oceso este enesrado K en el tiekpo n es

(n)
P

k

00 n
l P P
j=O j Jk

p[X := K]
n

Ejemplos .

1) A un pacienre se han prescrito los medicamentos a' y b con la

condicion de ornar uno cada dia y de que a no debe ser tornado 2 dias se

guidos EI proceso dererminado pol' el ejernplo es de Markov.
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El espacio estade es I a, b I .

La matriz de Markovasoc iada al proceso es

a b

a p

b

La primera fila indica que a

gunda fila que despues de tomar b

no es tornado 2 dias seguidos , la se ~

puede ser tonada cualquiera : a 6 b,

La probabilrrlad de que exacramente despues de 3 dias se pase de a a

b puede ser visualizada en la matriz .

Tal probabilidad es 1-
4

Supuesto que p(O) = [.1. .L]
212

(1) 0 [; ;l[.1 .2.]p p p=[..L,-L]
2 2 4 4

(2) (1)
[.1. , 1,.] [; ;] 3 .2.]p =p p = [-4 4 8 8



(3) 2 [2°1 2'1

1

]P =p p=[.1.,..L}
8 8

De spues de 3 dias la probabilidad que tome a es

es : 11
16

Ejemplo 2.

81

= [..l.
16

11
16

.i:
16

y que tome b

Una parricula esta en uno de los punros de: [0, 1,2,3,4 ]; cambia de'

lugar de modo que se desplaza en una unidad a la derecha con probabilidad

p, 0; una a la izquierda con probabilidad q, a rnenos que este en 0 0 en

4. Si esra en ° solo puede moverse a la derecha. .s i esta en cuatro solo a

la izquierda. El proceso e s de Markov.

Sea Xl la posicion despues de paSOSo [Xo' Xl' < •• , X4 ]

es el espacio estado. La matriz de Markov asociada al proceso es :

Xo Xl X2 X3 X4
,.

Xo 0 1 0 0 0

Xl q ° P 0 0

X2 0 q 0 p 0

X3 ° 0 q 0 P

X4 0 ° 0 1 °

El proceso se dice que constituye un camino aleatoric con barrera de re

flexion

Si se supooe que e l proceso se inicia con la particula en el punto 2
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p(O) = (0 0 o 0 )

p(l) =p(O) p = ( 0 q 0 0 pO)

p(2) = p(l) p = ( l, 0 , pq + qp, 0 , i)

Despues de 2 pas os se tendra

La probabilidad de que la parricula e ste en 0 es q2

en 2 es pq + qp en 3 es . 0; en 4 es p2.

en I es 0;

Ejemplo 3.

Un jugada- tiene x pesos; apue sta un peso cada vez , ganando con prOn

babilidad p y perdiendo con probabilidad q. El juegotermina cuando

ha perdido los x pesos 0 cuando ha ganado )' , x ,

Para x = 2, )' = 6 la matrrz de transici6n del proceso de Mar-

koves

Xo Xl X2 X3 X4 X5 X6

Xo r I 0 0 0 0 0 0,
I

, Xl
I 0 I 0 0 0 0-2 2

X2 0 I 0 1 0 0 0-2 2

X3 0 0 I 0 I 0 0
2 2

X4 0 0 0 I 0 .1 0
2 2

l 0 0 0 0 0 1X5 2 2

X6 0 0 0 0 0 0 0
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El espacio esrado es S == [Xo X t : , ..• X6 l . Xi corresponde a

tener pesos,

Este es un ejemplo de camino aleatorio con barrera de absoccion : Xo Y

X6 son estados absorbentes, El sistema permanece en el estado Xoo

X6 cuando entran en el los. La disrribuc ion de probabi1idad inicial es

(0 • 0, 1, 0, 0, 0, 0),

Un camino' a1eatorio unidimensional es una cadena de Markov, cuyo espa '

cio estado es un subconjunto finite 0 infinite de enteros en los que se supone

se realiza el movimiento de una particula de modo que si la particula esra ell

el estado puede en un paso 0 rransicion quedarse en 0 colocarse

en las pos iciones : (i 0 1), 0 ( i + 1) •

Un camino alearccio es simerrico en los enreros si es una cadena de Mar~

kovcuyo espacio estado son los enreros y cuya matriz de transicion tiene sus

elementos definidos as! ;'

P SI j == i + 1

P S1. j == i 0 1
p ..

'7 T 81 J == 1

0 de otra manera

Esre camino aleatoric es una clasica version discreta del movimiento

Browniano.

Una de las aplicaciones de mayor importancia de las cadenas de Markov

ha sido la aparicion del concepto del potencial probahilisrico que represenra

Ia fusion de dos grmdes ramas de la Fisica Teorica la teoria probahilistica

de los procesos aleator ios como el rnovimiento Browniano niovimiento de una

particula az orada pOI'un bombardeo de moleculas, y la reoria del potencial 0

de las func iones arrnonicas que aparecen en el analis is de estados de equili
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brio de un medio hornogene o como la distribucion del calor en un solido en e·

quilibrio rerrnico,

Un primer paso en la interpretacion probabilistica del movimiento Brownia

no fue dado por Einstein en 1905, quien interpreto e l fenorneno por medio de

la rnecanica estadistica. Se establecio que la representacion de la posicion ~..!!

cesiva observada en fa particula es una campana de Gauss,

En la grafica se sefia lan, en el eje horizontal las distanc ias recorridas por

la parricula en una direccion dada, supuesco que para el tiempo t = 0 la

particul a e sta en x = 0, Para t = 1, t = .W , t = 100, las campara s

de Gauss del movimiento Browniano t ienen las representac iones que se obser

van a la i2l:J.uierda. A l~ derecha una graf ica del modelodel movirniento Brow."

niano debido a Wiener. Se deduce de e l la continuidad del camino que se rea'

Iiza en zig - zag,

x

De la teoria del flujo de calor se sabe que en un solido homogeneo la tern'

peratura en un punto P riende a bajar s i el promedio de temperaturas es

inferior a la de P y tiende a subir en casu conrrario. Si el cuerpo esta

en equilibrio rerrnico 0 sea que la temperatura en cualqui er punto no cambia

con eJ tiempo, la temperatura en P es el promedio de las ternperaturas

sobre Ia superficie de una pequeiia esfera que rodea a P. 10 que significa
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que la temperatura es una funci6n arrnonica de las coordenadas de P.

La principal conexion entre las dos teorias hace relaci6n con el problema

denominado de Dirichlet Supuesto que se mide la temperatura en todos los

punros de la superficie de un cuerpo en equilibrio termico, Unos punt os estan

calientes ,0tfOS fries, si el cuerpo es rnantenido en el mismo estado es de es-

perar que e l equilibrio terrnico sea alcanzado en el interior, La temperatura en

el interior varia de punto a punto , pera en cada punto no varia con el riernpo,

Con estas hiporesis es posible calcular la temperatura interior? Con el

problema se busca una funci6n arrnonica def nida en el interior del cuerpo, con

ciertos valores conocidos en la superficie, La soluci6n al problema de Dirich-

let fue dada por el japones Kakutani quien relacion6 la situacion con el movi-

miento de una particula en movimiento Browniano y eventos es perados en un

movimiento Browniano pueden ser visualizados en la configuraci6n de un con-

ductor de calor-

El punro de vista probabilistico ha clarificado y unificado los principios

fundamemales de la teoria del potencial, Inversamenre conceptos originados

en la reoria del potencial aplicados a la teoria de las probabilidades, han m~

trado Ia estructura analitica de los procesos de Markov"
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