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INTRODUCCION ELEMENTAL A LAS CADENAS DE MARKOV

Por  Mariela Gomez

Una de las principales tareas de las matematicas consiste en formular de
manera abstracta lo esencial de una o més situaciones concreias y hacer demos
traciones de hechos fundamentales independientemente de las propiedades acct

dentales del problema concreto

Un concepto basico en el proceso de unificacion de la cienicia es el de pro
babilidad que ha permitide relacionar campos cieniificos aparentemente desvin

culados

La teoria tuvo su origen en 1654 en los estudios realizados por los matema
ticos franceses Blas Pascal y Pierre Fermat relativos a la solucion de proble
mas a que dan lugar juegos de azar En el siglo XVIII los cultivadores mas des
tacados de la teoria fueron Bernoulli { 1654 - 1705 ) y De Moivre (1667
1754)  Solo hasta 1812 en un trabajo de Laplace se mostré la posibilidad de

que la teoria podia ser aplicada a problemas practicos y cientificos

En el desarrolio ulterior de la reoria han tenido especial importancia
Tchebycheff Von Mises Koimogoroff y Markov (1856 1922)

La mdltiple gama de aplicaciones de las probabilidades ha propiciado un
gran avance en la teoria e! que a su vez ha ampliado el marcode su influen
cia

Los procesos gobernados por leyes probabilisticas se denominan estocasti

cos o aleatorios

La teoria de los procesos estocasticos hace referencia al estudio de fami
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lias de variables aleatorias X, donde ¢ varia enunconjunto T  in
terpretado generalmente como tiempo Los valoresde X, pueden ser unidi

mensionales o n-dimensionales
Los principales elementos de un proceso aleatorio son

1) El espacio estado o sea el conjunto  § en el que toma valores X,

S puede ser real valuado o vector valuado

ii) El conjunto T de subindices que puede ser discreto o continuo

ii)) La relacién de dependencia entre las variables aleatorias

Un tipo clisico de proceso estocastico es el que hace referencia con los
denominados procesos de Markov. que se caracteriza por constituir un proceso
sin memoria del pasado. lo cual significa que la probabilidad de un evento fu
turo de! proceso no depende de la forma como se llegé al estado presente. o sea
que la probabilidad del evento no se altera por conocimiento adicional de la
conducta del proceso en el pasado. Solo es necesario conocer exactamente el

estado presente

Para un proceso X, Markoviano se tiene

P{zt«ixt<b|Xt1'—X1_... ,th“ Xﬂ]vP[a<Xt_§:b|th Xn }

con £, <ty <. <t < 1.
Una cadena de Markov de tiempo discreto es un proceso estcastico de

Markov cuyo espacio estado es un conjunto numerable para el que

T=40,1,2,.:.:}

X, es elresultado de Ia enésima prueba

X, sedice estar en el estado i si X - i, la probabilidad de que

X, , 1 estéenelestado | dadoque X  estéen estado i

€s
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P’fﬂ*'7~mxn__1~] | X

; =i} Tal probabilidad es funcion
1

n

no solo de los estados inicial y final  sino también en generai del tiempo de
transicion Si la probabilidad es independiente del tiempo el proceso se cla

sifica como de transicion estacionaria o de tiempo homogéneo

pﬂ_.ﬂ—A»I = p.,
iJ g
al estado ] en un paso

probabilidad de que una prueba pase del estado i

La matriz (Pij) = P que organiza las probabilidades del proceso es

2
P p
o0 Por Py, 1
P=| Py Py; Py .. S Piaysl; 420 1,2,
]'11 ’]
~ /

P es la matriz de probabilidad estocastica de transicion o matriz de Markov
Si el proceso es finito: la matriz tendria r filas siendo r el nimero de

estados del proceso.

La (/+1) filade P es ladistribucion de las probabilidades de

X,.1 bajola condicién que X, =i.

Proposicién 1)  El proceso esta totalmente definido si

n.n+l
P =p{X .=J|X =4} y BREPIX = 4]}
iJ n+l n i 0
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Demostracion.
PEX, = dg,ue, X =i =t X, =i | X, = i
P{XOT’.O““’me:‘nwli:ngn:"n.xn~1:in~1}P{xo:io""'Xn~1

= &g b B o P LK e it il b T cr o
ip1} i1 3y (X =g n-l = "n-1

. . o« P; . P. . JP,
’71'1'1" ’n_>2’1n~1..,, 10'11 1

Fara un proceso que hace referencia a los eventos X%y~ con

J;<Jp<], se obtienen analogos resultados, usando términos de la forma

P} Xg=deee, X =4 } vy efectuando las sumaciones correspondientes -

Una cadena de Markov esta completamente definida por la matriz de proba
bilidad de transicion de un paso y la distribucion de lasbprobabilidades del es
tado del proceso para ¢z = 0. Al analisis de la cadena de Markov concier
ne principalmente el cdlculo de las probabilidades de las posibles realizacic

nes del proceso .

Central en estos calculos son las matrices de probabilidad de transicion de
n  pasos.
(n) n
P =( ); P,
ij L |
al J en =n pasos.

es la probabilidad de que el proceso va del estado ¢

n
I:ize[xﬂwn:”xm:‘]

Supuesto el proceso homogéneo

Proposiciéon 2) Si lamatriz de probabilidad de transiciéon de un paso de una
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cadena de Markoves P - (P )
17

n oc r S
=> P = ¥ p ra cualquier par de enteros nonegativos fij
i ko Ta Tk P T, § o

. n
o sea que los nimeros P pueden ser tomados como los elementos de la

; n fiud B] ok
matriz P , n-ésima potencia de P

Demostracion.

(Para n+-2). Eleventode ir del esiado i al estado J en dos pa-
sos puede ser realizado enlos caminos mutuamente excluyentes - Irde 7 a

K.y luegode K a ] porelestadointermedio K, K=(0,1,2.)

De lahipotesis Markoviana, la probabilidad de tales transiciones son

P i Pk' respectivamente. La ley de la probabilidad total permite establecer
i 7 -
2 oo r S 00
P =3 P P = 3 P
i peg ik ki k=0 ik kj

Si la probabilidad de! proceso inicialmente en el estado ] es P, y.
la ley de distribucion de XO es P XO = J}{- P entonces la probabi

. » g |
lidad de que el proceso esté en estado K eneltiempo =2 es

(n) 00 n
P > Pr. P =P[X =K]
k 70 i Ik n

Ejemplos

1) A un paciente se han prescrito los medicamentos &'y 5 conla
condicién de tomar uno cada dia y de que @ no debe ser tomado 2 dias se

guidos El proceso determinado por el ejempio es de Markov



El espacio estadoes {a,b}

La matriz de Markov asociada al proceso es

b
0 1

a = P
1 T

b 2 2

La primera fila indica que 2 no es tomado 2 dias seguidos. la se -

gunda fila que después de tomar &  puede ser tomada cualquiera © @ 6 &.

La probabilndad de que exactamente después de 3 dias se pasede a4 a

b  puede ser visualizada en la matriz .

o TR R 0 o L
2 2 4
P p
4 3 @& b 4 i
4 4 2 2 8 8
- 3
Tal probabilidad es 7
Supuesto que p0- L L,
212
8 4
(1) 0 1 % 1 3
P =pPpP=[+,4 == .=
I35 el o it
L 2
@ foifl ot 8
P ~:p)P~—[...1. 2 o Ly o ir]
s B L P
\ 2 2
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0 1
(3) 2
P =p p=[2 2} -2 , 13
8 8 1 1 16 16
2 2

Después de 3 dias la probabilidad que tome « es e y que tome b

16
es 11
16
Ejemplo 2.

Una particula esta en uno de los puntos de © [0, 1.2, 3.4 ], cambia de
lugar de modo que se desplaza en una unidad a la derecha con probabilidad
p.o . una a la izquierda con probabilidad ¢ . a menos que esté en 0 oen
4. Siestaen 0 solo puede moverse a la derecha si esta en cuatro sélo a

la izquierda. El proceso es de Markov

Sea X, la posicion después de ¢+ pasos. [ Xp. X;...., X4 ]

es el espacio estado. La matriz de Markov asociada al proceso es :

X, X, X, X3 X4
Xg [0 1 0 0 o )
X, q 0 » 0 0
X, 0 q 0 » 0
X3 0 0 q 0 14
X, L 0 0 0 1 0

El proceso se dice que constituye un camino aleatorio con barrera de re

flexi6n

Si se supone que el proceso se inicia con la particula en el punto 2



PO -0 o 1 0 o

)
P =pOy-(0 4 0 0 » 0)

P -pMp-(g?, 0, pg+ qp,0.p%)

Después de 2 pasos se tendra

La probabilidad de que la pariicula esté en 0 es @  en 1 es 0

en 2 es pgiqp ; en 3 es. 0, en 4 es pz.
Ejemplo 3.

Un jugador tiene x  pesos , apuesta un peso cada vez. ganando con pro

babilidad p» y perdiendo con probabilidlad 4. El juego termina cuando

ha perdido los x  pesos o cuando ha ganado y - x,
Para x=2, y=6 la matriz de transicion de! proceso de Mar
kov es
XO X X, X3 X4_ X5 X6
XO r 1 0 0 0 0 0 0 T
3 s §0 7 e o 0 “ A
2 2
X, ot fpd g g 0o 0
2 2
X 0 0 : g U 0 0
3 2 2
X o 0 0 .t w1
4 2 2
1
X 0 0 0 0 L 0 iy
5 2 2
0 0 0 0 0 0
X6 e /
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El espacio estgdo es S=[X,. X;,.. X6]. X, corresponde a

tener ¢ pesos

Este es un ejemplo de camino aleatorio con barrera de absorcion = X 'y
X  son estados absorbentes. El sistema permanece enel estado Xy 0
X4 cuando entran en ellos. La distribucion de probabilidad inicial es

(0,0, 1,0,0,0.0)

Un camino aleatorio unidimensional es una cadena de Markov, cuyo espa
cio estado es un subconjunto finito o infinito de enteros en los que se supone
se realiza el movimiento de una particula de modo que si la particula esta en
el estadlo i puede en un paso o transicion quedarse en 7 o colocarse

en las posiciones © (i-1), 6 (i+1).
Un camino aleatorio es simétrico en los enteros si es una cadena de Mar

kov cuyo espacio estado son los enteros y cuya matriz de transicion tiene sus

elementos definidos asi

P si R A

P si. j=i-1
p S :
) r sit J=1
0 de otra manera

Este camino aleatorio es una clasica version discreta del movimiento

Browniano

Una de las aplicaciones de mayor importancia de las cadenas de Markov
ha sido la aparicion del concepto del potencial probabilistico que representa
la fusion de dos grandes ramas de la Fisica Tedrica la teoria probabilistica
de los procesos aleatorios como el movimiento Browniano miovimiento de una
particula azotada por un bombardeo de moléculas y la teoria del potencial o

de las funciones armonicas que aparecen en el andlisis de estados de equili



brio de un medio homogéneo como la distribucion del calor en un s6lido en e

quilibrio térmico

Un primer paso en la interpretacion probabilistica del movimiento Brownia
no fue dado por Einstein en 1905, quien interpretd el fenomeno por medio de
la mecanica estadistica. Se establecio que la representacion de la posicion su

cesiva observada en la particula es una campana de Gauss

En la grafica se sefialan, en el eje horizontal las distancias recorridas por
la particula en una direccion dada, supuesto que para el tiempo 2-=0 la
particulaestaen x-=0. Para -1 t=10 ¢~ 100, lascampanas
de Gauss del movimiento Browniano tienen las representaciones que se obser
van a la imuierda. A la derecha una grafica del modelodel movimiento Brow

niano debido a Wiener- Se deduce de é! la continuidad del camino que se rea

liza en zig -zag

De la teoria del flujo de calor se sabe que en un sélido homogéneo la tem
peratura en un punto P tiende a bajar si el promedio de temperaturas es
inferiora lade P  ytiende a subir en caso contrario Si el cuerpo esta
en equilibrio térmico o sea que la temperatura en cualquier punto no cambia
con el tiempo la temperatura en P  es el promedio de las temperaturas

sobre la superficie de una pequeiia esfera que rodeaa P lo que significa
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que la temperatura es una funcién armonica de las coordenadas de  P.

La principal conexion entre las dos teorias hace relacion con el problema
denominado de Dirichlet Supuesto que se mide la temperatura en todos los
puntos de la superficie de un cuerpo en equilibrio térmico Unos puntos estan
calientes . otros frios si el cuerpo es mantenido en el mismo estado es de es:
perar que el equilibrio térmico sea alcanzado en el interior La temperatura en

el interior varia de punto a punto . pero en cada punto no varia con el tiempo

Con estas hipotesis es posible calcular ia temperatura interior ? Con el
problema se busca una funcién arménica definida en el interior del cuerpo, con
ciertos valores conocidos en la superficie. La solucion al problema de Dirich
let fue dada por el japonés Kakutani quien relacion6 la situacion con el movi
miento de una particula en movimiento Browniano y evenios esperados en un
movimiento Browniano pueden ser visualizados en la configuracion de un con

ductor de calor
El punto de vista probabilistico ha clarificado y unificado los principios
fundamenrales de la teoria del potencial Inversamente conceptos originados

en 'a teoria del potencial aplicados a la teoria de las probabilidades  han mos

trado la estructura analitica de los procesos de Markov
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