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ALGEBRA - NOTAS DE CLASE

por

FRANCISCO CAYCEDO

En el Departamento de Matemdticas de la Universidad Nacional se ha adoptado
como texto para los cursos regulares de dlgebra abstracta el libro *‘ Topics in Alge-
bra’’ de |. N. Herstein. Este libro, bastante bueno para los primeros cursos, pre -

senta a veces el inconveniente de plantear problemas bastante dificiles para los a-

lumnos.

En este Boletin se tratardn algunos de esos problemas por su dificultad y (o) su

interés. No se espere pues originalidad.

En el Capitulo Il sobre Teoria de Anillos, se proponen entre otros los tres pro-

blemas siguientes :

1) Demuestre quee R es unanillo conmutativo si X2 =x para todo

x€R. [Pag. 91]

2) Demuestre quee R  es un anillo conmutativo si o =x para todo

x€ER [ Pag. 981.

3) Demuestre que . R es unanillo conmutafivo st x% = x

xe€R [ Pag, 129].

para todo

E i !
stos 3 problemas son casos particulares del Teorema siguiente
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TEOREMA [ |, N, Herstein] ([1]). Sean R unanilloy Z sucen-
fro. R es conmutative si para todo x & R, existe un entero positivo 7 ~ n(x)

n>1, talque %) xez,

En la demostracién de este teorema se utiliza el ‘‘L.ema de Zorn’', método que

no usaremos .

Veamos, que en efecto, estdmos en las condiciones del teorema . Afirmamos por

tanto , que en estos 3 anillos se tiene que

VxeR:, Jn= n(x) tal que MixeZ,
Sea x€R y n(x)=2 cwalquiera sea el caso. Bastara observar que :
Proposicion 1.  Siparatodo x€R, x2+xeZ, entonces R es

conmutativo .

Demostracion .

2+x+y2+y+xy+yx

(x +y)2+(x+y) =x
Como x%4+x,y2+y€Z y Z  es un subanillo

xy+yx € Z VAx,yGR. Se sigue que

x(xy+yx)=(xy+yx)x , osea,

x2y+xyx = XyXx + yx2,

luego

2y = yx?. Esdecir~ x2  eonmuta con y, para todo
y€ R, por lo tanto 2eZ y como 2+x€Z, x€Z para todo
x€R n



Demostraremos, por tanto, que en los anillos de los problemas enunciados

2ixeZ,
Problema 1. Puesto que  xZ = x, x=x2=(ex)2=.x,
entonces
x+x=0, VxER,
o sea “2ix=0 , vxER '
de donde “+x€eZ, VxER a

NOTAS, a) Aquiel anilloes de caracteristica 2.

b) Este problema puede hacerse por otros métodos, en particular sin
la ayuda de la proposicién 1.
Problema 2.

i)  Puesto que T =x , xeR

se sigue que

x +x=0 " Vx &R, es decir el anillo es de caracte-
ristica 2 .
ii) En este anillo, si x2=0 entonces x=0. Enefecto:
#=x2 x2=0 0 =0
y como X = * se sigue la afirmacién .

iii) Si o{= @ ia entonces 0{2 = d .

En efecto :



g(zz(a2+a)2=a4+2a3+a2=a4+a2=a2+a = ol
pues 24 = por i) vy a*=-a
iv) A) dxd,=°l" [o(‘=a2+a]_. En efecto

(dxd-qx)? = (dxe{) (Ax o) = ({xo) (x)-@x)(RxY) + (o] ) x)
=dx((xo(-0(x0(x-t{xo(xo(+c(xo(x X2=ol=0.
Por ii) O(xc(-o(x =0 ’d de donde o{x0(=0(x

B) Andlogamente o xo{=xe .[ Verificarque (/xel-x¥)2 =0 ].
De iv) se deduce por A)y B) que

od=dlr=xol  [l=?ra] \fxeR m

Problema 2) (& es conmutativo si B=x ), V x€R)

En este anillo se tiene

2) 2A2 = A, donde A=d’ia (acR).
En efecto :
A=d?ra=(d?+aP =(a?+a?(d?+a)=

@28 +d2)(d?+a)=(d®+2a+d%) (a®+a)=

]

(2a2+2a) (a2+a)=2(a2+a)2 = 242,

(a"=a3a=aa=a2)
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3% 2AxA-Ax=0 (A=d?;a)

En efecto :

(2AxA- Ax)z = (2AxA)(2AxA)-2(AxA) Ax-2(Ax)(AxA)+
(Ax) (Ax) =2AxAxA-AxAx-2AxAxA L AxAx =0

242 = A ; A) A1 A - xAsZTo

Porlo 19 (2AxA-xA4)%2 =0 luego por lo 12 , 2AxA=xA,

De lo 3%) se deduce por c{) y B) que Ax=xA , VxGR.

Luego A=d’1+acZ , Va € R yentonces por la proposicién 1) R

es conmutativo [ ]

NOTA . Puede demostrarse que si x3 +x€ Z , Vx €R, R es conmuta-
tivo .
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