
Boletin de Matematicas

Volumen V (1971) prigs. 16· 20

ALGEBRA - NOTAS DE CLASE

FRANCISCO CAYCEDO

En el Departamento de Matematicas de la Universidad Nacional se ha adoptado

como texto para los cursos reguJares de algebra abstracto el I ibro "Topics in Alge-

bra" de I. N. Herstein. Este libr6, bastante bueno paro los primeros cursos, pre-

senta a veces el inconveniente de plantear problemas bastante dificiles para los a-

lumnos.

En este Boletin se trctcrrin algunos de esosproblemas par su dificultad y (0) su

intere s , No se espere pues originalidad.

En el Capitulo III sobre T earia de Ani 1I0s, se proponenentre otroslostres pro-

"blemas s iguientes :

para todo

para todo

3) Demuestre que , R es un an i.Ilo corimutari"vo s1" x4 = x para todo

xER [Pog. 129].

Estos 3 problemas son co s os pcrtic ulc res d'el T eorema siguiente :
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TBOREMA [I. N. Herstein] ([1]). Sean R un an i /I 0 y" Z s u ce n •

tr o, R es .conmutativo si para todo x E R, ex is te un entero pos it iva n z: nlx}

n ? 1, tal que xn(x) +x E Z •

En la demostraci6n deesteteorelTKJ se utiliza el "Lerro de Zorn", merod o que

no usaremos

Veornos , que en efecto, estamos en lnsc cnd icicnes del te-orema • Afirmamos por

tanto, que en estos 3 anillos se tiene que

v x E R, 3 n = nix} ta I que

Sea xER y n(x) = 2 cue Iquiera sea el coso. Bastara observar que

Propasicidn 1.

conmutativo •

Si para todo x E R, x2 + x E Z, entonces R es

D'emo stracion •

(x + y)2 + (x + Y) = x2 + x + y2 + Y + x Y + Y x

Como x2 + x , y2 + Y E Z y Z es un subanillo

Se sigue que

x(xy+yx) (xy+yx)x a sea,

x2 Y + x Y x x y x + y x2 ,

luego

YER,

·x2 Y = Y x2• Es decir - -xl

por 10 tanto x2 E Z Y como

eonmuta Cal

x2+xEZ,

y, para todo

x E Z para todo

xE R •
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Demostraremos, par tanto, que en los anillos de los problemas enunciados

x2 + xE Z •

Problema 1. Puesto que x, - x ,

entonces

x + x 0,

o sea

de donde •

NOTAS. a) Aqu] el anillo es de ccr ccter is tico 2.

b) Este problema puede hacerse por otros me todos , en particular sin

la ayuda de la propos ic ion 1.

Problema 2.

i) Puesto que xE:R

x = x4 = (- x)4 = - x ,

se s igue que

x + x 0' es decir el ani 110 es de corccte-

ristica 2 .

ii) Enesteanillo,si entonces x = o. En efecto

y como se sigue /a cfirmcci on

iii) S i entonces ot2

En efecto
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pues por i). y a4 = a

iv) A) d.x~ = rX. x [<:{.=,J + a}.. En efecto

(~x~,.<:(x)2 = (.,(,xo(J(~.xC<.) - (o!.xo()(~x).(o(x)(~.x~)+(~x)(~x)

= ~ x c{ x eX... ct x c(, x • d.. x d. x c(+ c( x 0{ x d..2 = 0{ = 0 .
,
-'d de donde o<x e{ = 0/... x

B) An610gamente ol. xd.,,= xc( • [Verificar que (0( xc{- x~)2 = 0 ].

De iv) se deduce por A) y B) que

[oL=a2+a V x€: R •

Problema 2) (~ es conmutat ivo s i x3 = x • Y x E: R )

Enesteanillosetiene :

1)

En efecto :

x =: x3 = x2 x=:o x=:o

2) 2 A2 = A , d onde (aE:R).

En efecto :

'.
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3) a) 2 A x A • A x = 0 ( A = a2 «a),

En efecto :

(2 A x A - A x )2 = (2 A x A)( 2 A x A y. 2 ( A x A) A x.2 ( A x )( A x AJ+

(Ax) (Ax) = 2AxAxA. AxAx. 2AxAxA + AxAx = 0

2 A2 = A ~, 2 A:J.. A -x4 ::0

Por 10 1Q) (2AxA-xAy2 = 0 luego por 10 ]Q 2AxA=xA.
I

De 10 3Q) se deduce por C{.) y (3) que Ax = x A VXE R.

Luego A = a2 + a E Z I Va E R yentonces per la proposici6n 1) R

es con mutativo _

NOTA. Puede demostrarse que si x3 + x E Z I V x E R IRes conmuta-

tivo ,
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