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3. ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS MONO/DES Y GRUPOS ORDENADOS.

Consideremos el monoide de los ruimeros naturales (res peeto de 10 molt lpli ccc ien)

y la re locion de divisibilidad. EI elemento neutro de este monoide es el mirner o 1, y

dec ir que d es el maximo comun divisor de a y b es 10 mismo que decir que

d= in! (a, b) para este orden, Decimos tcrnbie n que a y b son primos entre si si

y solo si

(3 (1) d = in! (a, b) = 1 •

010 que es 10 mismo

(3 (2) xl a , x I b => x = 1.-

Consideremos ahora un monoide preordenado cualquiera, n otado aditivamente y.

con elemento neutro O. Estamos tentados de decir que a y bson primos entre

si , si

i) O~ a.b
(3 (3)

ii) O~ x~ a,b => x = 0,

como en (2),. y que, edemas estasccndic icnes "son" equivalentes a

(3 (4) exist. in!(a:b) = 0 unico

Sin embargo, P. JAFFARD [4] ha mostrado 10 ex is tenc ic de un monoide pre-ordeno,

do en el eual dos elementos satisfacen (3) pero no (4). Esto es de esperar, pues

i) y i i) pueden satis facerse s in que ex is to in! (a, b). En eonsec::uencia,ponemos



10 siguiente definicion

DEFINICION 3.1. Dos e ementos a.b de un mcnoiJe preordenado G se diren

exfruiios si y solo si 0 = in! (a,b), unico. Se l lomcren primos entre SI, si y solo

si

i) O~ a.b

ii) 0 ~ x ~ a, b => x = O.

PROPOSlCION 3. 1. Sea G un monoide preordenado. Sj a.b C, G sonextra-

nos, enton ces a y b son primos entres i,

D'emos tracion, De 10 relaci6n 0 = in! (a, b) ~ x ( a, b , concl uimos O~ x ,.

luego xED, pues x es una cota inferior de la,bl. Como in/(a,b) es unic o,

resulta que x = in [La, b) = o .•

Sin embargo,

PROPOSICION 3.2. Sea G un grupo pre-reticulado. Entonces a y b son

primos entresi si y solo si a y b son ex trcfios ,

D'emos tracion, Sea x = inf(;(b) ~ O. Entonces para todo x E:;' o~ x~ a.b =>
x = 0 (por hipotes is a y b son primos entre s i}: luego, x = 101. Reclprocamen.

te, s i c es una cota inferior de I a.b 1 (10 cual existe pues G es pre-re ticulcdo],

tenemos ~ ~ a.b, y, por 10 tonto, ~.;;; = inf(a,b),. por consiguiente, c~x = 0,

es decir, 0 = in jt a.b) ••

. TEOREMA 3.1 (GAUSS). Sea G un grupo pre-ordenado. Sj c~G es tal que

inf(a,c) = inf(b, c) = 0, entonces inf(b +a, c) = O.

Demostradon. Como inf(a,c) = inf(b,c) ': 0, t:nemos O~ a, O~ h,. en conse-

cuencio, O~ b+ a,. luego 0 es unci cota inferior de la+ b, d. Sea ahora~··.

O~x~h+a,c" como O~a, tenemos x':;'a+h, a+c,. deaquiresultClque

x' a~ b, c i y como inf(h,c) = 0, tenemos x.a~ o. Ahora bien, de x':;: a, c,

resulta x( 0 ya que inf(a,c) = O. Por 10 tanto, 0 = in f(a+ b, c) ••

TEOREMA 3.2 (Lema de EUCUDES). Sea G un grupo pre-ordenado; sean

a,h,cE G+ tales que inf(a,c) = 0, c~a+ b. Entonces c(b.
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D'emos tracion, En efecto, c.h~a, c irnpli cc c.b~O porque O=i11/(a,c) ••

Los dos teoremas anteriores son generalizaciones de hechos harto conocidos en

el coso del monoide multipl icativo N y 10 relcci en de divisibil idad

a) Si (a,c} = (h,c) = 1 entonces (b a , c) = 1.

b) Si a,h,cC N , (a,c) = 1, c[ab, entonces c lb. (cfr , [5], pog.5 ).

Por ofro parte, 10 idea de mimero natural pr irno se generaliza as! :

DEFINICION 3.2. Sea G un grupo ordenado; p ~ G se dice minimal si

i) 0 < P ;
(3 (5)

i i) 0 < x ~ p (x E G) => x = p ,

PROPOSICION 3.3. Sea G un grupo reticulado; s i p, q~G, P -I q, son mini-

males, entonces

a) p y q son extrcfios ,

b) m p y nq son ex trofios , para todo m,nE Z.

Demostracion. En efecto, como G es un grupo reticulado, existe a = in/(p, q)O;

s i a -I 0, en tonces 0< a~ P» q => a=p, q (porque p y q son minimales), 10
cual contradice 10 hi po te s is p -Iq. Luego in/(p.q) =0, i.e ., p y q son ex tr cfios ,

Esto demuestra 0). Por otro parte, in/(p, q) = 0 implica

in/(p,2q) = ••• = in/(p, nq) = 0

por op liccc ion recurrente del teorema 3.1 ; en 10 misma forma, in[t p,»: q) irnp li co

0=in/(2p,nq)= ... =inf(mp,nq)=0 •

PI<OPOSICION 3.4. Sea G· un grupo reti cule do , xE:G se puede representor

de una y solo una manera en 10 forma

x = a 1 PI + ••• + an Pn

donde los Pi son elementos minimales di stinl'os y los ai son numeros enteros.

Demostradon. Supongamos que tenemoS una igualdad de I a forma
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(3 (6) a 1 PI + ••• + an Pn '" fl 1 PI + ••• + flu Pn •

Podemossiempre suponer que O,<ai' fJi (i = 1, ••• , n), tro s pon iendo, si es el co s o,

los sumondos ai Pi' fJi Pi' Supongamos ahora que a] ~ {31; entonc es

EI segundo miembro es extraiio para PI (teorema 3.1, pr opos ic ion 3.3); luego el prl-

mer m iembro e s extraiio para PI' Sea a = a 2 P2'+ ••• + a» Pn, Y s upongamcs

al i fh ; entonces Pi':: (ul-{31) Pi + a. per cons iquiente, in/(PI' (ar{3I)Pri-a)

= PI = 0, c ontrcdi cci cn, Luego al ={3I' EI mismo rcciocinio se hace para coda

par (ai' (3i)' completando aSI /0 demos rrcci on. _

PR0POSICION 3.5. Sea G un grupo ordenado ; sean. A, B dos partes de G

extremadas superiormente (res p. inferiormente) ; entonces A +B tornbien es te extre-

modo superiormente (resp. inferiormente) y

(3 (7) sup (A + B) = sup A + sup B

(resp.,

in/ (A + B) '" in/ A + in/ B).

Demostradon. En efecto, sean a=supA y b=supB; entonces s ap Aw sup B

esuna cota superior de A + B. Sea o horc x una cotosuperior de A+B; enton-

ces x;: c.+ d para todo c E A Y todo dE: B .. por consiguiente, x > c ~ d, es

decir, x- c·~ b = sup B, para todo c E A; luego x ~ sup B +sup A. La otra rela-

cion se demuestra semejantemen teo _

COROLARIO 1. Sea G un grupo ordenado. Si sup(a,b) (resp. in/ (a, b)) existe

para a,bE G, entonces

o (8), sUPf4i-~; ~+x) ~su{Jfa,b)+.x

(resp., in/(a+x, b + x) = in/(a,b) + x).

Demostradon. En 10 proposicion tomese A = I a,b /, B = Ixl ••
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CORULAR/O 2. Sea G un grupo ordenado. Entonces G es reticulado <=>
G e s un retlculo •

D'emos tracidn, Resulta de las definiciones y el coro/ario anterior.

TEOREMA 3. 3. En un grupo ordenado G se tienen las siguientes igua/dades

en la medida que tengon sentido :

(3 (9) inf (a, b) = • sup(-a, ·b)

(3 (10) sup (a,b) + inf(a,b) = a + b

Si el primer miembro de (9) existe, rcmbien existe el segundo. Si ex is te supia.b) ,

tcmbien existe inf ta,b), y reeiprocamente •

Demostracidn, Demostramos (3 (9): sea x = inf(a,b); entonces x~ a.b , i.e.,

• a, .b~. x , es decir, -x es una cota superior de ! -a, -b l. Sea ahora z una

cota superior de 1 -a, -bl , y supongamos que z < - x ; esto implica que x<' z Ca.b,

es decir, xi inf(a,b); Juego <x =-inf(a,b)= sup(·a,-b). Demostramos (3(10):

.b+sup(a,b)-a =sup(a-b,O)-a=sup(-b,.a)= ·inf(a,b), donde hemos usado (3(9)

y el corolariol de la proposici6n 3.5.

PROPOS/CION 3.6. Sea G un grupo pre-ordenado. Entonces G es prefi Itrante

<=> G es td engendradopor el conjunto de sus elementos pos it ivos ,

Demostradon. (=». Sean G prefiltrante y x~G; entonces existe aEG

tal que a)x,O; sea b=a-x. Esclaroahoraque x=a-b, donde a,bEG+.

«=). Sean x=a-b, y=c.d, donde a,b,c,dE G+. Entonces, a-x r b ,

c-y=d, x+b=a,y+d=c imp/ican a;,x,c;>y,x-;'-b,y;,-d, y por tanto,

• (b+d)~ x , y~a + c; es decir, G es prefi ltrante ••

PROPOS/CION 3.7. Para que un grupo filtrante G sea reticulado es necesario

. y.suficiente.que verifique una de ias dos condici~ries'siguientes

a) para toda pareja 'a,bCG+ existe sup (a, b).

b) Para tada pareja a,bC G+ existein/(a, b).
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D'emos traci dn, E I teorema 3.3 mue srro que 0) y b) son condiciones equivalentes

cdernds e lias son evidentemente necesarias. Rec Iprocamente, sean a, bEG Y 5 eo

(" < a, b (un tal c existe puesto que G es filtrante). L ego a-c , b « c E G y, por- +
consiguiente existen inf(a,b) y sup (a, h), en virtud de (7) .•

DE FINICION 3.3., Sea G un grupo ordenado; s i para xE. G

(y por 10 tanto existe in/(x,O)), decimos que x+ = sup (x, 0) (resp.

es la parte positiva (re sp.; negativa) de x.

ex iste suP(x,O)

x" =. in ftx , 0))

PROPOSICION 3.8. Sean G un grupo ordenado y xEG. Para que exis tcn x+

y x" es necesario y s ufici ente-que exista una pareja (a,b)EGxG de elementos ex.

trcfios entre s i y tales que x = a- b , en este coso,' x+': a, x" = b.

Demostracion.(=». Usando(10): x+·x·=sup(x,O+inf(x,O)=x+O=x. Vea-

mos que x+ y x " son ex tr ofios ; en efecto: inf(x,O)=-x' implica inf(x-t-·x·, 0) =-
x'= inf(x+·x',x-'x)= inf(x+,x')·x·, es decir, inf(x+,x-) = O.

«=) Si x=a·b y in/(a,b) = 0, entonces ·x = inj(x,O) =inf(a-b. 0) =inf(a,h)

·b =. b , per otra parte, existe sup (a- b , 0) = x+ r I uego sup (a, h) = x+ + b = x+ + x" ;

pero sup(a,b) = sup(a,b)+ inf(a,b) = a+b = a + x', en consecuencia, a = x+ •

COROLARIO. Sea G un grupo ordenado. G esreticulado <=> todo elemento

de C' es 10 diferencia de dos elementos positivos extranos entre Sl •

Demostracion. La neces idad resulta -de la anterior propos ici6n. Supongamos

ahara que todo elemento x';' G es 10 diferencia de dos elementos positivos extranos

entre Sl. La proposici6n nos dice que existen x+ y x'. Par consiguiente, si

x, yEG, existe (x· y)+ = suP(x'y., 0), luego existe sup (x, y), y por consiguiente

existe inj(x,y) ••

,
EJERCICIOS

1. En un grupo reticulado, demuestre las si.guien-tes afi~maciones

a) in/(;: z: y • z) = 0 <=> in/(x,y) = z

b) inj(x,y) = 0 y z ~ 0 => inf(x,z) = inf(x,y -+- z)
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c) inl(x.y)=O y z~O -y x~y+z =>x.:Sz.

2. En un rnon o id e semi-reticulado muestre que

para todas las sucesiones finitas de n terrn in os (xi)' (Yi)'

3. Muestre que un monoide semi-reticulado inferiormente se tiene

n , inl(x.y) + inl(nx. ny} = Zn , inl(x. y) •

donde nE Z. Deducir que inj(nx.ny) = n, inl(x.y) si inl(x,y) es un ele-

mento regular del monoide (i ,e .• si se puede cancelar).

4. Sea G = Z 1x Z con e I orden: (m,n).:S (p, q) <=> m.:S p y n.:S q-. Muestre que

G es filtrante y reticu,lado. M\Jestre que el subgrupo H=lm.n) .. m s n = 0 I con

el orden inducido no es reticulado ni filtrante.

5. Sea G un grupo reticulado. Para todo x E G. definimos Ix[ = SUp ( x.>x), Mues-

tre que

a) I-x I = 1 x I

b) Ix[=x++x'~O

c) Ix+yl ~ Ix[ + [YI, x , Y EG
n n

d) I, I. xi I.:S, L. I xi I • xi t;; G
%=1 1=1

e) Ilxl-lyll:;: I x+yl

f) (n x) + = n x + .: (n x)" = n x" • para nE Z. xEG

g) Inxl = 1111·lxl, para n~Z, xEG.

h} Si inl(xi,xj)=o faro ii-j (i,j=1 ••••• n), entonces

suP(X1' •• " X,I) =,2: "t:
j= 1

6. Sea G un grupo reticulado. Usando el ejercicio 3, muestre que:

(x+y)+:;:x++y+,lx+·Y+I.:s.lx.y! para x,yEG.

7. Muestre que en un grupo reticuladolx+-y+[ + Ix"YI= Ix-yl
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§ 4. GRUPOS FACTOR/ALES.

Sean 1 un grupo aditivo y f un c onjuntc arbitrorio. EI grupo aditivo G '" r ' de

las aplicaciones de I en 1 e s to ordenado por io re lo cion : I~ g <=> j(i)~g(i) pa-

ra todo iO;I. Esta re lcc ion es claromente compatible con 10 estructura de glJPO de G

y por 10 tanto (G, +,~) es un grupo ordencdo. Asi mismo C' = 1(1) grupo de las a -

pl ico c iones de I en G consoporte finito (I.e, IE G' <=> I (i) = 0 salvo un numer o

finito de indices i es un grupo ordenudo para 10 mismo relaci6n de orden. La s iquien-

te pr opos ic ion nos muestra que G (r es p. G') y r comparter cierlas propiedcdes s i-

rnultoneomen te :

PROPOS/CION 4.1. G es fi Itrante [re sp. ret iculad o) <===> 1 es fi ltronte (res p ,

reticulado). G' es filtrante (resp., reficulodo) <==> 1 es filtrante {resp. ret icul cdo ).

Demostracion. Hacemos unicamen1e la de: G e s filtrante <=> 1 es filtrante.

Las atras afirmaciones se demuestran de monero semejante.Si G es filtrante, y si

x,yEI, definamos paraiE/, x(i)=(x(j»jEI donde x(y)=O si iii y x(i)=x.

Analogamen1e, Y(i)=(y(j»j~/' donde y(j)=O s i iij y y(i)=y. Entonces existe

l,gEG, tales que l~x(i)'Y(i)~g, yp~rlotanto, I(i)<:x,y~g(i), esdecir, ['

es filtrante. Reclprocamente, si 1 es filtrante y I, gEG, entonces para coda i€/,

existen x(i), y(i)€. 1 tales que x(i).:;" I(i) , g(i)~ y(i) , es decir, x,< I,g.[.. y, donde

x = (x(i» y Y = ((Yi»' Luego G es filtrante. _

DEFfNICION 4.1. Sean G, G' dos monoides ordenados. Un isomorfismo de gru-

pos n:G-.G' sedice un isomorfismode grupos ordenados si: x.[..y <=>n(x)~u(y).

En tal coso G y G' se dicen isomorfos. como grupos ordenodos.

DEFINICION 4.2. Un grupo ordenado isomorfoa un grupode 10 forma Z(l)

dice un grupo factor iol.

se

PROPOSICION 4. I., EI subgrupo H engendrado por los elementos minimales de

un grupo reticu!ado G es factorial.
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U emcs tracion, Sea (Pi)ifl el conjunto de los elementos rninirno le , de G .. 10
pr opos ici on 3.4 muestra quetodo elemento xl;,H puede e s cr ibir se de una manera y

de uno solo en 10 forma x = L a' p. donde los a; I;, Z son todos nulos salvo po-i I;, I I I •

ra un nurner o fin ito de indices i, E s claro ahora que x -> (ai) define un is ornor f is-

mo de H sobre Z(l) ••

PNOPOSICION 4.2. Sea G un grupo reticulado. Entonces G es factorial <=>
toda s uces ion e str ictamente decree iente de el ementos de G+ tiene solo un mime ro

fin ito de herminos.

Demostracion. (=» Sean G factorial y (xk)k> 1 uno suce s ion de elementos
."

pos it ivos ; ahora bien, por el is omorfisrno queidentifica a G con un conjunto de la

forma Z(/), a xl corresponde (a;)iEI donde af = O. salvo para un rnirner o finito

de indices y a; ~ 0 para todo i€,l. Como el nurner o de los af i 0 es finito yade-

mas O~ a; ~ a; , para todo iEI, el nurner o de los af -I- 0 es men or que el de los

a~-I-O" etc .. Por 10 tonto, existe N tal que an, = 0 para todo i€,l, si n">,.N.
t I

Luego (xk) es finita.

«=) Para mos tror que 10 c ond ic ien es suficiente, basta, en virtud de la propos i-

cion 4.1, mos tror que G engendrado por el conjunto de sus elementos minimales. P~

ro p or 10 prop. 3.8, basta mostror que todo elemento de G+ e s una sumo de elemen-

tos minimalas de G, yo que siendo G reticulado 191 esta engendrado por sus e lernejj

tos pos i ti vos.

Sea entonces x € G+ " six i O. ex iste un elemento mini ma I merior que x

en efeeto"si x no es minimal (si x es minimal, la afirmacion es trivial), existe

xl€' G+ tal que x> xl> 0,' si xl es minimal Ie demostracion se completa; s i rio ,

existe X2E G+ tal que x> xl> x2," " En esta forma vamos construyendo uno s'u-

cesi on estrictamente decreciente de elementos positivos, 10 cual debe tener solo un

numero finito de termino:;. Sea N = maxl n,' xn> 0 I. Es claro que XN es minimal,

y x;,.xN·

Definamos ahora existe enta1ces x, minimal tal que

Definamos Y1=xo·z1:' Yo-zl Si Y1 > 0 podemos encontrar z2 minimal tal

que Yl ~z2' Tomese Y2 = Yl- z2""
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f Recurrentemente, 5 i Yn > 0, existe xn+l minimal tal que }'n ~ zn +' 1 Y definimos

Yn+I = yn-zn+I">O. Si Yn =0 detenemos 10 suce s ien, Por hipotesis,existe No

tal que Yn=O si n>.,No' Luego x=Yl+zl=Y2+zI+z2="'=YN +zN+ .. ,+zl
o 0

= YI+ ... + zN • Lo cual demuestra el teorema ••
o

§ 5. GRUPODE DIVISIBILIDAD DE UN DOMIHIO DE INTEGRIDAD.

DEFINICION 5.1. Sea K un cuerpo conmutatlvo. lIamamos un orcJ,mode K

a todo subcni lle A de K que contiene el elemento unidad de K y tal que K es

el cuerpo de fracciones de A.

As ] todo dominio de integridad con elemento unidad es un orden de su cuerpo de

fracc ione s ,

Dado un orden A de un cuerpo con mutativo, podemos pre-ordenor el grupo conmg

• • • • Etativo K = K-iol defin iendo (K )+ = K () A = A. n efecTo,

a) 1~A·

b) xEA·,y<;;:A·=>xyEA·

Los elementos de A· son e nton ces los elementos positivos (Hcmc dos ahora enteros)

del grupo pre-ordenado K·. La relaci6n de preorden yx-1 EA· se escribe x lAY y

10 le emos x divide a y rnedu los A (x I Y mod. A) • Si no! no hay de confus ion del

orden A 01 cual nos estamos refir ien do, escribimos sencillamente xly.

Por ejemplo, si A es un dominio de integridad con elemento unidad y K su cuer-

-1 A· A·po de fracciones, entonces 10 res tr icc ion del pe orden yx € a' puede expre-

sarse diciendo :

x,yeA·, xlY <=> ~ q<;:A· tal que y=qx,

10 cual corresponde exactamente a [o noc ion de divisibilidad en un anillo tal ccmo

la estudian los diver~os textos de algebra moderna. Observamos entonces que

u = IxEK·,. 1 Ix,xlII", I xEA* .. Ii x,xlil
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no es otro coso que el gr~po de las .unidades de A, el cual se sigue Ilamando aun

el grupo d. las qpidades de K.

DEFINICION 5.2. Sea A un orden de K.

a) Si x·/E A· , x se dice un divi.ory
(mod. A).

il) s: yx·/EA·, xyol EA· ,x iy se dicen asociados; los cs oc icdos de

xEK· y las unidades se dicen los c/ivisores impropios de x en K·. Los

otros divis ores de x, silos hay, se dicen propios.

de y (mod. A), e y un multiplo c/e x

c) Un elemento p~A· que no e s una unidad ycuyos unic os divisores son los

impropios, sedice un eleinento irreduci bl« de A.

DEFINICION 5.3. Sea A un orden de K y I 10 relaci6n de preorden definida

por A en K·. EI grupo ordenado D asociado a K· se llama el grupo de divisibi-

Iidad de K con respecto a A 6 grupo c/e divisibilic/ad de A.

PROPOSICION 5.1 D = K· / U

D emostracion, D: K· -+ D es un epimorfismo de grupos ordenados cuyo flue/eo

es prec.i samente U = 1. •

DEFINICION 5.4. Un dominio de A se dice factorial s isu grupo de divisibili-

dad D es factorial, i.e., s i D es isomorfo como grupo ordenado a un grupo de la for-

ma Z(l).

Par ejemplo, Z es un anil10 factorial: su cuerpo de fracciones Q es el cuerpo

de los mimeros racionales. Desi.gnemos par P = (Pi)iEI el conjunto de los nurner os

primos pos iti vos , Sabemos que tado elemento de Q se escribe de una y solo una ma-

nero en la forma

a·
+ "n" p. '
- I~I

donde ai€ Z y ai = o. salvo para un rnirner o finite de indices i , Par otra parte,
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U=!+l,-l! Y ';=!x,-x!ED. Lc up l ic cc ion : D -e Z(l) quea X hc ce c orre s pon-
(I) a' rl-

der (ai)i€1 E Z e s un isomarfismo de grupos ordenados puesto que 'lIp! In pi
<=> a·< (3. , para todo iE/.

I, I

PROPOSICION 5.2. Sean A un dominio de integridad can elemento unidad y

PEA un elemento irreducible. Entonces P E D es minimal.

Demastracion. a) pi 1 puesto que P no es una unidad. b) si x iT y xl jj
entonces :; = p puesta que x I P => x = p , sino es una uni dcd , _

TEOREMA 5.1. Un dominio de integridad A con elemento unidad es factorial

<=> todo elemento xEA *, x es distinto de una unidad, y (Pi)iEI una fami l io de

representantes de las clases Pi de elementos irreduc ible s de A, puede escribirse

de manera unica salvo unidades en la forma

a'
x = u IT p.'

i~.J I

donde Pi~A es irreducible .., (ai)e:Zj!) ,uEU.

Oemos cracion, Sea A un anillo factarial. La imagen de p, donde elemento irre-

ducible PEA, por el isomorfismo D .... Z(1) es un elemento minimal de Z(l), pues-

to que p es minimal (prop. 5.2). Ahora bien, los elementos minimales de :;;\i) son

los elementos b(i) = (b( j)) con b(j) = 0 s i j i i y b(i) = 1. Per 10 tanto, ex iste

una correspondencia biunivocc entre los (b(n y las clases de elerrentos irreducibles:

(Pi)iE/' Per otra parte, todo elemento de Z(l) se expresa de manera unica cs F :

~I ai b(i)' donde aiE Z y «t = 0 salvo para un nurner o finito de indices i. Por 10

tanto, si l a·b(.) es la imagen de xED, podemos escribir
iE I I I

(5.1)
a'x=1rp. I

iE I I
, (a') E Z(/)

I

Sea ahora, x€A*, x distinto a una unidad. En este caso, (ai)EZ/1) y, por 10 tanto,

(5.2) ~ a'
x = u 11 Pi I

iE/

12



En efecto: s i xEA·. es claro que x es entero en D y (ai) debe ser entonces po-

sitivo en Z(J). Fijaaa una familia (Pi)iEJ de rep-esentantes de Pi' 10 representa-

cion (5.2) es linica salvo unidades.

Reciproci:lmente. si todo xEK' puede escribirse de manera unica en 10 forma

eli (I)
x = u 1T Pi • (ai) E Z • u-E U •

i€l

10 cp liccc ieri : x -+ (ai) establece el isomorfismo des ecdo, _

PROPOS/CION 5.3. Sea A un dominio de integridad factorial. Si pEA es

irreducible y plah. entonces pI a 6 pI b. ta , hEAo).

D'emos tracion, Como Pjlab. entonces existe cEA' tal que ah = P{. Ahora

bien. a y b no son a la vez unidades; l ueqo podemos suponer en primer lugar que

uno de los dos , e.g •• a, es una unidcd, En tal coso pI h. En segundo luqor, si a

y b no son unidodes, te nemos

donde T'... -'ic = 1T p.
iE/ t

- orr _aia = p.
iEI t

Pero entonces v· + 1 . I (3) (a .+ f3 ._ 1 t \a .+. t t)
P. rrr r. ) == P 1 1 err p •

1 iij t iij

y T·+ 1
-1p.

J

(a·+f3·)
- J J
Pj

_ f3j
p.

J

_ aj
p.

J

Jj
Pj Pj

Luego Pj divide por 10 menos a uno de a y b. puesto que f3j+aj == Tj + 1:;:' 0 y

f3j• -;j.aj')O. Par 10 tanto, Pjl a. 6 Pjl b ••

Rec iprocamente :

PROPOSICION 5.4. Sea A un do~inio de integridad. Si todo x+ 1 == U puede

expresarse como un pl'oducto de eiementos irreducibles en numero finito y si pi ah

implica .pl a 0 pi b • para p irreducible, entonces A l!s factorial.

13



Oemos tracion. Se deja como e jerc ic io . _

Sea A factorialysea a<;.K·.V, Si ab-1EA· (b!a), entonces coda factor

irreducible de b divide a a en K, y, pasando a D, tenemos que los divlsores de

a se obtienen como productos de los factores irreducibles de a. Claro es td que es-

to s divisores son unic os salvo unidades; o s]

b
f3.

v 'IT Pi t

iEI

_~ ai
I a = u 11 Pi <=> f3i ~ai' para todo iEI

i« I

s, a, b EA·, es clara que 0 ~ e, ai' para todo tet, Si a.b J V, podemos encon

trar los divisores comunes (salvo unidu das ) de a y b , asf :

e.
d = IT '". t divide

iEI Pt

a·_~ t

a = 11 p.
I

iE I

f3i
y b = n Pi < = >

l"J

S: 0i=min(ai,f3i)' esclaroqueelcorrespondiente divisor des divisible porto-

dos los otr os d ivis ore s comunes de a y b,. se, Ie l lcmo el maximo cornun divisor de

ii y b, y se nota (if, b). En 10 cnc loqo Iormo podemos definir el mfnimo cornun mul-

tiplo: <E, b>. T enemos entonces :

PROPOSICION 5.5. Sea A un dominio factorial. Entonces

a) A* I V es un re tic ulo ,

b) A· e s un pre-ret icu 10.

c) K* IV = D eS un grupo reticulo do, _

Ob s eruacion, Existen dominios que no san factoriales. Por ejemplo,

A = I a+ b V-5, a, boE Z I no lo e s , (Cfr. [6], pag. 147).

DEFINICION 5.5. Sea A un dominio factorial con elemento unidad. Decimos

que a y b son primos entre si (extranos entre sf) si a y b son extranos (primos)))):

entre si en el grupo reticulado D. Eso signrfica que (a,b) =1, salvo unidades.

14



EJERCIC/OS

1. Demuestre la relaci6n: (a,b) < a,b> = ab (Use min (a1fJ) + max(a1{3) =a+(3).

2. Muestre que el grupo de divisibilidad de un dominio de integridad con elemento

unidad es siemprefiltrante.

(Continuar6)
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