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'"DE UN GRUPO TOPOLOGICO
por

Alberto MEDINA PEREA

Esta nota divulgativa tiene por objeto e1 estudiodel grupo de Poin-
oare de un grupo topo16gioo~ 10 mismo que de oiertas propiedades de los
revestimientos oonexos y localmente aroooonexos de un grupo topo16gico.

; ,.
81. GRUPO DE POINCARE DE UN GRUPO TOPOLOGICO.,.
DE~INICION 10 Dado unespacio topologico X se llama camine en X

a tioda ap Licao i.Sn continua W del intervalo [0,1] de R en X. S:j.
c.v (bY-''o:; W(l) :;x di r-emos que tV es un lazo en xo 0.-DEii'INICION20 Dad os dos eaminos W y w' en X se dice que ellos
son hom6toE~~ si existe una aplicaoion continua F,

tal que
para todo ~ t E [0,1]
",(0'(1), para todo
t' E (0,11.

S '. ,« hen ,.t» 1 - ,e puede dernostrar que La relacion ser iorno opo a _ es ';unare ac i on
r

de equivalencia entre cami.nos, Notaremos [w1 La claS;; de equi.valenc i a
del camino W segUn la relacion de equivalencia anterior y,esoribiremos

W ~W! si, CJ) es h m6topo a W·' •,.
DEFINICION 3. Si W/ (T son d.os earninos en X

<r(0), definimos eL camino compuesto de W]L (J' poniendo

.F ( t ,0) ,,.< W ( t ) ; F (t 9 1 ) '" to' ( t ),
F(O,t') =W(O) ." W'(O)~ F(l~t') =W(l)

-\
.;,t

tales que
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{

(2 t)

(2 t - r)

o ~ t ~ 1/2

1/2 .::;t ~ 1
Se demuestra que si (A):" CtJ", 1 <7",..J (J'''' Y W (1) = (J"' (0),

0-/ (0) errt erice s

w# 0' tV CV~ 0
1

(Vease [lJ 1 page 469 lema 6)

Por consiguiente si n(X9 x ) designa el conjunto de las clases de
(il

equivalencia de t dos los lazos en x 1 la Qperacion
(J)

esta bien definida y hace de ~(X9 xo) un gruPQ (Vease [2J , pag! 167)
que se denomina el ~po fundamenta19 0 de Poincare, de X en Xo

Por otra parte9 si faX ~)' es una aplicacion continua tal que
f(x ) = Y 1 f induce un homomorfismoo 0

dado par i.([ev] ) = [f wJ
F'inalmente recordemos que dados dos espacios topologicos X y Y ,

-, E X9 Yo E Y la apLacaci dn "L 9

tal que

11 ([w] )
v q-:lj: [ev] )

(en donde p y q designan ~as proyecciones sobre X y ~ resp.) es un
iscmorfismo (Vease [3] 9 page 15 )

Sean ahora i ~ X ~ X xy , j8 Y ~ X xy
aplicaciones tales que

se tiene entontes la siguiente proposicion
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Proposici6n 1. La ap1icacion (: \ "
u

.-e-: n(X, xo) x n( Y, !Jo) .... n (X x Y , (xo ' 9
0
) ), definida

por

-fTC[0] , ['r] ) = i 4l= [cr] * j=tt ['t]
es un isomorfismo tal que

~ [0-] • j~ [tt]". = j::#: [t] *" ~ [6-] (2 )

Demostracion Si f?C designa eL lazo constante en x, se tiene :

!l (-&([6']) [ttJ) = 'L (~[o] * #=1 Pt])
; ( C ( '[~] ;JE i# [-c])} ~ ( ~ [6"] #. i# [~]) )
= ((f()t?#r~ -At e f:f/:[tJ) ~ L# [cs-J *(1~t)t/:['C])

=((.lx)=#(6""]'* [f?T;l) r'9) *(Iy)# [tl) = ([<r]J['C])

Pero, par otra parte

-e( ~ [w]) := if (, [(()])~ [tV])

"~~ (I;; raJ]) #c i/ (~rev])
= [(t'O;DW)if (iQ1()W~
y como

p { (i 0 pow) # (j 0 q 0 uJ )} (p 0 i) 0 (p 0 w ) # f Xo

= (p 0 w ) # f Xo - poW y

q { (1 0 p 0 r.iJ ) * (j 0 q () oJ )} = (q 0 i) 0 (p 0 w ) 0 (q 0 j) 0

(q 0 uJ) :: f Yo "*' (q 0 til) - q 0 tJ

Se tiene que e es e1 inverso de la aplicacion JL definida en (1) y

par tanto as un isomorfisIDo.

Fina1mente debemos ver que
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lo-cual es irunediato ya que

Proposicion 2. Asumamos que G es un espacio topo16gico, ~

:GxG es una aplicacion continua y eEO es tal que la si -

guiente condicion se tiene :

Para tode x E G~.J'- (x , e) ==.Ji (e , x) :: :x:

Sean i, j las aplicaciones dadas por

i o o :x: G j 8 G o :x: 0

x (e , ~ )

y [tf] de n(O, e) te-entonces para cualquier par de elementos [~]
, -:.,nemos 8,

J

(3)

Demostracion. Dadas las aplicaciones i, j , ellas inducen los

siguientes homomorfismos entre g~APOS

i:#: n( G, e) -+ n(O x G~ (e , e))

j# 0 n(O, a) -+ n(G x 0, (e, e) )0

y
~

n(G x G, (e , e) -+ neG, e) •

Nuestro problema se reduce entonces a demostrar que t?ldiagrama
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neG, e) x neG, e)------~~) neG x G, (e, e))

n (G, e)

as conmutativo.

Consideremos los siguientes cases

En este caso, tenemos s

y por consiguiente

~ (i-# [fe1' ~ i~[~])~ft# [fc~eJ #- ft# (f~ [,,-1)

= [tel "* [0-] :: [6'J
b) (f t-J fe

La demostracion es analoga al caso a)

c) uJ y 0" son arbitrarios.

Como ([(A)] ,[er] ) == ([(,I)], [Fe] ) 0 ( Qe1 ) [aJ )

en donde a designa el producto en neG, e) x neG, e) tenemos:

g( (p)]) [~J) ::: f} (([wJ) [Fe]) 0 ([fe])ro-]))

== -& ([w] )[ge]) ;t fj- ([ Fe] ) [<I])

== (i:j[w] "* j-#= fee1) ~ ( ~ [Fe1 ?If /-1 Ds])
y por 10 tanto

(Casos a) y b)
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TEOREMA 1. n(G, e) es un grupo abeliano.

De la proposici6n 1 se tiene

it/rug *~ [~J - ~ [0] * ~[tUJ
de donde

~# (~ [w] ~ j [If]) ::::fi-# ( 1# to #- ~[aJ])
H U

~JJt (~] @] * (eu]
NOTA. i) 3i G es un grupo topo16gic0 arco convexo el grupo funda-

mental de G en cualquier punta es abeliano (Vease [jJ , page 51~ teorema
3)

ii) El resultado dado en el teorema 1 puede demostrarse tam

bien directamente (vel'apendice)

~ 2. REVESTIMIENTOSDE GRUPOS TOPOLOGICOS

Def. 4 Sean X~ X dos espacios topo16gicos; 8i p as una aplica ~
-cion continua ~ p g X ~ x~ tal que existe una familia ~ de ahiartos

de X que verifica~ «Para todo U de~ 9 p-l(lJ) es la reunion de una
-familia de abiertos disyuntos de X tales que cada uno de ellos es apli

cado, POl' P9 homeomorfamente sobre U» diremos que p as una proyec-

cion revestimiento)en cuyo caso la pareja (X9 p) se dice un revestimien-

to de X. Ademas para todo x E X, p-l(x) es llamado la fibra sobre x.

Tbataremos a continuacion de demostrar que si (a, p) es un reve~

timiento de un grupo topologico G con G conexo y localmente arco-coneXQ

y e es un elemento en la fibra sobre 8, existe una unica estructura de
-grupo topologico sobre G para la cual e es el e1emento unidad y p es

un homomorfismoo Para nuestro proposito utilizaremos e1 siguiente I

TEOREMA 2. ConsideremoB la siguiente situaci6n
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(x, i )
o

en donde )' es un espacio oonexo Y lacalmente canexa par areas, X lacal-

mente eonexa, p una proyeccion revestimiento y f una aplicacion con-

tinua tales que

Entonoes, existe un levantamiento continuo f' de

f ( pf'= f) si y solo si

~ (n(Y, Ya)) C P1f: (n(X, io))

(Vease [~ , page 22, teorema 6 - 1)
Se demuestra adema~,de manera facif,que si f' y fN son dos le-

vantamientos de f, el oonjunto

que na es vacio, puesto que contiene par 10 menos a y , es abierto y oeo

rrado en )(. y por eonsiguiente el levamtamiento si existe es unico.

eontinua./ tal que(~ x

~ (x, e) =/I'(e, x) - x .tJ

para todo x G y(p,:- (l" ~~;_ _.9-; una prHyeocioJ,if'fay:estimiantocan G 00-

nexo y loealmante areo-conexa.
l.:("i.~·,·t~\-.-· un ! ,.~\",~-I'~,I ;"'i'j~; '.1. ,;::;

-.JS~ ci~ es un punta en la fibra sobre a, existe una uniea multipli-
I" '" '"eaeion eontinua~ : G ~ G para la cual e es elemento unidad.
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,:un t i nua tal que _
Existe 1.Ul Levan tami errtor de /O/p
h (~"xe~¥ [n((j~xxq ,-(Sf ~)D c

v-. ~ -,~

x p) si Y solo si

p (n (a, ;;) )
:/1=

perc esto se tiene inmediatamente por f3)
Comprobemos ahora que el levantamiento~ verifica

x

-para todo x E G.

En el diag:rama

en

G x 1.~ r - - - - - - - - > G

1p x Co 1p
Gx.[ef./'e ,,0

donde../' e =? IG x 1 e~ y Ce 8 t S ~ ~ {e y
es claro que ?e 0 (p x Ce) admite un levantamiento h=.J1 j GX1e?
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Pero por otra parte, si se define

Se verifica que

= IL (p xC)/"-e e

-Como G es conexo He debe tener entonces

y por 10 tanto

~(i ,;)=;Pe (i ,e) =~~ (i , e) = i

Observese ademas que como el diagrama (3) es conmutativo, se tiene que

dados x, yEO ~ (p x p (i , y) ) =~(p(i) p(y) ) = p~(i,y) ) (5)
o sea que p conmuta con la mu1tip1icaci6n en G y en G.

Proposici6n 4. Sean G un espacio topo16gico con una mu1tiplic~

cion continua,l't '"Y (0 , p) un revestimiento de G -con G conexo Y 10

calmente arco-conexo. Si~ es asociativa, tambien 10 es ~.

Demostra6'i6n.- Consideremos e1 siguiente diagrama I

en donde 't1.
1
(i , y , i) =.J£ (p(i),j< (p(y), p(z) )

El levantamiento de la aplicaci6n J?1 (que existe) 11amemosl0 G
viene dado por

129



En efecto g

p 0 (~ = p). (i 9}- G ~ ~) )
, z) ) ) = /'" (p (i), pp (y

( )

(p x p (i 'I' G

Ana10gamente si se conside~a e1 diagrama

./
/'

/'"
("V r-./ r- 1lz
GxG.x G----~)

Se puede comprobar que e1 1evantamiento ~2 esta definido por

Aaor-a bien, como por hipotesis J1 = ()'/ se deber-atener que
/(1 -" 't e

·~1 = ~2 (por ser levantamiento"de 1a misma aplicacion) 0 sea que,

Proposici6n~ Sea G un espacio topologico con una multip1ica-

cion continua cuyo elemento unidad es e.

Si existe, c g G ~ G, continua que verifique

.. \
, - )

e =~(C(X)9 x) para todo x E G entonces

o #" ( [w] ",) = [w] -1 (6)
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cualquiera que sea [w] E 11(0 , e)

Demostraei6n • Consideremos el producto

por la proposiei6n se tiene :

Pero

ya que

~ ( a) (t), c o) (t) ) = e v: E I
con 10 cual queda demostrada la proposici6n (Teorema 1)

,rI
TEOREMA 3 • Sean 0 un grupo topo16gico para la operaci6n~y 0

un espacio conexo y localment~ conexo por area

Si (0, p) es un revestimiento de 0 y e es un elemento en la

fibra sobre e existe una unica estructura. de grupo topo16gico sobre
-o para la cual e es el elemento unidad.

DemoetracLon, Sea.~ eL levantamiento de La apLi.caci.Sn~,,(pxp)

obtenido en la proposici6n 3. Eptonces se tiene

¥-x E 0

y

~ es asociativa (proposici6n 4)

-Queda por ver entonces que en 0
~

existen inversos para la le~

Consideremos para ella el siguiente diagrama

e rJ

_-=7G .
-- -- it-,.J~-

G >G ~6
1:J 'P
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en donde c(x) = -1
x para x E G

Por (6) tenemos

e# [fev] z: [fw]-1 - 1#- [,<Ttl

[~J £ TL (GJ e) .
y por 10 tanto

si

(c 0 p)::/I= ( n (G , ;;) ) c p 41: (n (G '. ;;) )

de 10 que se deduce que cop admite un 1evantamiento C

Sea ahora e1 diagrama

-xG-------- - ---> G

/k' j P
...., G

-G

j p x P

16 x c
GxG >GxG

en donde Ie designa la ap1icaci6n identica de G

(8)

Si 1t ,..,.,a- (I
G
xC) o(p x p) es facil ver que "It tiene un Ie -

vantamiento -B-. Definiendo

--&1 g G x G G

por

se tiene 8

p 0 (i , y) = Pit' (i ,.;;G )) =)b p x p (i , ;; G ))

= / (p (i), p ~ G) )

Pero por e1 diagrama (7)

~ (p (i), P ; G) ) =.1" (p (i) , c p G ) )

=nCi,y)



· 0 sea que I-e- es un levantamiento de y entonces .../d.l = -e, es decir

POl' otra parte, si JZ
}\ G x G

en donde AG x G designa la diagonal de G x G, ~A' tiene un le

vantamiento que es necesariamente -el AG x G (Vease eldiagrama (8 ))
/IDefiniendo -& (i ~i) = e se verifica inmedia tamente que 0 es

un levantamiento de iZ A ; luego

II (_ _)-e- x,x =e

Conclusion. Remos mostrado que G es un grupo para la operacion
-~ para el cual e t -x-1 -- -c (x-)paraes el elemen 0 identidad y

x E G •

Ademas se ha mostrado que la aplicacion

- - -G x G -----~) G

(- -) o-- __ ~"'" 7h 'x- , -y -1 ix 9 Y I 7' r: ~ ,
es continua.

es un grupo topologico.

TEom~MA 4. La aplicacion p del teorema anterior es un homomor -

fismo de grupo topologico y el nucleo de p es un subgrupo normal dis

creto de G que esta contenido en el centro de G.

Demostracion. El hecho de que p es un homomorfismo resulta inme

diatamente de la conmutatividad del diagrama (3).

De otro lade es claro que

H :: [i E G I p (i) e 3-
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-es un subgrupo normal de G que resulta disoreto por ser la fibra en

e.

Fina1mente, veamos que H esta oontenido en el oentro de G

Sean x E H Y V una vecindad de x en G tales que Vfl H ={~!
-Tomemos W una veoindad de e en Goon la oondioi6n de que

Como H es normal tenemos

- - -1
Y x y x

para todo YEW

Ahora bien, como los elementos de G que oonmutan oon x forman
-I - -}un subgrupo G c G se tiene que W c G y oomo G es oonexo,

-/ - (~ )G G

( #- ) Si G es oonexo, G es engendrado por toda veoindad de e.



APE N D ICE

Mostraremos en este apendice que si
.tado de una multiplicaci6n continua u

G es un espacio topo16gico ~
y e es un elemento de G tal

que
u (x , e) u (e ~ x) x

para todo x E G, entonces dados dos elementos cualesquiera [w] ~ [crJ
E n (G, e)

se tiene

[w] *fcT] * [~f'J* [0:1] - [Fe]
Designemos con I el intervalo [09 1] y consideremos la aplica -

ci6n g de T en la t'r-orrt era de. 1-xl definida par

get)

(8 t, 0) ,O~t < 1/8
(1, 8(t - 1/8» 1/8 < t ~~/4

(1 - 4(t-1/4) ,1) 1/4~t ~~

(0, 1 - 2 (t-1/2» 9 1/2 ~t~l

Claramente g es continua
en F (r x r - [(0, o)} \r ) 0

Sea ahara f : F (1 x I) -+
r

f1 1 )t ~ o~ w

ff I )C .{ JfJ -1
u)

Notando t la funci6n fog

(W# (J * W-/ ~ ~/) (1:)
Ahara bien se sabe que f

y gl (0, 1) es homeomorfismo de (0, 1)

G definida de manera que

x 1

x 1 -1=(j'

tenemos (f 0 g)(t) 't (t)

puede extenderse a I x r si y solo si



fog es hom6topa al lazo constante en f(o, o~ e

(Vease [l}~. pero, definiendo F por

F (t ~ t') u( 't (t), "t (t' ) )

para t, tl E I , se verifica inmediatamente que F es bien una exten-
sion de f

Por consiguiente aplicando el resultado enumerado se recibe
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