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EL GRUPO DE POINCARE Y REVESTIMIENTOS
DE UN GRUPO TOPOLOGICO
por
Alberto MEDINA PEREA

Esta nota divulgativa tiene por objeto el estudio del grupo de Poin-
caré de un grupo topoldgico, lo mismo que de ciertas propiedades de los

revestimientos conexos y localmente arcoconexos de un grupe topoldgico.

81. GRUPC DPE POINCARﬁ DE UN GRUPO TOPOL(SGICO.

D;EEINIGICSN l, Dado un espacio topoldégico X se llama caminc en X
a toda aplicacién continua « del intervalo [0,1] de R en X, ©Si
w (0) ™= w(1l) = X diremos que @ e€s un lazo en x

DEFINICION 2. Dados dos caminos @ y @' en X se dice que ellos

son homdétopos si existe una aplicacién continua F,

F: [0,1] x[O,l] - X
tal que
F(5,0) = w(t) s F(t,1) = w'(t), para todo ¥t & [0,I]
F(0,47) =@ (0) = @'(0); F(1,%°) =w (1) =W' (1), para todo
‘& T0,1}:

Se puéde demostrar que la relacidén  ser homdtopo a )>. es ;una relacidn
de equivalencia entre caminos. Notaremos [wj la clasé; de équivalancia
del camino W segln la relacién de equivalencia anterior y~escribiremos
wew si W es hométopo a W’ . ‘t

DEFINICION 3. Si @, o= son dos caminos en X tales que (1) =

0‘(0), definimos el camino compuesto de W y T poniendo
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(2 t) 0gtg1/2
(ko) (1) =
(2t - 1) 1/2 st g1

. /
Se demuestra que si W~W”, Fmwos” y (1) =0 (0), & (1) =
Cr/(O) entonces
/ /
WHkE ~> WH0
(Véase [I] , pag. 46, lema 6)

FPor consiguiente si n(x, xo) designa el conjunto de las clases de

equivalencia de tedos los lazos en Xy 9 la eperacién

[ #[6] - [@*6]

esti bien definida y hace de =(X, xo) un grupe (Véase fé] , Dag. 167)

que se denomina el grupc fundamental, o de Peincaré, de X en S

Por otra parte; si ft+ X - Y es una aplicacién continua tal que

f(xc) = Y, , f induce un homomorfismo

AR R o)
dado peor
2EL([uZl ) = [£d]
Finalmente recordemos que dados dos espacios topoldgices X y‘}’ y

x € X, v, E Y la aplicaciodn }'L 5

n (XY {Io ™ )) - (X xo) X (Y y ‘yo ) tal que

1 ) =

1) NI )=« p [l o q#[wj)

(en donde p y q designan las proyecciones sobre X y Y resp.) es un
isomorfismo (Véase [3] , pég. 15 )

Sean ahora i : X - XxY , jsY - 2xY

aplicaciones tales que
iy (x) *(1’ YO} s J (,) = (xos v )
se tiene entonces la siguiente proposicién s
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Proposicién 1. La aplicacion ¢

-8 n(X, x0) x n(Y, W) .. nxXxY , (xg "9, ) definida
hor %

ATA0] , ['r] )= id=[cr] [t ['t]

es un jsomorfismo tal gque

S T (R Y o)

Demostracion  Si f?C designa eL lazo constante en X, se tiene

& ) =L (~[o] ® Pt])

(C(T~] = Wiy - (- @14 if [~]))

= ((fOt2#r~ & ©ff[Y) - L# (1 *(1—3t/:['C])
=((hy=¢e"1* [f7T}]) r'9) *(Iy)# [t) = ([<r[e))
Pero, par otra parte

e(~wm) = if (, [(OD~ [tV])

"~ (I;; ral]) # |/ (~rev])

- [to;pwyif  (1QL()W~

y como
p{ GGopow) H G oqoll)} (poi)o(poW)#fxo

(p oW)# xc*- pow y
a{@opofl )] (G ogod) = (qoi)o(poW)o(qoj) 0
@ oW) vo ¥ (@ o til) - qotl

Se tiene que e es el inverso de la aplicacion JL definida en (1) vy
par tanto as un isomorfisiDo.

Finalmente debemos ver que
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16 # iT~JiT % i6
lo cual es inmediato ya que

p(ic% jT )~6 ,p (jCHkic )~
yalick i )~T,e(iekic) ~ T
(Véase (4] , pég. 77)

Proposicidén 2. Asumamos gue G es un espacio topolégico,‘/éé

X0 2@ - (G es ura aplicacibn continua y esG es tal que la si -

guiente condicidn se tiene :
Para tode x € G,j/{(x, 2) = U (e, x) = Xx

Sean i, j las aplicaciones dadas por

iz G - GxG Joaug - Gx@
x - (x, ©) 4 - (ey4)
entonces para cualquier par de elementos [w] ¥ [}j de =(G, e) te=
nemos 3
My yt@l £ 3, [ ) = [@)#[6] (3)
Demostracibn. Dadas las aplicaciones i, j , ellas inducen los

siguientes homomorfismos entre grupos

n( G, e) - (G x Gy (e, e))

i*& $
J# 8
d JA%% t =(G x G, (e, ) ) - 7(G, e).

(G, e) - (G x G, (e, e) )

Nuestro problema se reduce entonces a demostrar que el diagrama

124



neG, e) x neG, e)------~~ ) neG x G, (e,e))

n (G, e)

as conmutativo.

Consideremos los siguientes cases

En este caso, tenemos

y por consiguiente
~ (#[fe] ~ |~[~])~ft# [fC"‘@J #- ft# (f~ [,,'1)

_[tel 0] 6y
b)  (f tJ fe
La demostracion es analoga al caso a)

¢ W y 0" son arbitrarios.

Como ([(W] [l )= (N [Fl )o (Qel)[aJ )

en donde @ designa el producto en NeG, e) x NeG, e) tenemos:
o @D [~) 28 (wd) [Fe]) o ([fe])ro-]))

=& (W] )[0e]) st 6@ Fel) <)

- (i) e feel) ~ (- [Fet o [l Ds])

y por 10 tanto

(Casos a) y b)
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TEOREMA 1. n(G, e) es un grupo abeliano.
De la proposicién 1 se tiene
s *
itrug ™~ [~J - ~ [0]  ~[tUJd
de donde
~# (= [l - ) O i (1# {0 &« -[a)
H U*
~JJt (~] @] "~ (ey]

NOTA. 1) 3i G es un grupo topol6gicO arco convexo el grupo funda-
mental de G en cualquier punta es abeliano (Vease [jJ , page 51~ teorema
3)

i1) El resultado dado en el teorema 1 puede demostrarse tam
bien directamente (vel®apendice)

~ 2. REVESTIMIENTOSDE GRUPQS TOPOLOGICOS

Def. 4 Sean X~ X dos espacios topol6gicos; 8i p as una aplica ~
cion continua ~p X ~ X~ tal que existe una familia ~ de ahiartos
de X que verifica~ «Para todo U de~ o p-1(1J) es la reunion de una
familia de abiertos disyuntos de X tales gque cada uno de ellos es apli
cado, por P9 homeomorfamente sobre U» diremos que p as una proyec-

cion revestimiento)en cuyo caso la pareja (Xg p) se dice un revestimien-

to de X. Ademas para todo x E X, p-I(xX) es llamado la fibra sobre x.

Tbataremos a continuacion de demostrar que si (a, p) es un reve~
timiento de un grupo topologico G con G conexo y localmente arco-coneXQ
y e es un elemento en la fibra sobre s, existe una unica estructura de
grupo topologico sobre G para la cual e es el elemento unidad y p es

un homomorfismoo Para nuestro proposito utilizaremos el siguiente

TEOREMA 2. ConsideremoB la siguiente situaci6n
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(Y, 4~ (&) 2

en donde Y es un espacio conexo y localmente conexo por arcos, X local=
mente conexo, p una proyeccibn revestimiento y f wuna aplicacidn con-
tinua tales que

£(y,) = x, » p(x) = x,

Entonces, existe un levantamiento continuo £/ de
f ( pf’= f) si y selo si

3;;('&(‘[', y,)) < P# (n(X, x))
(véase [3] , p4g. 22, teorema 6 - 1)
Se demuestra ademds,de manera fédcil,que si £’ y £’ son dos le-

vantamientos de f, el conjunto

{.Y eY ! £(y) - ¢ <y)§

gue no es vacio, puesto que contiene por lo menos a Y, s €8 abierto y ce

rrado en Y ¥ por consiguiente el levantamiento si existe es unico.

.Proposicién 3. Sean G uniespacio topoldgice con una multiplicacién
continua/% tal que " : > (fF

/‘(x, e) =/_(e,_ X) -Xx "

G yp: 5_ -, G una proyeccidén revestimiento con G co-

—

para todo x

nexo y localmente arco-conexo.

; Si .e es un punto en la fibra sobre e, existe una Unica multipli-

’ ~ ~
cacidn oontinua./“ ¢t G - G para la cual e es elemento unidad.
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Demostracidn! Considerempscel )siguiente diagramas))

~

Pero 1)-‘-.1‘.-6\;5:;'6-;', ;(:, u;) )rrr”f‘wm-b(ﬁt, 8) buste verificar que si

s son dos lawoy en e. tales que ( )
PXP P
Proposici U ig _topQlogico con un:e. mul biplico
L0 AR 2, 6] o) g g0 videg
wntinua Lal TUe

Exlste un 1evantamlen..o/a, de /0 (p x p) si y solo si
(P:vx'“’ﬂ))“" 'ﬂ(G:’I“f"ﬁ‘ :"(ei B)ﬂ <D (n (Gl 9) )
Ay BNy #
pari twReroxparda ver gue esta cofidicibn peotienedbasta verifioar gue 8i

‘0}1-’@0 son-dos laszos.en @ i iales que

plicased i .‘ D_]u) EC] € f%_ (JZ (g/ 5)) :. entonoé;

ilile

A (Gax f ) € £ (x(5 )

pero esto se tiene inmediatamente por (3)

Comprobemos ahora que el levantamiento_/;, verifica

o (x,08) = x (4)

para todo x E 6.

En el diagrama

Gx{ez

endonde/ /clux.’eyc ‘l ; "'{;

A o ( ) /‘/gﬁﬁf
es claro que s © (P X Ce admite un levant‘.amlento/@ e
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Pero por otra parte, si se define
Se verifica que
n-/ y
oNG 4 My (B 2 0)
Como G es conexo se debe temer entonces
~/ -
/ae /ue
Y por lo tanto
MG &) =j, (3,8 =40 (&8 %
Obsérvese ademis que como el diagrama (3) es conmutativo, se tiene que
L ~ L ~ ~ ~ ~ ﬂ ~ ~
dados x,yed AL(pxp (x,7y) ) = Abr(x) 2(3) ) = p(/‘fx,y) ) (5)
o sea que p conmuta con la multiplicacibn en G y en G.

Proposicién 4. Sean G wun espacio topoldgico con una multiplica

cién continua /4 ¥y (6 y p) un revestimiento de G con G conexo y 1o

calmente arco-conexo. Si//é es asociativa, también lo es 4.

Demostracidén.~ Consideremos el siguiente diagrama

—~
2

-~

2 7

@

4
//

7~

o
G Gx& >G

en donde %1 (; ’ } ] E) "/% (P(;-)s/‘ (P(;)’ P(g) )
El levantamiento de la aplicacidn }Ff (que existe) llamémoslo &

viene dado por

129



ﬁ?(;r}s;)=ﬁ(§)}(;r;))
En efecto 3
PO(Es;’sg)'—’Pﬁ(;?/Z(;s;)) ( )
' (PIP(;Ey/{z(}sE)))=/¢‘(P(;-)!P/l2(§sg))

Vup&)wapg,a)zﬂ@&%ﬁbﬁhpﬁ)ﬂ

Andlogamenie si se considetra el diagrama

GrxGxG >
con I, Gy 51 &) <pGGE, 2G) ) 23 )

Se‘puede comprobar gque el levantamiento -6'2 estd definido por

- ~ i ~ ~ e ~ ~ ~
-9“2 (x 5 ¥5 2) =/£45ﬁ‘(19 y) 9/‘/ (z) )
Ahora bien, como por hipdtesis )f'f = 7{2 se deberi tener que

8- = O (por ser levantamiento de la misma aplica.cién) 0 sea Qquey

1 2

Proposicién 5. Sea G un espacio topoldgico con una multiplica~

cibén continua cuyo elemento unidad es e.

Si existe, © ¢t G - G, continua que verifigque

/(x, c(x)) = e =/¢C(c(x), x) para tode x € G entonces
e () - L (6)
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cualquiera que sea [W] E 11(0 , e)

Demostraei6bn < Consideremos el producto

por la proposiei6bn se tiene :

Pero

ya que
1

~ (a®, co(@® )=ce VlEI

con 10 cual queda demostrada la proposici6én (Teorema 1)

JEOREMA 3 ¢ Sean O un grupo topol6gico para la operacibn-y (0]
un espacio conexo y localment~ conexo por area

Si (0, p) es un revestimiento de O y e es un elemento en la
fibra sobre e existe una unica estructura. de grupo topol6gico sobre

0 para la cual e es el elemento unidad.

DemoetraclLon, Sea.~ eL levantamiento de La apLi.aci.Sm,,(pxp)

obtenido en la proposici6én 3. Eptonces se tiene

aéi E O

~ es asociativa (proposicién 4)

Queda por ver entonces que en O existen inversos para la le~

Consideremos para ella el siguiente diagrama

G >G —~6
1J P
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en donde c(x) = 1-1 para x € G

Por (b) tenemos ¢
Cy f/vw] = [fwj-f = @__ [a']
[wl € L (Ee).

Yy por lo tanto
(cop)#(n(é,g))CP#(ﬂ(ésg))

de lo que se deduce que cop admite un levantamiento E

Sea ahora el diagrama

en donde ﬁs designa la aplicacibén idéntica de G

Si 7[ = ,/”‘(%5 x C)e(p x p) es fhcil ver que 7{ tiene un le =
vantamiento -9 . Definiendo

%%fs G x @G = G
por o E, N - 4G, )
se tiene ¢
pO(i,§)=pj’/(§,5(§))=/61}xp(§,3(3))
= p(o (x), p 2 (¥))
Pero por el diagrama (7)

poe (x);pe ()= ,cp(F))
= ?Zr(; ’ } )
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4
o sea que ¥ es un levantamiento de Y entonces 4}/ = -85 es decir
(% 7) =@ (X, (7))

Por otra parte, si )ZA = %/A 8 x &

en donde AG x G designa la diagonal de Gx@ ’ ZA’ tiene un le

vantamiento que es necesariamente —9|Aa < 18 (Véase eldiagrama (& ))

F ™ ™
Definiendo -6 (x 9 X) = e se verifica inmediatamente gue O es

un levantamiento de 72 e luego

Yoo~ ~ ~ . - o~ . . o~ o~
< (x,x)=0 =9/, 5 &, x)-px,c(x)

Conclusidén. Hemos mostrado que G es un grupo para la operacidn

/i; para el cual e es el elemento identidad y x L g c (;c) para

xe G .

Ademéds se ha mostrado que la aplicacién

[*»1]

G x 06—

~ o~ ~ ~ =1

(x, y)l—————-;/b(xsy )
es continua.

Por lo tanto, (a g G) es un grupo topoldgico.

TEOREMA 4. La aplicacién p del teorema anterior es un homomor -
fismo de grupo topolégico y el nlicleo de p es un subgrupo normal dis

creto de G que estld contenido en el centro de a.

Demostracién., Kl hecho de que p es un homomorfismo resulta inme

diatamente de la conmutatividad del diagrama (3).
De otro lado es claro que
ieficdlo@® - of
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es un subgrupo normal de G que resulta disoreto por ser la fibra en

e.
Finalmente, veamos que H esta oontenido en el oentro de G
Sean X EH Y V una vecindad de x en G tales que Vﬂ H :{"’!
Tomemos W una veoindad de e en Goon la oondioi6bn de que

Como H es normal tenemos
Y Xy -1 X
para todo YEW

Ahora bien, como los elementos de G que oonmutan oon X forman

ey - -}
un subgrupo G c G se tiene que W c G y oomo G es oonexo,

d G ()

(#-) Si G es oonexo, G es engendrado por toda veoindad de e.



APENDICE

Mostraremos en este apéndice que si G es un espacio topolégico do
tado de una multiplicacidn continua u y e es un elemento de G tal
que

u(x,e) = ule, x) = x

para todo x € G, entonces dados dos elementos cualesquiera [y], [s]

en (G, o)

se tiene
[w] %[O x[w] ¥ [s'] =[§]

Degignemos con I el intervalo [0, 1] y consideremos la aplica -

cién g de I en la fronterade I x I definida por

Ga t, 0) y O<t < 1/8

(1, 8(t - 1/8)) 1/8 < ¢ 54/4
= < )

g(t) (1 - 4(e-1/4) , 1) 1/4st <Y

(0 1 -2 (t+-1/2)) , 1/2 <t<l
-

Claramente g es continua ¥y gI(O, 1) es homeomorfismo de (0, 1)
en F_(IxI- (0,0} ).

oea ahora f : Fr (I x I) = (G definida de manera gue

fiIx{o} = W |, | 91} x1 6

f|1x-[4_} > fl-!o}xI 2t

i

Notando't'la funcién f o g tenemos (f o g)(t) = C (¢) =
(w6 * % 65') %)

Ahora bien se sabe que f puede extenderse a I x I si y solo si
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fog es hom6topa al lazo constante en f(o, o~ e

(Vease [I1}~. pero, definiendo F por

F(t~1) u( "t @, "t ) )

para t, t e , se verifica inmediatamente que F es bien una exten-

sion de f

Por consiguiente aplicando el resultado enumerado se recibe
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