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SOBRE LA EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE UN
SISTEMA NO LINEAL DE TIPO PARABOLICO

MaURicio BoGova(*)

Resumen. En este articulo se estudia la existencia y estabilidad de las solu-
ciones de un sistemna parabélico no lineal, el cual describe el fenémeno de re-
accién-difusién de flujo de neutrones en el interior de un reactor de fisién.

Abstract. The existence and stability of solutions of a non-linear parabolic sys-
tem is studied. The system describes reaction-diffusion in a neutron flow.

Keywords. Non-linear parabolic system, existence, stability, reaction-diffusion,
operator semigroups.

A Esperanza Hurtado

1. Preliminares

El sistema que estudiaremos es el siguiente:
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( g;u((z,t) — Aui(z,t) =
Z;'::I H;j(z,um41(z, t))uj(z,1),
en Qx(0,00), i1=1,2,---,m,
(1) Zumypr(a, 1) — Atumyi(2,1) + C(2)umpi (2, ) =
Z;"zl Gj(z, ums1(z,t))uj(z,t), en Q x (0,00),
ui(t,z) =0 en  OQ x (0, 00),
{ u;(2,0) = ui (z)enQ, i=1,2,--- ,m+1,
donde 2 es un dominio acotado en R”, n entero positivo, con frontera 90 de
clase C*** 0 < o < 1. Las funciones Gj, H;;, son continuas en € x R para

1,5 = 1,2,--- ,m. El dominio Q representa el interior de un reactor, up,4;
denota la temperatura en el interior del reactor, y A es el laplaciano

N 62

Sobre este sistema se han realizado varias investigaciones ([3], [5], [7]). En [3]
y [7] la estabilidad no ha sido analizada. En [5] se determiné un estado positivo
de equilibrio de (1.1)suponiendo que las tasas de dispersién y reaccién son en
cierto sentido mayores que el primer valor propio principal de A en Q. En [4]
se estudia (1.1) con condiciones mas débiles que las adoptadas en los articulos
anteriores en donde H;;, G; son acotadas en Q x R, parai,j =1,2,---,m.

En este articule, supondremos que H;;, G; no son necesariamente acotadas
en Q xR, para¢, j=1,2,-.- ,my determinaremos una constante Ly > 0 para
la cual el origen es un estado de equilibrio asintéticamente estable de (1.1),
esto es: para algunas condiciones iniciales en determinada vecindad de cero,
las soluciones de (1.1) tenderan a cero en forma exponencial.

2. Ecuacién de evolucién asociada al sistema

Utilizaremos las siguientes notaciones:
E={u=Colluy,ug,  ,ums1)|u; € C2+a(§),u,‘|an =0,i1=1,2,--- ,m+1},
F={u=Collui,uz, - ,ums1)lu; € c*(Q),i=1,2,--- ,m+1},
P={u=Col(u,uz, - ,ums1)|u € F,u; >0enQ,i=1,2,--- ,m+ 1},
X = {u=Col(uy,ug, - ,umy1)lu =0endQ,u € C(Q)},
A=A=Co(AA,-- JA-C) (conm+1 veces A)
D(A) = {u|u € w??(Q),p > N,Au € X, Au= 0, en 6Q}.
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Es conocido {6, p.217, teor.7.3.7} que A es el generador infinitesimal de un
semigrupo analitico sobre X. Denotemos por T'(t) a este semigrupo para t > 0.
En el lema (3.1) demostraremos que existe M4 > 0 tal que:

T L x xy < Mae™
para todot > 0y Ag > 0. Sea

m

fi((c»u) = Z Hij(xvum'-l-l)ujv

==

parai=12--- myu€X,

ft1(z,u) = E Gj(z, um41)y;,

j=1
Yy sea
F(x)u) =Col = (fl(zxu))fZ(z)u)y L ;fm-’-l(’:: U))

para u € X. Con las notaciones anteriores se tiene que la ecuacién de evolucién
asociada al sistema parabdlico no lineal (1.1) es:

@1) { % — Au=F(-,u) en (0,00),
u(0) = uo,
donde uo = Cul(u10,u20,"* , Y(m+1)0)-

3. Existencia y estabilidad

Se introducen las siguientes hipdtesis:
B,) Existen dos constantes M; >0y ¢ > 0 tales que:
|Hij(z,n)] < Myn?,
coni,j=1,2,---,m, para (z,n) € Q x (0,00),
|GJ($,TI)| S Mlnav
coni,j=1,2,---,m, para{z,n) €Qx (0, 00),
B,) Para cada p > 0 existe una constante C(p) > 0 tal que: si ny, ny €
[0,00) y 0 < ngx < p, k= 1,2, entonces
|Hij(z,n1) — Hyj(2,m2)| < Clp)lnt — nal,

#BLIOTECA CERTRA.
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para ll] = 1)2)"' m,
G (z,m) — Gj(z,n2)| < Clp)Iny ~ ma,

parat,j = 1,2,.--,m, para todo z €.
B3) Existen dos constantes r > 0, L > 0 tales que:

L>r+ M“—M‘-Lq,
Ao

donde g =1+0,0 >0, M; = (m+ 1)m, y My, Ao son dados por el
lema (3.1).

Las constantes dadas en ( B3) existen, ya que si se toma

Ao 1/o
b= (qM1M4) >0

entonces se tiene

(T =y
Ao
de donde MM Wi
L= = 1> (1)~
/\0 /\0

ya que ¢ = 14+ o > 1. Por lo tanto existe » > 0 tal que

MM,

L>r4(L9) 5
0

Lema 3.1. Para cadat > 0, T(t): X — X es un operador lineal compacto y
existe una constante M, tal que:

(3.2) “T(t)”L(x)x) < Mge™?ot,

para todot > 0.

La demostracién se puede ver en [2].

A continuacién enunciaremos y demostraremos el teorema principal de este
articulo.

Teorema 3.2. Existe Lo > 0 tal quesiug € D(A) y |luolly < min{Lo,r/Ms},
entonces el problema (2.1) tiene una tnica solucidn

u(t) € C*((0,r), X) N C([0, 7], X)
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tal que
(33) llu()llx < Loe™ " < Le~>".

Demostracién. Se define la funcién:

p(s) =Cs? +r,
donde C = My M4/)g. Por la hipstesis (B3) se tiene que: p(L) = CLI+r < L,
y ademads p(0) = r > 0. La funcidn p(s) es derivable con derivada

ps) = ¢Cs*,
¢—1>0, p/(s) > 0 para todo s > 0. De lo anterior se deduce que p'(s) es una
funcidn creciente y p/(0) = 0; entonces existe s > 0 tal que p'(sg) = 1, esto es:

p'(s0) = ¢Cs0*" ! =1,

1 1/(¢-1)
()"

Si s > so entonces p'(s) > 1. Si s < so entonces p'(s) < 1. Por lo anterior y
por el hecho de que p(L)} < L existen L; > Ly > 0 tales que:

de donde

(34) p(s)y<s si Lo<s< L
V]
(3.5) p(s)>s st 0<s<Lyg o s>L.

El siguiente grafico muestra el comportamiento de p(s).

o(s) p(s)=Cs? +r

\ﬁ

Lo L L s

Gréfica de p(s) = Cs? +r
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Sea ug € D(4) y lluollx < min{r/My4, Lo}. Supongamos que u(t) es la
solucién de (2.1) con u(0) = ug; entonces por la férmula de variacién de con-
stantes se tiene:

(3.6) u(t) = T(t)uo +/0 T(t —s)f(s,u(s))ds
Por (3.6), el lema (3.1) y la hipétesis (B;) se tiene:

¢
3.7 llu@llx < Mae™*Juol|y + M4/ =200~ M, ||u(s)||% ds.
0
Se define
h(t) = SuPossst {Hu(s)llxe’\"’},

De (3.7) obtenemos que: Suppc,<; {lu(s)l] e} < Malluollx + M1 M,y
Sul’ogrg{e)‘” f e=o(7=9)|Ju(s)||% ds}, y entonces

(3.8) h(t) < v + C(h(1))*
donde C = My My/Ag. De la definicién de p(s) y de (3.8) obtenemos:
(39) h(t) < p(h(t)), h(0) = lfuollx < Lo.

De (3.5) y por ser h(t) continua y h(0) < Lo, se tiene que 0 < h(t) < Lo, para
todo t > 0, por lo tanto
(3.10) lu@llx < Loe 0t < Le™*oF,

para todo ¢ > 0. De lo anterior, si ug € D(A), |luol|x < min {r/Ms, Lo}y u(t)
es una solucién a priori de (2. 1) entonces u(t) satisface (3.10).
A continuacién demostraremos la existencia de la solucién de (2.1).
Sean u = (u1, U2, , Um+41), ¥ = (1,02, ,Ums1) € X, tales que:
(3.11) lullx <p, llellx <o,
y
m m
fi(.’l?, u) = Z H,'j(.’t, um+1)uj) fm+1($: u) = Z Gj(.’lf, um+1)uj'
i=1 J=1
Por las hipétesis (B;) y (By) obtenemos

£ Cou) = KGO Y G Ol s — 5]
i=1
(3.12) Z”HU( Um1) = Hij (-, “M+1)i|x”UJ”

p
< Mip%lu— vl +ZPM1HUm+1 — Umtillx
j=1

< Cllv — vl
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para j = 1,2,--- ,m. Andlogamente se tiene que:

(3.13) Wfme1(,8) = fmar (L 0 < Clp)Ju = o] -

De (3.12) y (3.13), en combinacién con el hecho de que la solucién a priori de
(2.1) satisface (3.10) y ademas se satisface

(3.14) u(t) —o(t) = /o T(s — t)[f(s,u(s)) — f(s,v(s))lds

y por un resultado conocido [1, p.14, prop.3.4], obtenemos la existencia de la
solucién de (2.1) para

Hluollx < min{r/My, Lo}.

Esto termina la demostraciéon. [
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