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CONJUNTO DE CONVERGENCIA DE LA FORMULA DE
RECURRENCIA Y CONJUNTO TERNARIO DE CANTOR

Yu TAKEUCHI(¥*)

Resumen. Se estudian los problemas de convergencia del sistema dinamico
discreto general Xp41 = fn(Xn), donde la funcién de correlacién depende de
n. Se presentan numerosos ejemplos explicitos, y se estudian casos en que el
conjunto de convergencia coincide con el ternario de Cantor.

Abstract. Several explicit examples of discrete general dynamical systems
Xnt1 = fn(Xyn) are considered, and convergence problems are studied. The
article includes cases in which Cantor’s ternary set can be proved to be the
convergence dominion.

Keywords. Discrete general dynamical systems, convergence, Cantor’s ternary
set.

1. Introduccién
Sea (X,) la solucién de la férmula de recurrencia de primer orden:
(1) Xnt1 = fn(Xn) n=1,23

Supongamos que

(1) fa: I{(C R) — R es continua (I es un intervalo),

(ii) lasucesién de funciones (fn(z);n = 1,2,3, - - -) converge uniformemente
en I a una funcién limite f(z),

(1) f(z) tiene un punto fijo L en I,y f(z) es derivable en L.

(*)Texto recibido 6/8/96, revisado 3/2/97. Yu Takeuchi, Departamento de Matematicas y
Estadistica, Universidad Nacional de Colombia.
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Sabemos que si |f'(L)] # 1 entonces existe por lo menos una solucién (X,)
de la formula (1) que converge al limite L (ver {I]). En el presente trabajo
se obtienen criterios de convergencia de la solucién (X,) de la férmula de
recurrencia (1) a partir de los comportamientos de las funciones (f,(z);n =
1,2,3,---) sin suponer la convergencia uniforme de la sucesién de funciones
(fn;n=1,2,3,---); por esta razén sus resultados son aplicables a los casos en
los que la sucesién de funciones (f,(X);n = 1,2,3,---) es divergente, o ésta
converge a la funcién idéntica.

Un conjunto T(C I) se llama conjunto de convergencia de la formula de
recurrencia (1) si

X; €T sty sélosilasolucidon (X;, X2, X3, --) converge.

En la seccién 2 de este articulo se trata el caso en que cualquier solucion de la
férmula converge, o sea que el conjunto de convergencia es ignal al intervalo I,
aunque las soluciones puedan converger a varios limites diferentes.

En la seccién 3 se trata el caso en que el conjunto de convergencia de la
férmula de recurrencia es un conjunto cerrado no vacio, que puede ser un con-
junto unitario, o un intervalo cerrado, en algunos casos similar al conjunto
ternario de Cantor (fractal de dimensién 1).

En la seccién 4 se presentan las situaciones en que el conjunto de conver-
gencia de la férmula de recurrencia puede ser vacio, o puede ser fractal de
dimensién uno; se muestra un ejemplo donde el conjunto de convergencia es
precisamente igual al conjunto ternario de Cantor en el sentido clasico.

2. Primer caso, convergencia de cualquier
solucién de la fé6rmula de recurrencia

Teorema 1. Consideremos la férmula de recurrencia de primer orden:

Xn.{.l'—'“fn(Xn)
foiI=(a,) —R (n=123,- ),

donde las funciones fo(z) (n = 1,2,3, ) satisfacen las siguientes condi-
ciones (Fig.1):
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y= fn(x)
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a Pn _— P — n b

(Fig.1)

(1) 2 < fa(2) < qn 81 T < Pn, ¥ Pn < fa(Z) < z si & > ¢, donde p, es el
minimo punto fijo de f,(z), ¢» es el maximo punto fijo de f.(z) en el
intervalo I = (a,b), ¥y (pn),{(qn) — p € I = [a,b}.

(ll) Pn < fu‘(x) Sqnenpn <T < qn

Entonces, dado cualquier X, € I la solucién (Xn;n = 1,2,3,---) converge en
I = [a,bd].

Observacion 1. El dominio I de las funciones f,(z) (n=1,2,3, --) puede
ser otro tipo de intervalo, por ejemplo, [a, b], (—o0, b], etc. Observacién 2. En el
teorema 1 no es necesario suponer la continuidad de las funciones f,(z) (n=

1,2,3, ) en I.
Demostracion.

1. Si X € I entonces X413 € I. En efecto, si X > gr entonces pi <
fi(Xe) = Xpg1 < Xi; 81 Xy < pi entonces Xi < fo(Xi) = Xpq1 < g, ¥ si
P < Xi < qi entonces pr < fe(Xk) = Xi41 € ¢k, por lo tanto se tiene que
Xx41 € 1. Por induccidn se obtiene:

(2) si X; €I entonces X, €[ paratodon.

11. Supongamos que la sucesién (X,,) no converge al limite p, o sea que existe
€ > 0 (podemos suponer que (p — €,p + ¢) C I} tal que:

3) para cualquier mexiste k> m con Xg ¢ (p—e€,p+e).
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Por otra parte, como (pn), (¢n) — p entonces existe N tal que:
(4) Pnqn €E(p—€,p+¢) paratodon > N.

Tenemos que Xy ¢ (p— €,p + ¢). En efecto, si Xy € (p —¢,p+ ¢) entonces se

tendria que Xy € (p — ¢,p + ¢€) para todo k > N (por un razonamiento similar
a I), lo cual es absurdo.

Supongamos que Xy > p+ ¢. Como Xy > p — € entonces X,, > p — € para
todo n > N (por un razonamiento similar a I). Se demuestra que X,, > p+¢
para todo n > N. En efecto, st X,, < p+ ¢ para algin m > N entonces

Xm €E(p—€,p+¢), luego Xi € (p —¢€,p+ €) para todo k > m, y se contradice
la hipétesis (3).

De la desigualdad X, > p+ € > ¢, para todo n > N, se tiene que X, =
fa(Xn) < X, paratodon > N, asi que la sucesion (Xn, Xn41, XNy2, )
es decreciente y acotada inferiormente por p + ¢, por lo tanto existe el limite
hmyweo Xn > p+e.

De la misma manera, si Xy < p — € entonces la sucesién (X,) es creciente
a partir del término Xy, y acotada por p — ¢, por lo tanto existe el limite:
limp_oo Xn(< p—€).

Ejemplo 1. X, i1 = fu(X,) = an X, + by, donde (b)) — 0y a, =1/2sin
es impar, a, = 1/3 st n es par.

() pn= T’f'ﬁ': es Unico punto fijo de fr(z) = apz+bpen R, y limy, woo pr =
0.

(i) pn > fa(zg) > 2 si 2 < py, pn < fu(z) <z 81 z > p, ya que
O0< fi(z)=an, < 1.

Por el teorema 1, dado cualquier X la solucién (X,;n = 1,2,3,---) con-
verge. La formula de recurrencia para la sucesién {X,,) es de primer grado, por
lo tanto se obtiene la siguiente solucién general ([2],[3]):

n
by
Xns1 =(araz---an) - | X1+ E ———
k=g 21927 Gk
. ) - by
n — 00 lim (aiaz---a,) - E .
n-—00 alaz...an

k=1
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1

Tomando A, = Ay S

Ag = 0, tenemos:

n n
. bk i 1
G e i, 2 S
nllr.r.}o((‘“a2 o ;a1a2'~-ak "lggc’ An k=1 o
= hm n :=1Akbk
n—00Q E k=1(Ak - Ak"l)

. Ay p— P
kllngom (L Hopltal)

, .. b
= hm
k—oo 1 — ag

=0 (= fim b

Esto es, la sucesién (X,) converge al limite 0, dado cualquier valor de X;.

Nétese que la sucesién de funciones (f,(z);n = 1,2,3,---) es divergente, para
todo z # 0.

Ejemplo 2. X1 = fo(X,) n=1,23--,
donde fp(z)=anz+bs, 0<a,<1, an — 1.

Supongamos que [[;-, ar converge (# 0) y limp_ oo -1{4:‘: = L (existe).

1) pa = l—f';: es tnico punto fijo de f,(z) en R, y limy, oo pn = L.
(i) pn > fal(z) > zsiz < pp;pn < falz) <zsiz >p,yaqueld < fi(z) =
an, < 1.

Por el teorema 1, dado cualquier X; la solucién (X,) converge. Como la
férmula de recurrencia para (X,) es de primer grado, entonces:

(5) nler(gloX" = (H ak) [X1+Zm] .
k=1 k=1
La convergencia del producto infinito [];~, ax garantiza que la serie Y ;o (1~

a;) converge; ademads, de la condicién lim, T%g—- = L, se tiene que la serie
n
> 2w bk converge absolutamente, por lo tanto la serie:

(o]
b
E —_— converge absolutamente.
- ay1aq - g

De (5) se ve que el valor lim, _,, X, depende del valor de X, aiin mas, la
sucesion (X, ) puede converger a cualquier valor si se escoge adecuadamente
el valor de X;. Especialmente, si X; = n—é‘;—k— - E:‘;l TE%LE: entonces
(Xn) — L =lim,_o pp.

SBLIOTECA CERTRAS
ORtA VMIVERSIDAD NACIGRAL



146 YU TAKEUCHI

Ejemplo 3. En el caso del ejemplo 2, supongamos que [];.., ax = 0 (el pro-
ducto infinito diverge a 0) y Lim,, .o Té';-: = L (existe). Por el teorema 1, dado
cualquier X la sucesién (X,) converge.

Por el mismo calculo usado en el ejemplo 1 se tiene:

esto es, la sucesién (X,,) converge al limite L independientemente de la esco-
gencia del valor de X;. Nétese que en los ejemplos 2 y 3 la sucesion de funciones
(fa(z)) converge uniformemente a la funcién idéntica f(z) = z.

Ejemplo 4. Consideremos la sucesion (X, ) dada por la férmula de recurrencia

n? 2n
(7 Xn41 = ot 1)ZX,, + ot 1)2‘/X" (n=1,23,--")
con X; > 0 (Fig.2).
Yy
0 Pn — 1 x
(Fig.2)

La funcién f,(z) = (—;%5513 + (n—i&ﬂfﬁ tiene dnico punto fijo p, = (3221 2
en (0,00), y limy~oopn = 1 (= p). Ademds: pp > fo(z) > zsi 2 < pn, ¥y
Pn < fa(z) <z 812> ps.
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Por el teorema 1, dado cualquier X; > 0 la solucién (X,;n = 1,2,3,--)
converge en (0,00). Sean

2n d
bn = m\/ Xn, nlLl’lgoXn = L,

entonces la férmula de recurrencia (7) puede escribirse como sigue:

n?

Xpyr = e
L (n+1)?

Xn+bn (n=1,23-)

Como []2, Gﬁ%v .- %%%7) = 0 (diverge a 0), entonces por el
ejemplo 3 se tiene:

g . b,
nango Xn = nli»nolo 1-n?2/(n+1)? = n—»oo 2n

\/-—\/_

Pero como limp oo X, = L entonces L = VI, 0 sea, L = 1 (ya que L € (0,0)).
Esto es, la sucesiéon (X,) converge al limite 1(= limp_.o pn), independiente-
mente de la escogencia del valor de X; > 0. Nétese que si X; = 0 entonces la
solucién de la Térmula de recurrencia (7) es la sucesién nula (0,0,0,---).

Cuando la sucesién de funciones (fn(z);n = 1,2,3,---) converge uniforme-
mente a la funcién limite f(z), entonces se tiene que p, — py fa(pn) —
f(p), en consecuencia f(p) = p, esto es, p es un punto fijo de la funcién limite
f(z). Por esta razén, es probable que existan soluciones (X,,) de la férmula
de recurrencia (1) que converjan al limite p = lim, _, o, Pn, (en el caso de los
ejemplos 1-4). Sin embargo, en el siguiente ejemplo se muestra un caso en el
que no existe solucién (X,) que converge al limite p = limy, —.co prn, a pesar de
que todas las soluciones (X,) convergen.

Ejemplo 5. Sea (p,) una sucesién creciente tal que
(e o]
Pn—p, Y (p~pa)=+00  (por ejemplo, p, = p—1/n).

Se define fn(z) como sigue:

fn(:l‘) = { (1 - (%)n)x + (%)npn si < Pn

Fig.3
(3 e+ (1= ()P i z2pa RE
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y = fal(2)

{
i
|
{
!
|
|
|

Pn — P

(F'ig.3)

Evidentemente la funcién f,(z) satisface todas las condiciones del teorema
1. Consideremos la sucesién (X,,) dada por la férmula de recurrrencia

(8) Xn+l =fn(Xn) (n= lv2v3;"')'

(1) Si X, > p entonces existe m(> n) tal que X,, < p. En efecto, si X > p
para todo k¥ > n, entonces se tendria: Xy = X — (1 — (-;-)")(X;c - ) <
Xx — (1~ ($)*)(p — px) para todo & > n. Sumando la desigualdad anterior
con respecto a k, desde k = n hasta k = o0, se tendria: img_,oo Xz = Xoo <
Xn = Y renl = (3)") — pr) = —o0, lo cual es absurdo, por lo tanto debe
existir algin m(> n) tal que X, < p.

(ii) Supongamos que p, < X, < p para algun m, entonces existe N(> m)
tal que Xy < pn. En efecto, si pr < X < p para todo k(> m), entonces
la sucesién (X, X1, Xma2, -+ ) seria decreciente, mientras que la sucesién
(Pm,Pm+1,Pm+2, - ) es creciente y tiende al limite p, lo cual es absurdo.

Pm ~——  Pm41 —> Pmy2— 4

—Xmi2 —Xmp1 —Xm

(Fig.4)
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(i1) Supongamos que Xy < py para algin N; entonces X; < py para todo
k > N; en efecto, si Xy < pi entonces Xipp1 = fe(Xi) < fe(pr) = pr < Prr-
La sucesién (Xn, Xn4+1, XNy2,- ) €8 creciente, y tenemos: X4 — Xj =
Fe(Xe)=Xe = (3)¥(pr— Xi) < ($)F(p—X1) < (3)¥(p—Xn) paratodo k > N.
Sumando la desigualdad anterior, desde k = N hasta k& = oo, se tiene que
Xeo — Xn = S0 n(Xet1 = Xe) < (o= Xn) DB = (p— X))V <
p— Xpn,o0sea: Xoo = hmy_, oo Xi <p.

De (i), (ii) y (iil) se ve que toda solucién (X,) de la férmula de recurrencia
converge a un limite estrictamente menor que p. Viceversa, mostremos:

(iv) Dado cualquier L(< p), existe una solucién de la férmula de recurrencia
que converge al limite L.

Demostracién (iv). Como p, — p, entonces existe m tal que L < pn. Sea
(Xn;n=m,m+1,m+2,--) la solucién de la férmula de recurrencia definida
por la condicién inicial Xm = L; entonces X, < Pm, luego X, < pn para todo
n > m. La sucesién (Xm,Xm+1,Xm+2, -) es creciente y tiende a un limite
menor que p, digamos L = limp—o X > Xm = L. Por la definicién de la
funcion f, la sucesién (X,; n > m) satisface la férmula de recurrencia:

= | B 1
(9) Xn-H =(1—(§)n)Xn+(§)ﬁpﬂ (n:mam+1’m+27"'))
por lo tanto se tiene, para n > m ([2],[3]):

- (l)kPk
Xnt1 = 1- k Xm ———_—-
* H( G +§. T (-GW)

En consecuencia se obtlene el limite de la sucesion (X,) como sigue:

o0

. 5 1

L= lim X, =aXn+ (5)’°pk/ak],
k=m

n—0o0

donde
: 1s . = 1
a=Jl0-GY) e=lma=[[0-()
j=m j=m

Sea (Xn;n > m) la solucion de la {6rmula de recurrencia (8) definida por la
condicién inicial: X = &£ — 722 (1)¥p,/ax. Como L < L entonces X, <
X < Dm, €N consecuencxa. se tiene que X, < p, para todo n > m. Por lo
tanto la sucesion (X,;n > n) satisface la formula de recurrencia (9) y su limite
es:

lim X, = a[Xn +Z—M] B:

n—=+00

k=m s
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3. Segundo caso, conjunto de convergencia cerrado y no vacio

Teorema 2. Consideremos la férmula de recurrencia de primer orden (1),
donde las funciones f,(z) (n = 1,2,3, - --) satisfacen las siguientes condiciones:
(i) fn(z) tiene un punto fijo p, en I = (a,b), y limy~copn =p € I = [a,8].
(i) fa(z) <z si z < pp, foz) >z siz > p, (Fig.5).

|
|
!
!
[
!
!
!

~~
~

a Pn — D b
(Fig.5)

(iii) fa(z) es continua y creciente en I.

Entonces existe un intervalo cerrado T = [c,d)(C I) tal que si X; < ¢ la
solucién (X,,;n = 1,2,3,---) es decreciente (a partir de algiin término) y ésta
no converge al limite p, si X; € T = [¢,d] la solucién (X,;n = 1,2,3,---)
converge al limite p, y si X; > d la solucion (X,;n = 1,2,3,.--) es creciente (a
partir de algun término) y ésta no converge al limite p. Ndtese que la solucion
(X,) puede converger a algiin limite distinto de p en caso de que X; ¢ T = [c,d]
(Ejemplo 8).

Supongamos adicionalmente que las funciones f,(z) {n = 1,2,3,---) satisfagan
la desigualdad:

(10) ly) = fa(e) > y—zsiz<y (para todo n);

entonces el intervalo T' se reduce al conjunto unitario T = {c}, donde

(1 c= lm fHfC f N (R) ).
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Si fa(z) (n=1,2,3,---) son derivables y f}(z) > 1, entonces se cumplen las
dos condiciones (iii) y (10).

Demostracién. Sean Sn = in.f{pn,pn+l,pn+2,‘ B }) ln = Sup{pﬂupn+lspn+2a
-}, Dn = [sa,t] (n = 1,2,3,---); entonces (s,) es creciente, y ({,) es
decreciente, luego:

(12) Dpy1 € D, paratodo n.

Ademés, (sn), (tn) — p, osea, (o, Dn = {p}. Evidentemente, p; € D, para
todok=n,n+1n+2, .

Por la condicién (ii) y la continuidad de las funciones f,(z) tenemos las
siguientes contenencias:

(13) fn((sn,tn)) D) (sn,tn) para todo n,

(14) Dy, D f7H(Dy) para todo n.

En efecto, sea y € (sn,%5); 81 ¥ < py, entonces fr(y) < y < pn = fn(pn); por el
teorema del valor intermedio existe z € [y, p,] tal que f,(z) = y. De la misma
manera, si y > p, existe z € [p,, y} tal que f,(z) = y, por lo tanto se obtiene
la contenencia (13).

Por otra parte, si £ < s, entonces fn(z) < & < s,, 0 sea que fu(z) ¢
Dy. De la misma manera, si z > t, entonces t, < z < fn(z), o sea que
fa(z) ¢ Dn. Por lo tanto se obtiene la contenencia (14). Sea T, = {z €
I|(fao -0 fr0 fi)(z) € Da} = [T (f5 (- (S (Dn))-+) (n = 1,2,3,-);
por (13) se tiene que T, # #. Ademds, T, es un intervalo cerrado ya que
la funcién (fn 0 --- 0 fy0 f)) es continua y creciente. Se obtiene: T,4; C
T, paratodo n. En efecto, Ty = f{l(fz"l('-.f,:l(f;h(D,,H)) ) C
N 7 (D) ) CITN SN £ (D) - -)) = T (usamos (12)
y (14)). Sea T = ()7, Tn; por el teorema del encaje de Cantor se tiene que 7'
es un intervalo cerrado (no vacio), digamos T = [c, d]. De (14) obtenemos:

(15) T:[C,d]CDl ‘—‘[S]_,tll.

Si X; € T entonces X, € T, para todo n, por lo tanto: X,y = (frpo---0
fro fi)(X1) € D, paratodo n, en consecuencia: (X,) — p.
Si X1 ¢ T entonces existe m tal que X, ¢ T,,, por lo tanto:

Xn41 = (fao-- 0 fa0 i)(X1) & Dm = [sm,tm].

Si Xrms1 < Sm (se puede presentar este caso cuando X; < c ya que fi es
creciente par todo k), entonces Xpq1 < Pmt1, 1080 Xmi2 = frmt1{Xmt1) <
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Xm41- Tenemos también que Xpmis < $m < Pmi2, luego Xpmyz =
Fns2(Xma2) < Xmy2; asi sucesivamente se obtiene: s, > X1 > Ximya >
Xm4s > -, por lo tanto la sucesion (X, ) es decreciente a partir del término
Xm+1, Y ésta no converge al limite p. De la misma manera, s1i Xmy1 > tm
(se presenta este caso cuando X; > d) entonces la sucesién (X,) es creciente a
partir del término X, 41, ¥y ésta no converge al limite p.

Ahora, supongamos que las funciones f,(z) satisfacen la desigualdad (10)
en el intervalo Dq. Sea g, =(fp0--- fao f1), entonces se tiene la desigualdad:

(16) In(y) —gn(z) > y—=z paraz,y € D) con z < y.

Como T, = g;}(Dy), entonces la longitud del intervalo T, es menor o igual
a la longitud del intervalo D,, en consecuencia el didmetro de T = ﬂ:‘;l Tn
debe ser cero, esto es, T' es un conjunto unitario. Como p € D,, para todo n,
entonces f; (£ (- fr'(p)---)) € T, para todo n, por lo tanto se tiene que
T = {c} donde ¢ = limy—oo f; 2 (f (- f7HD)--+))-

Ejemplo 6. Consideremos la sucesién dada por la férmula de recurrencia
(17) Xat1 = fo(Xn) =(n+ 1)Xp —(n+2) (n=1,2,3,---)

La funcién fo(z) = (n+1)z—(n+2) tiene un punto fijo p, = 22 y (p,) — 1(=
p). Evidentemente, f,(z) satisface todas las condiciones del teorema 2; como
también satisface la desigualdad (10), por lo tanto existe ¢ € [p,p1] = [1, 3] tal
que X; = csi y sblo si (X,) — 1. En realidad, la férmula de recurrencia (17)
es de primer grado, por lo tanto su solucidn es:

n

k42
Xn+1:(n+1)!.[xl—;(l-c—}m].

Como Y 5o, & +12)! = 2e — 3, entonces se tiene: si X; # 2¢ —3 entonces
(Xn) — 4+ —00, y si X;=2e—3 entonces:
oo oo k42
k+2 L= ,
Xng1=(n+1)!- Z T T n+11 lc+11
k=n+1 ( + ) Zk:n-}-l{ﬁ e m]

2
(n —o0)  lim =t 3 I —1 (Regla de L’Hopital).
TR T G

Obsérvese que la sucesién de funciones (f,(z);n = 1,2,3,---) es divergente,
y que el conjunto unitario T' = {2e¢ — 3} es el conjunto de convergencia de la
férmula de recurrencia (17).
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Ejemplo 7. X, 41 = fu(X,) donde
2z +3/2" st z< — (57!
fn(z) = z/2 si — (%)”"1 £z < ,__(%)n
2043/ si - (b <.

pn = —3/2" -2t (/2" 0
T T T
l I I
| o ! .
. . - == J-apr
| I
| SN, S (/2"
: y = falz)
| Y=
[
I
|
l
!
(Fig.6)
La funcién f,(z) tiene inico punto fijo p, = =3 - (3)" vy pn — 0(= p).

Evidentemente, f,(z) satisface todas las condiciones del teorema 2.

Se observa que f, : [~(3)""!,—(3)"] — [=(3)",—(3)"*!] es sobre, por
lo tanto, si X; € [~1,—3%] entonces X, € [~(3)"*,~(3)"] y (X») — 0. Si
X1 < —1, entonces existe ¢ > 0 tal que X; < —1 — ¢; podemos demostrar, por
induccién, que X,, < —(%)"”‘1 —27~1.¢, por lo tanto se tiene que (X,) — —oo.
Si X; > —1, entonces existe ¢ > 0 tal que X; > —4+¢; podemos demostrar, por
induccién, que X, > —(3)" + 2"~ -¢, por lo tanto se tiene que (X,) — +oo.
Por lo tanto, el intervalo cerrado T' = [~1,—14] es el conjunto de convergencia
de la férmula de recurrencia.
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Ejemplo 8. Consideremos la sucesién
(18) Xats = falXa) = (Xa)® = (Xa)? + X ~ ()"
Tenemos:
fn(:c)zzs—x2+x-(%)" — fe)=2* -2 +2
uniformemente en R. La funcién f(z) tiene dos puntos fijos, 0 y 1, sin embargo

la funcién f.(z) tiene un dnico punto fijo p,(> 1) en R (ver la (Fig.7)), y
(Pa) — 1(=p).

Y
|
|
| {
|
1 1
y=z ] |
{ |
i |
/() L |
i ]
i i
= fn(x) : :
0 : 1 i
/ 4 1 Pn z

(Fig.7)

Se ve inmediatamente que la funcién f,(z) satisface todas las condiciones
del teorema 2 ya que f.(z) = 322 — 2z + 1 > 1 para todo z > 1, por lo tanto
existe c con 1 < ¢ < p; tal que X; = csi ysdlosi (X,) — 1. 81 X; =1(<¢),
entonces la sucesion (Xp;n = 1,2,3,--+) no converge al limite 1 puesto que
(Xn) es decreciente; sin embargo ésta converge al limite 0. En efecto, tenemos:

f(:c):x3—a:2+m>%z: para z >0,
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luego
1.,.3 1.,
Xnp1 = F(Xn) = ()" 2 5Xa = () paraXa >0,

por lo tanto ([2],[3])
I {Xl-flﬁ}
n = 4 — (%)k
= (ji‘)n : {Xl = 3%] .

Como Y 32, % = 1, entonces X4 > 0 para todo n cuando X; > 3. Se

observa que la sucesion (X, ) es decreciente cuando X; < ¢; entonces (X,) — 0
cuando % € X; < c¢. Notese que 0 es un punto fijo de la funcién f(z) =

limp, o0 fn(x)r Yy que f’(O) =1L
Evidentemente, si X; = 0 entonces (X,) — —o0. Sean

Un ={z|(fao -0 f20 fi)(zx) 2 0}, U::nUn;

n=1

entonces U es un intervalo cerrado de la forma U = [p,00). Como 1 € U,
entonces p < ¢, por lo tanto se tiene:

si X; < p entonces (X,;)— —oo,

si p< Xy <c entonces (X,) — 0,
si X1 = ¢ entonces (X,)—1,

si ¢ < X, entonces (X,)— +o0.

Por lo tanto el conjunto de convergencia de la férmula de recurrencia (18) es

igual al intervalo cerrado [p,¢c]. Por un calculo numérico se obtiene aproxi-
madamente:

p=1045---, . ¢=1126---.
Ejemplo 9. Considérese Xp41 = fu(X,) =2 - %’;—, 0<by,<l,b, — 1. La

funcién fn(x) = 2— b, /z tiene dos puntos fijosen R: p, = 1—-+/1-b;, ¢n =
14++/1—b,, pn<1<gq, paratodon,y(pn)(g.) — L

SBLIOTECA CERTRA:
O VNIVERSIBAD MACIONM
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y

2
|
i
|
|
|
{

0 [l )

[pn — 1 < ¢qn x

(Fig.8)

(i) En el intervalo [1, co) la funcién f,,(x) tiene un tnico punto fijo q,, ¥ (¢n) —
I; ademds: ¢ < fp(r) < ¢ S1 & < qn, ¢n < fo(®) < & si & > g¢,. Por
el teorema 1, dado cualquier X; > 1 la solucién (X, X5, X3, ) converge al
limite 1. Se tiene el mismo resultado tomando X, {para cualquier m) como el
primer término de la solucidn, por lo tanto si X,, > | para algin m, entonces
(Xn) — 1
(it) En el intervalo (0,1] la funcidn f,(z) es continna y creciente, y f,(z) tiene
unico punto fijo p,, (pn) — 1. Ademas: f,(2) < z si z < p,, fu(x) > z si
z > p,. Por el teorema 2, existe un intervalo cerrado [e, dJ(C (0, 1]) tal que:
(1) st X1 € [¢,d] entonces (X,) — 1;
(2) si X1 > d entonces (X, ) es creciente a partir de algin término, por lo
tanto existe m tal que X,,, > 1 y por (i) la solucidn (X,,) converge a 1,
(3) st X; < ¢ entonces (X,) es decreciente a partir de algiin término, por
lo tanto existe algin m tal que X, < 0. De la formula de recurrencia
se ve que Xy > 2; de nuevo la solucién (X,,) converge al limite 1;
(4) st X; =0, Xp = +o0, X3 = 2, por (i) la solucién converge al limite 1.
En resumen, cualquier solucién de la férmula de recurrencia converge al limite
1. Podemos considerar que R es el conjunto de convergencia.

En el teorema 2 se supone que las funciones f,(z) (n = 1,2,3,-- ) son
crecientes y tienen un tnico punto fijo en el intervalo I. Eliminando estas



CONJUNTO DE CONVERGENCIA DE LA FORMULA ... 157

condiciones se obtiene la siguiente generalizacién del teorema 2 (propuesta por
el profesor Roberto Quicazan):

Corolario. (generalizacion del teorema 2). Supongamos que las funciones
fa(z) (n=1,2,3,-) satisfacen las siguientes condiciones:

(i) fo(2) < z 8i 2 < pn; fu(z) > z si 2 > ¢, donde p, es el minimo punto fijo
de fn(z) y ¢, el maximo punto fijo de f,(z) en I, tales que (p,),(gn) — p € I,
(ii) fa(z) es continua en I.

Entonces existe un conjunto cerrado no vacio T(C I) tal que X, € T si y sélo
si la solucién (Xp;n = 1,2,3,-- ) de la formula de recurrencia (1) converge al
limite p.

La demostracidn es igual a la del teorema 2, tomando: s, = inf {pn,Pn+1,
Prn+2, - }: tn = sup {an In+1:9n42, - }
Ejemplo 10. Consideremos X,;; = fn(X,,), donde

3z+2 si 2<%
filzy=4 -3z si —ig<2<3
3z-2 s g2

fasi(2) = 5a(22).

Se observa que se obtiene la gréfica de la funcién f,,41(x) reduciendo la gréifica
de la funcién fi(z) con una escala de 1: 2" (ver (Fig.9)).

y = fi(z) y==z

]
wiv
S

b P mm o e

W
e
Wit

(Fig.9)
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La funcién f,(z) tiene tres puntos fijos 0, pr = —(3)""!, ¢ = (3)*°F,
(Pn),(gn) — 0.

Evidentemente, la funcién f,(z) satisface todas las condiciones del corolario
del teorema 2, por lo tanto existe un conjunto cerrado no vacio T tal que
X1 €T siysdlosi (Xp) — 0. Como la sucesidn de funciones (f,(z);n =
1,2,3,---) converge uniformemente a la funcion lineal 3z, entonces 0 es el
unico limite posible de la sucesién (X,). En consecuencia tenemos: si  X; ¢
T entonces (X,) — =00, 0 sea que T es el conjunto de convergencia de la
férmula de recurrencia.

A continuacién, vamos a demostrar que 7' es un conjunto similar al conjunto
ternario de Cantor (fractal de dimensién 1).

(1) Sean D, = [pnuqn] = [‘(%)anv(%)n-—l] (n == 1723&"')3 I = Dl
(-1.1], T,, = {zl(fao---0f20 fi)(x) € Da} = 7' (f7 (- f71(Dn) )
/s (e W (omo fk+1(x) Lf1(2z) (para todo k), entonces (fry1 0+
f3 o fz)(z) “(fn o -0 fa o fi)(2z); teniendo en cuenta que Dpy
]),, se obtlene la siguiente igualdad: f51(f3'(--- n+1(Dn+1) ) =3

fx 1(fz 1( Y Dn) ) = -T Por lo tanto se obtiene:

I

~——

Il o

(19)  Tany = UG S (Dan) ) = TG T)

(ii) Las funciones inversas de las tres partes de la funcién fi(x), y = 3z+42, y=
-3z, y = 3z — 2, son respectivamente: A" : [~1,1] — [-1,-3], t+—
lg —%, RY) 1,1 — [—3,3] t— —-t B2 o [-1,1] — [%,1], t—
5t + 2. Si un conjunto C' estaen / = [—1, l] entonces:

(20) 1) = RO M) | D0,

Tenemos: Ty = f{ (D)) =Dy = [—1 l]( 1), m(ty) =2 (m: medida).
(i) To = [T T = /71 GD = f71 (=4, 3) = IO U (1) U I(2) donde

10) = h(%[—%, %1) = [-5/6,-3/6),

1) = K-35 = [-1/6,1/6],

11 .
1(2) = K([~5,3]) = 3/6,5/6],  m(Ty) =
Para obtener los tres intervalos disyuntos 1(0), I(1), I(2) a partir del inter-
valo J = [~1,1] se puede proceder como sigue.
Se divide el intervalo cerrado I = [—1, 1] en doce partes iguales, la primera se
elimina, las dos siguientes forman el intervalo cerrado 1(0), las dos siguientes se
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eliminan, las dos siguientes forman el intervalo cerrado I(1), las dos siguientes
se eliminan, las dos siguientes forman el intervalo cerrado 1(2), y la iltima se
elimina. (Ver (Fig.10))

se eliminan estos subintervalos de /

(Fig.10)

(iv) Ahora, supongamos que T}, es la union disyunta de 3" — 1 intervalos ce-
rrados: '

2 2
@) Ta= | Ikyoookao)= | ko k),

k1, ka1 =0 ka2, kn=0

donde
1
(22) I(kl,k2,~~-,kn_l)zh(’“‘)(§l(k2,~»,Icn)) (ky =0,1,2).

Ademas, supongamos que I(ky, -, kn-2,0), I(ky, -, kn—2,1), I(k1,---,
kyn_2,2) son tres subintervalos cerrados del intervalo I(k,- - -, k,—2) obtenidos
por el mismo procedimiento descrito en (iii) (Fig.10).

De (19) y (20) tenemos: Tny1 = f7 (3Tn) = UL, . komo ST (31(ka, -, kn))
= sz:O Uig,"* ka=0 h(kl)(%l(kz’ T ’kn)) = Uil,k2,~~. kn=0 I(klx k?y sl ¢ kn)
donde I(ky k2, - ko) = hOD(3I(ky, - kn)) (ki k2, ke = 0,1,2).
Tenemos: I(ky, - ko) = hED(EI(ks, - k) C RED(LI(k, - kno1)) =
I(ky, kg, -  kn_y). Como I(ks, - kp_1,k,) (kn = 0,1,2) son subintervalos
delintervalo cerrado I(kz,- - - , kn—1) obtenidos por el mismo procedimiento des-
crito en (iii) (por la hipdtesis de la induccién) y las funciones h(¥1)(k; = 0,1,2)
son lineales de pendiente +1/3, entonces los intervalos I(ky, -, kn_1,kn)
(kn = 0,1,2) son subintervalos cerrados de I(ky,--- ,kn_1) obtenidos por el
mismo procedimiento descrito en (iii) (Fig.10). Por induccién, para todo n
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son validas las igualdades (21) y (22), y el método para obtener los intervalos
cerrados I(ky, - - kn_1,k,).

{v) Tenemos inmediatamente que m{(I{ky, ks, -, kn)) = 2- (%)”,m('l'n“) =
(3)*1, por lo tanto, m(T) = limy, oo m(Th41) = 0.

(vi) Dado z € [0, 1] se puede desarrollar el nimero real x en el sistema ternario
como sigue: £ = 0 - kykoks------ {kp, = 0,1,2). Como (k1) D I(k1,k2) D
I(ky, ko k3) D - entonces al nimero real z se le hace corresponder un
punto del conjunto 7" dado por:

() I(k1 ko, k),
n=1

por lo tanto la cardinalidad del conjunto T es igual a ¢, o sea que T no es
enumerable. Obsérvese que el complemento del conjunto T es denso en R. T
es un conjunto ternario de Cantor en el sentido extendido.

Observacion. En el presente ejemplo, como fiy(Dy) = Dy, fk"l(l)k) = Dy para
todo k, entonces el conjunto de convergencia T esta determinado solamente por
el comportamiento de la funcion fg(z) en 1 (para todo k). Por esta razén, la
siguiente férmula de recurrencia: X, 1 = Fr(X,)n=1,2,3,-- -, donde

fapi(z) si 2] < (3)"
4n . 23 si lx[?_(—é—)” (n=0,1,2,---)

Foyi(z) = {

tiene el mismo conjunto de convergencia que el obtenido en el presente ejemplo.
En cambio, en el caso de la féormula de recurrencia: X,41 = Go(X,) n =
1,2,3,-- -, donde

fari(z) si Jzl < (5)"
Gopr(zy =4 ()" Ve si 22 (3)" (n=0,1,2,--),

—(F)" Vel si 2 < =(§)",

su conjunto de convergencia es igual a R por el teorema 1. La sucesién de
funciones (F,(z);n = 1,2,3,.--) diverge para todo z # 0, y la sucesién de
funciones (Gn(z);n = 1,2,3,-- ) converge a la funcién nula 0.

3. Conjunto ternario de Cantor

En la férmula de recurrencia X, 41 = fo(X,) (n=123,-), supon-
gamos que las funciones (f,(z);n = 1,2,3,-..) satisfacen las condiciones del
corolario del teorema 2, reemplazando f,(z) < zsiz < p,, fu(z) > zsiz > q,,
por la condicién uniforme [, () < zsiz € [pn, gn]. (Fig.11)
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//pt—»p -

(Fig.11)

En este caso, el conjunto de convergencia puede ser vacio (ejemplo 11), pero
en el ejemplo 12 se muestra que el conjunto de convergencia es el conjunto
ternario de Cantor en el sentido clasico.

Ejemplo 11. Consideremos X, 41 = fo(X,) donde

2z 4+ (3)""2 si ¢ < -3/2"
=2z~ ()73 si x> -3/

)= {

La funcién f,(z) tiene dos puntos fijos: p, = —-(%)”'2, n = —#_T; se
observa que (pn),(¢n) son crecientes y (pn),(gn) — 0.
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0
(-3}
(~&-2)
y = fa(z)
([Epll) \
y = folx)
(—2"‘2)
y = fi(z)
(Fig.12)

Notese que la sucesidon de funciones (f,(z);n = 1,2,3,.-) converge uni-
formemente a la funcién limite —2|z|. Tenemos: fp(2) < zsiz < pn 0T > ¢n;
ademds, si p, < z < g entonces fn(z) < fa(=3/2") = ~(5)""" = Pnt1-
Tenemos que (Xp;n = 1,2,3, ) — —oo, dado cualquier X; € R. En efecto,
si X, € p, entonces Xy = fu(Xn) < Xpn < Pryr, luego: Xy > Xy >
Xpg2 > Xnpz > -+ — —00. St X, > gn entonces Xppy = fo(Xn) < gn <
Pn+1, luego Xnp1 > Xpy2 > Xng3 > - — —00. Sipn < Xy < gn, entonces
Xn+1 = fn(Xn) < Pn+1, luego Xn+1 > Xn+2 > Xn+3 > ... — —00. Por lo
tanto, el conjunto de convergencia es vacio.

Ejemplo 12. Consideremos X,y = fn(X,) donde:
2z st 2 < %(%)""1

=2z +2- (31 si 2> (3

)= {
Se demuestra inmediatamente la siguiente igualdad:
2.3
(23) Jesi(z) = §fk(—2—r) para todo k.

La funcién f,{x) tiene dos puntos fijos: p, =0, ¢, = (%)", (Pn).(gn) — 0. Se
observa que fo(z) <z st z<0 o =>¢q,= (%)"; ademas, la sucesién de
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funciones (fo(z);n = 1,2,3, --) converge uniformemente a la funcién limite
—2|z] (igual al caso del ejemplo 11).

y v
4.1
(5%
|
f
[
i
i 1
i i
1 |
{ | ]
| | |
q | |
0 1 |
=  Qn < g2 — Q1 1 z
y=/talz) y=Ffl2) y=flz)
(Fig.13) ‘

Sean D,, = [0,(%)””] (n=1,2,3,---), I = D, =[0,1]. Entonces

(29) fa(Da) =Dy, fil(Dn)=Dp, Dpy1==-D,.

Se define: T,, = {z|(fno- -0 fao fi)(z) € D} = f;l(f;1(~-~f,j}(Dn) ) B
Entonces T}, es un conjunto cerrado no vacioy T, D Ty 4, paratodon. SeaT =
ﬂ:;l Ta; T es un conjunto cerrado y no vacio, y se tiene: si X; € T entonces
(Xn;n=1,2,3,---) — 0, si X; ¢ T entonces (Xn;n=1,2,3,---) — —o0,
esto es, T es el conjunto de convergencia de la férmula de recurrencia.

En efecto, evidentemente se tiene que (X,) — 0si X; € T. Si X; ¢ T
entonces X; ¢ T,,, para algin m, luego X1 € Dy, Si Xpy1 < 0, entonces
Xmg1 > Xmp2 > Xz > - — —00. Si Xppq1 > (%)"“1, entonces X 42
< —(2/3)™, luego Xmi2 > Xm43 > Xmsa > -+ —> —00. Como en el caso
del ejemplo 10, de (23) y (24) obtenemos la siguiente igualdad:

(25) Ty = ff‘(ng) (n=12,3,---).

Wb

SIBLIOTECA CERTRA-
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La funcién fi(zx) esta formada de dos partes, y = 2z, y = —2x+2; las funciones
inversas de éstas son respectivamente: h(®9) : [0,1] — [0,4], ¢+ t; A
[0,1] — [3,1], ¢ — —3t+ 1. Si un conjunto C estd en el intervalo [0,1]
entonces fi }(C) = A(O(C) U h(MY(C). Tenemos: Ty = f{(Dy) = [0,1] = I,
T, = 7Y% T) = f7(0,2)) = I(0) U I(1) donde I(0) = [0,1/3],I(1) =
[2/3,1]. Para obtener los intervalos I(0), I(1) se divide el intervalo I = {0, 1]
en tres partes iguales y se elimina el subintervalo central, quedando asilos
subintervalos cerrados disyuntos I(0) y I(1) (Ver (Fig.14)).

—
= =
<4
I =
(= =

0 1(0) 3 % 1(2) 1

(Fig.14)

Ahora por induccién podemos demostrar que 7, ; es la union disyunta de 27
intervalos cerrados: Tp4q = Uil’kg‘,l,k":(} I(ky, k2, -- ,ky) donde I(kq, ko, -,
kn-1,0), I(k1,k2, - ,kn-1,1)son subintervalos cerrados del intervalo I(ky, k2,
--+ ,kn_1) obtenidos por el mismo método descrito anteriormente (Fig.14). De
esta manera, se ve que el conjunto de convergencia T es el conjunto ternario
de Cantor, en el sentido clasico.

Noétese que el conjunto de convergencia estd determinado por el compor-
tamiento de la funcién fi(z) en Dg; si la funcién Fi(z) satisface

{ Frp(x) = fegr(z) en Dy = [0’(%)16]
Fra(z)<z si 2<0; Fpp(z)<0 si z> (%)k’

entonces el conjunto de convergencia de la formula de recurrencia X,4; =
Fa(X,) (n+1,2,3, ) es también el conjunto ternario de Cantor.
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