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CONJUNTO DE CONVERGENCIA DE LA FÓRMULA DE
RECURRENCIA y CONJUNTO TERNARIO DE CANTOR

Yu TAKEUCHI(*)

Resumen. Se estudian los problemas de convergencia del sistema dinámico
discreto general Xn+1 = fn(Xn), donde la función de correlación depende de
n. Se presentan numerosos ejemplos explícitos, y se estudian casos en que el
conjunto de convergencia coincide con el ternario de Cantor.

Ab.tract. Severa! explíót examples of discrete genera! dynamica! systems
Xn+1 = fn(Xn) are considered, and convergence problerns are studied. Tbe
a.rticJe ineludes cases in which Cantor's ternary set can be proved to be the
convergence dominion.
Keywords. Discrete general dynamícal systems, convergence, Cantor's ternary
seto

1. Introducción

Sea (Xn) la solución de la fórmula de recurrencia de primer orden:

(1) n = 1,2,3,···

Supongamos que

(i) fn : l(c;, ~) --+ ~ es continua (I es un intervalo),
(ii) la sucesión de funciones (In (x); n = 1,2,3, ... ) converge uniformemente

en 1 a una función límite f(x),
(iii) ¡(x) tiene un punto fijo L en 1, y f(x) es derivable en L.

(*)Texto recibido 6/8/96, revisado 3/2/97. Yu Takeuchi, Departamento de Matemáticas y
Estadística, Universidad Nacional de Colombia.
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Sabernos que si I!,(L)I f:- 1 entonces existe por lo menos una solución (Xn)

de la fórmula (1) que converge al límite L (ver O]). En el presente trabajo
se obtienen criterios de convergencia de la solución (Xn) de la fórmula de
recurrencia (1) a partir de los comportamientos de las funciones (In (x); n =
1,2,3,···) sin suponer la convergencia uniforme de la sucesión de funciones
(In; n = 1,2, 3, ... ); por esta razón sus resultados son aplicables a los casos en
los que la sucesión de funciones Un(X); n = 1,2,3,···) es divergente, o ésta
converge a la función idéntica.

Un conjunto T(~ 1) se llama conjunto de convergencia de la fórmula de
recurrencia (1) si

X1ET si y sólo si la solución (X¡,X2,X3,···) converge.

En la sección 2 de este artículo se trata el caso en que cualquier solución de la
fórmula converge, o sea que el conjunto de convergencia es igual al intervalo 1,
aunque las soluciones puedan converger a varios límites diferentes.

En la sección 3 se trata el caso en que el conjunto de convergencia de la
fórmula de recurrencia es un conjunto cerrado no vacío, que puede ser un con-
junto unitario, o un intervalo cerrado, en algunos casos similar al conjunto
ternario de Cantor (fractal de dimensión 1).

En la sección 4 se presentan las situaciones en que el conjunto de conver-
gencia de la fórmula de recurrencia puede ser vacío, o puede ser fractal de
dimensión uno; se muestra un ejemplo donde el conjunto de convergencia es
precisamente igua! a! conjunto ternario de Cantor en el sentido clásico.

2. Primer caso, convergencia de cualquier
solución de la fórmula de recurrencia

Teorema 1. Consideremos la fórmula de recurrencia de primer orden:

Xn+l = !n(Xn)
in: 1 = (a,b) --+ IR (n = 1,2,3,"')'

donde las funciones in(x) (n
ciones (Fig.l):

1,2,3, ... ) satisfacen las siguientes condi-
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y=X

(Fig.l)

(i) X < fn(x) < qn si X < Pn, Y Pn < fn(x) < x si x > qn, donde Pn es el
mínimo punto fijo de fn(x), qn es el máximo punto fijo de fn(x) en el
intervalo 1 = (a,b), y (Pn),(qn) -- pE ¡= [a,b].

(ii) Pn ~ f .••(x) ~ qn en Pn ~ X ~ qn·
Entonces, dado cualquier Xl E 1 la solución (Xn; n = 1,2,3,· .. ) converge en
¡= [a,bJ.

Observación 1. El dominio 1 de las funciones fn (x) (n = 1,2,3, ... ) puede
ser otro tipo de intervalo, por ejemplo, [a, b], (-00, b], etc. Observación 2. En el
teorema 1no es necesario suponer la continuidad de las funciones i« (x) (n =
1, 2, 3, ... ) en l.

Demostración.
1. Si Xk E l entonces X"+l E l. En efecto, si X" > q" entonces p" <

J,.(Xk) = Xk+l < X,,; si X" < Pi< entonces X" < f,,(XI<) = Xk+l < s», y si
Pk ~ Xk ~ qk entonces Pk ~ f,,(X,,) = Xk+l ~ qk, por lo tanto se tiene que
Xk+l E l. Por inducción se obtiene:

(2) si Xl E l entonces Xn E l para todo n.

Il. Supongamos que la sucesión (Xn) no converge al límite P, o sea que existe
( > O (podemos suponer que (p - e, P + e) e I) tal que:

(3) para cualquier m existe k ~ m con Xk í (p - f,P + f).
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Por otra parte, como (Pn), (qn) --+ P entonces existe N tal que:

(4) Pn,qnE(P-f,p+C) para todo n a Jv.

Tenemos que XN f/. (p - (,P + e). En efecto, si XN E (p - f,p+ f.) entonces se
tendría que X le E (p - e, P + E) para todo k ~ N (por un razonamiento similar
a 1), lo cual es absurdo.

Supongamos que XN ~ P + e, Como XN > P - f entonces Xn > P - e para
todo n ~ N (por un razonamiento similar a 1). Se demuestra que Xn ~ P + E

para todo n ~ N. En efecto, si Xm < P + e para algún m > N entonces
Xm E (p - e.p + E), luego XI; E (p - E, P + .o) para todo k ~ m, y se contradice
la hipótesis (3).

De la desigualdad X" ~ p + ( > qn para todo n ~ N, se tiene que X,,+l =
!n(Xn) < Xn para todo n ~ N, así que la sucesión (XN,XN+1,XN+2,"')
es decreciente y acotada inferiormente por P + E, por lo tanto existe el límite
lim., ....•oc Xn ~ p + c.

De la misma manera, si XN S p - E entonces la sucesión (X,,) es creciente
a partir del término X N, Y acotada por p - e, por lo tanto existe el límite:
lirn., ....•oc X,,(S p - .o).

Ejemplo 1. Xn+1 = !,,(X,,) = anX" + bn, donde (bn) ----> O y an = 1/2 si n
es impar, an = 1/3 si n es par.

(i) Pn = l~~" es único punto fijo de !,,(x) = anx+b" en lk, y lim., ....•oo Pn =
O.

(ii) p" > !n(x) > x si z < p", Pn < !,,(x) < x si x > Pn ya que
O < f~(x) = an < 1.

Por el teorema 1, dado cualquier Xl la solución (X,,; n = 1,2,3,···) con-
verge. La fórmula de recurrencia para la sucesión (X,,) es de primer grado, por
lo tanto se obtiene la siguiente solución general ([2],[3]):

---+n -+ 00
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Tomando An = ala,lan' Ao = O, tenemos:

(L'Hópital)= lim
k-oc Ak - Ak-l

lir h= 1m --- = O
k-oo 1- ak

(= lim Pn).n-+oo

Esto es, la sucesión (Xn) converge al límite O,dado cualquier valor de Xl.
Nótese que la sucesión de funciones Un( x); n = 1,2,3, ... ) es divergente, para
todo x f. O.

Ejemplo 2. Xn+1 = fn(Xn) n = 1,2,3···,

donde fn(x) = anx + bn, 0< an < 1, an ---+ 1.

Supongamos que n~=l ak converge (f. O) Y limn_oo l~':ln = L (existe).

(i) Pn = l~':¡n es único punto fijo de fn(x) en JR, y limn_oo Pn = L.
(ii) P« > fn(x) > x si x < Pn; Pn < fn(x) < x si x> Pn ya que O< f~(x) =

an < l.

Por el teorema 1, dado cualquier Xl la solución (Xn) converge. Como la
fórmula de recurrencia para (Xn) es de primer grado, entonces:

(5)

La convergencia del producto infinito n~=l ak garantiza que la serie I:~=l (l-
a.) converge; además, de la condición liffin-+oo l~':ln = L, se tiene que la serie
¿~=l bk converge absolutamente, por lo tanto la serie:

converge absolutamente.

De (5) se ve que el valor lim, ....•ooXn depende del valor de Xl, aún más, la
sucesión (Xn) puede converger a cualquier valor si se escoge adecuadamente
el valor de XI. Especialmente, si Xl = nJ - I:koo_l h entonces

k=l ak - ala2···ak

(Xn) ---+ L = lim., ....•ooPn'

"ISUOTECA C!RT~,"
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Ejemplo 3. En el caso del ejemplo 2, supongamos que I1~:=1ak = O(el pro-
ducto infinito diverge a O) y lirn,.HOO l~~n = L (existe). Por el teorema 1, dado
cualquier Xl la sucesión (Xn) converge.

Por el mismo cálculo usado en el ejemplo 1 se tiene:

lim Xn = lim ~ = L,
n-+oo n ...•oo 1- an

esto es, la sucesión (X n) .converge al límite L independientemente de la esco-
gencia del valor de Xl. Nótese que en los ejemplos 2 y 31a sucesión de funciones
Un(x)) converge uniformemente a la función idéntica f(x) = x.

Ejemplo 4. Consideremos la sucesión (Xn) dada por la fórmula de recurrencia

(7) (n - 1 2 3 ... )- , J ,

con x, > O (Fig.2).

y

y = fn(x)

o Pn ----+ 1 x

(Fig.2)

L f . , f () n 2 2n r:», .. t fii ( 2n ) 2a uncion n X = (n+l)2 x + (n+l)' V x tiene uruco pun o JO Pn = 2ñ+l
en (0,00), y lim., ...•ooPn = 1 (= p). Además: Pn > fn(x) > x si x < Pn, Y
Pn < fn (x) < x si x > Pn.
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Por el teorema 1, dado cualquier Xl> O la solución (Xn;n = 1,2,3,···)
converge en (0,00). Sean

lim Xn = L,
n->oo

entonces la fórmula de recurrencia (7) puede escribirse como sigue:

C noo n2

omo n cs I ('ñ+iji
ejemplo 3 se tiene:

(n=I,2,3,···).

O (diverge a O), entonces por el

lim Xn = lim ;n = lim ~rx;, = Vi.
n->oo n->oo 1 - n2 (n + 1)2 n ...•oo 2n + 1

Pero como lim., ....•oo Xn = L entonces L == .,fi, o sea, L = 1 (ya que L E (0,00)).
Esto es, la sucesión (Xn) converge al límite 1(= lirn., ....•oo Pn), independiente-
mente de la escogencia del valor de Xl > O. Nótese que si Xl = O entonces la
solución de la 'fórmula de recurrencia (7) es la sucesión nula (0,0,0, ... ).

Cuando la sucesión de funciones (!n(x); n = 1,2,3,·· . ) converge uniforme-
mente a la función límite f(x), entonces se tiene que Pn ---¡. P y fn(Pn) ---¡.
f(p), en consecuencia f(p) = p, esto es, P es un punto fijo de la función límite
f(x). Por esta razón, es probable que existan soluciones (Xn) de la fórmula
de recurrencia (1) que converjan al límite p = liffin-+ooPn, (en el caso de los
ejemplos 1-4). Sin embargo, en el siguiente ejemplo se muestra un caso en el
que no existe solución (Xn) que converge al límite p == lirn., ...•oo Pn, a pesar de
que todas las soluciones (Xn) convergen.

Ejemplo 5. Sea (Pn) una sucesión creciente tal que

Pn ---¡. p,
00

L(p - Pn) = +00
n:l

Se define fn(x) como sigue:

(por ejemplo, Pn = P - l/n).

SI X ~ Pn

SI X 2: Pn·
(Fig.3)
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y=X

y = fn(x)

Pn ---+ P

(Fig.3)

Evidentemente la función In (x) satisface todas las condiciones del teorema
1. Consideremos la sucesión (Xn) dada por la fórmula de recurrrencia

(8) (n=1,2,3, .. ·).

(i) Si Xn ~ P entonces existe me> n) tal que x., < p. En efecto, si x, ~ P
para todo k ~ n, entonces se tendría: Xk+l = Xl; - (1- (~)k)(Xk - Pk) :S
Xk - (1 - (~)k)(p - Pk) para todo k ~ n. Sumando la desigualdad anterior
con respecto a k, desde k = n hasta k = 00, se tendría: limk_= Xk = X= :S
Xn - E~=n (1 - (~)k)(p - Pk) = -00, lo cual es absurdo, por lo tanto debe
existir algún me> n) tal que Xm < p.
(ii) Supongamos que Pm :S Xm < P para algún m, entonces existe N(> rn)
tal que XN < PN. En efecto, si Pk :S Xl; < P para todo k(~ m), entonces
la sucesión (Xm, Xm+1, Xm+2, .•. ) sería decreciente, mientras que la sucesión
(Pm,Pm+l,Pm+2"") es creciente y tiende allímíte p, lo cual es absurdo.

Pm •..........• Pm+l ---+ Pm+2 ---+ P

<---Xm+2 <---Xm+l <---Xm

(Fig.4)
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(iii) Supongamos que XN < PN para algún N; entonces Xk < Pk para todo
k ~ N; en efecto, si x, < Pk entonces Xk+l = Ik(Xk) < !k(Pk) = Pk < PHI·
La sucesión (XN,XN+l,XN+2,"') es creciente, y tenemos: Xk+1 - Xl =
Ik(Xk)-Xl;::= (t)k(Pk-Xk) < (~)k(p-Xk) < (t)k(p-XN) para todo k ~ N.
Sumando la desigualdad anterior, desde k = N hasta k = 00, se tiene que
x.: -XN = L:~N(Xk+1 -Xk) < (P-XN)L:::'=N(t)k = (p- XN)(t)N-l ~
P - XN, o sea: Xoo = liml;-+oo X¿ < p.
De (i), (ii) Y (iii) se ve que toda solución (Xn) de la fórmula de recurrencia
converge a un límite estrictamente menor que p. Viceversa, mostremos:
(iv) Dado cualquier L( < p), existe una solución de la fórmula de recurrencia
que converge al límite L.
Demostración (iv). Como Pn --+ p, entonces existe m tal que L < Pm. Sea
(Xn; n = m, m + 1,m + 2,'" ) la solución de la fórmula de recurrencia definida
por la condición inicial Xm = L; entonces Xm < Pm, luego Xn < Pn para todo
n ~ m. La sucesión (Xm, Xm+1, Xm+2, ... ) es creciente y tiende a un límite
menor que P, digamos L = limn-+oo Xn > Xm = L. Por la definición de la
función In la sucesión (Xn; n ~ m) satisface la fórmula de recurrencia:

- 1 - 1
(9) Xn+l=(1-(2t)Xn+(2tPn (n=m,m+l,m+2, .. ·),

por lo tanto se tiene, para n ~ m ([2],[3]):

Xo+> ~ ,f!y - (~)')[Xm + t.. rr;o~ ~~'~'Wj)].
En consecuencia se obtiene el límite de la sucesión (Xn) como sigue:

L = lim Xn = a[Xm+ ~ (~)kpdak]'n-+oo ~ 2
k=m

donde
k 1 00 1 .

ak = II(l - ( -2)j), a = lim ak = II(1 - ( -)1).k-+oo 2
j=m j=m

Sea (Xn;n ~ m) la solución de la fórmula de recurrencia (8) definida por la
condición inicial: x., = ~ - L:::'=m(t)kPk/O'l;. Como L < L entonces Xm <
x; < Pm, en consecuencia se tiene que Xn < Pn para todo n 2: m. Por lo
tanto la sucesión (Xn; n 2: n) satisface la fórmula de recurrencia (9), y su límite
es:

00 (ll
lim x, = a[Xm + L 2' Pk 1= L.
n-+oo k=m ak
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3. Segundo caso, conjunto de convergencia cerrado y no vacío

Teorema 2. Consideremos la fórmula de recurrencia de primer orden (1),
donde las funciones fn (x) (n = 1,2,3, ... ) satisfacen las siguientes condiciones:
(i) fn(x) tiene un punto fijo Pn en 1 = (a, b), y Jimn~oo Pn = P El = [a, b].
(íi) fn(x) < x sí x < Pn, fn(x) > z sí x> Pn (Fig.5).

a Pn --+ P b

(Fig.5)

(íii) fn(x) es continua y creciente en 1.
Entonces existe un intervalo cerrado T = [e, d](e 1) tal que si Xl < e la
solución (X 1'1 ; n = 1, 2, 3, ... ) es decreciente (a partir de algún término) y ésta
no converge al límite P, si Xl E T = [c,d] la solución (Xn;r¡ = 1,2,3,···)
converge al límite P, y sí Xl> d la solución (Xn; n :;= 1,2, 3, ... ) es creciente (a
partir de algún término) y ésta no converge al límite p. Nótese que la solución
(Xn) puede converger a algún límite distinto de P en caso de que Xl rt. T = [e,d]
(Ejemplo 8).
Supongamos adicionalmente que las funciones fn(x) (n = 1,2,3,· .. ) satisfagan
la desigualdad:

(10) fn(Y) - fn(x) ~ y - x sí x < y (para todo n);

entonces el intervalo T se reduce al conjunto unitario T = {e}, donde

(11 )
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Si !n(X) (n = 1,2,3,"') son derivables y !~(x) ~ 1, entonces se cumplen las
dos condiciones (iii) y (10).

Demostración. Sean Sn ::::in!{Pn,Pn+1,Pn+2,"'}, tn ::::sUP{Pn,Pn+1,Pn+2,
".}, Dn = [sn,tnJ (n = 1,2,3,···); entonces (8n) es creciente, y (tn) es
decreciente, luego:

(12) Dn+1 ~ ti; para todo n.

Además, (8n),(in) --t p, osea, n:=l D¿ = {p}. Evidentemente, Pk E Dn para
todo k = n, n + 1, n + 2,···.

Por la condición (ii) y la continuidad de las funciones !n(x) tenemos las
siguientes contenencias:

(13)

(14)

En efecto, sea y E (sn,tn); si y::; Pn entonces !n(Y) ::; y::; Pn = !n(Pn); por el
teorema del valor intermedio existe x E [y, Pn] tal que !n(x) = y. De la misma
manera, si y ~ Pn existe x E (Pn, y] tal que !n(x) = y, por lo tanto se obtiene
la contenencia (13).

Por otra parte, si x < Sn entonces !n(x) < x < 871, o sea que !,,(x) rt.
Dn. De la misma manera, si x > t« entonces t-. < x < !n(x), o sea que
!n(x) rt. Dn. Por lo tanto se obtiene la contenencia (14). Sea Tn ::::{x E
JIUn o '" o h o !d(x) E Dn} = !11U:;1(- .. U;;l(Dn))"') (n = 1,2,3,···);
por (13) se tiene que T¿ f. 0. Además, Tn es un intervalo cerrado ya que
la función Un O ... o h o!d es continua y creciente. Se obtiene: Tn+1 ~
Tn para todo n. En efecto, Tn+1 = !1-1U:;1( ... !;;lU;;~l(Dn+d) ... » e
!1-1U:;1( ... !;;l(Dn+d"')) e 111U2-1(- .. !;;l(Dn)"'»:::: T¿ (usamos (12)
y (14)). Sea T = n:= 17~; por el teorema del encaje de Cantor se tiene que T
es un intervalo cerrado (no vacío), digamos T = [e, d]. De (14) obtenemos:

(15) T = [e,d] e DI:::: [Sl,t¡].

Si Xl E T entonces Xl E Tn para todo n, por lo tanto: Xn+1 = Un o··· O

[z O f¡)(X¡) E D¿ para todo n, en consecuencia: (Xn) --t p.
Si Xl f/: T entonces existe m tal que Xl rt. Tm, por lo tanto:

Si Xm+1 < Sm (se puede presentar este caso cuando Xl < c ya que !k es
creciente par todo k), entonces Xm+l < Pm+l, luego Xm+2 = !m+I(Xm+1) <
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Xm+1. Tenemos también que Xm+2 < Sm < Pm+2, luego Xm+3 =
Im+2(Xm+2) < Xm+2; así sucesivamente se obtiene: Sm > Xm+1 > Xm+2 >
Xm+3 > ... , por lo tanto la sucesión (Xn) es decreciente a partir del término
X m+ 1, Y ésta no converge al límite p. De la misma manera, si X m+ l > t-«
(se presenta este caso cuando Xl > d) entonces la sucesión (Xn) es creciente a
partir del término Xm+l, y ésta no converge al límite p.

Ahora, supongamos que las funciones In(x) satisfacen la desigualdad (10)
en el intervalo DI. Sea gn == (In o··· h O 11), entonces se tiene la desigualdad:

(16) para x,y E DI con x < y.

Como Tn = g;;I(Dn), entonces la longitud del intervalo Ti; es menor o igual
a la longitud del intervalo Dn, en consecuencia el diámetro de T == n::= I T¿
debe ser cero, esto es, T es un conjunto unitario. Como p E D¿ para todo n,
entonces /1-1(1:;1(- .. 1;;1(p) ... )) E Tn para todo n, por lo tanto se tiene que
T == {e} donde e == limn~oo 1;-1(1:;1( ... l;;l(p) ... )).

Ejemplo 6. Consideremos la sucesión dada por la fórmula de recurrencia

(17) (n =: 1,2,3,···)

La función In(x) =: (n+ 1)x-(n+2) tiene un punto fijo Pn =: n¡t2 y (Pn) ----+ 1(==
p). Evidentemente, In(x) satisface todas las condiciones del teorema 2; como
también satisface la desigualdad (10), por lo tanto existe e E [P,PI) == [1,3) tal
que Xl == e si y sólo si (Xn) ---+ 1. En realidad, la fórmula de recurrencia (17)
es de primer grado, por lo tanto su solución es:

X - ( )' . [ - ~ k + 2]
n+l - n + l. X 1 ~ (k + 1)! .

Como L::::=1 (:ti)!
(Xn) --t + - 00,

2e - 3, entonces se tiene: si
y SI Xl = 2e - 3 entonces:

Xl f:. 2e - 3 entonces

00 ~oo J.±L.
X - ( + 1)'."'" k + 2 L....-k=n+l ek+1)!

n+l - n . L..,¿ (k )' - ~oo [ l 1
k:=n+l + l. L....-k=n+l TI - (k+l)']

lim 1 ~ == 1 (Regla de L'Hópital).
k-.oo TI - (1:+1 )'

(n --t 00)

Obsérvese que la sucesión de funciones (ln(x);n == 1,2,3,···) es divergente,
y que el conjunto unitario T = {2e - 3} es el conjunto de convergencia de la
fórmula de recurrencia (17).



CONJUNTO DE CONVERGENCIA DE LA FÓRMULA ... 153

Ejemplo 7. Xn+1 = fn(Xn) donde

{

2x+3/2n si x ~ _(~)n-l
fn(x) = x/2 si - (~)n-l ~ X ~ _( ~)n

2x+3/2n+l si _(~)n~x.

Pn = -3/2n

(Fig.6)

La función f n( x) tiene único punto fijo Pn = -3 . (~t y Pn ---> 0(= p).
Evidentemente, In (x) satisface todas las condiciones del teorema 2.

Se observa que In : [_(~)n-l,-O)nl --+ [_(~)n,_(t)n+ll es sobre, por
lo tanto, si x, E [-1, -~l entonces x, E [_(~t-l, -(~)nl y (Xn) --+ O. Si
Xl < -1, entonces existe e > Otal que Xl < -1 - e; podemos demostrar, por
inducción, que Xn < _(t)n-1-2n-l.c, por lo tanto se tiene que (Xn) --+ -oo.
Si Xl > -~, entonces existe f > Otal que Xl> -t+f; podemos demostrar, por
inducción, que X n > - (t)n + 2,,-1 . e, por lo tanto se tiene que (Xn) --+ +00.
Por lo tanto, el intervalo cerrado T = [-1, - t 1 es el conjunto de convergencia
de la fórmula de recurrencia.
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Ejemplo 8. Consideremos la sucesión

(18)

Tenemos:

uniformemente en R La función f(x) tiene dos puntos fijos, Oy 1, sin embargo
la función fn(x) tiene un único punto fijo Pn(> 1) en IR (ver la (Fíg.7)), y
(Pn) - 1(= p).

y

1- Pn X

(Fig.7)

Se ve inmediatamente que la función fn(x) satisface todas las condiciones
del teorema 2 ya que !~(x) = 3x2 - 2x + 1 > 1 para todo x ~ 1, por lo tanto
existe e con 1 < e < PI tal que Xl = e si y sólo si (Xn) - 1. Si Xl = l( < e),
entonces la sucesión (Xn; n = 1,2,3,···) no converge al límite 1 puesto que
(Xn) es decreciente; sin embargo ésta converge al límite O. En efecto, tenemos:

3 2 3!(x)=x -x +x~4x para x>O,
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luego

por lo tanto ([2],[3))

Como I:r=l b = t, entonces Xn+l > O para todo n cuando Xl ~ t· Se
observa que la sucesión (Xn) es decreciente cuando Xl < e; entonces (X n) ---+ O
cuando t ~ Xl < e. Nótese que O es un punto fijo de la función f(x)
limn-+oo fn(x), y que 1'(0) = 1.

Evidentemente, si Xl = Oentonces (Xn) ---+ -oo. Sean

Un = {xlUn O ... O h O Jr)(x) ~ O},

entonces U es 'un intervalo cerrado de la forma U
entonces p < e, por lo tanto se tiene:

(P,oo). Como 1 E U,

{

si Xl < p entonces (Xn) ---+ -00,

si p ~ Xl < e entonces (Xn) ---+ 0,

si Xl = e entonces (Xn) -----+ 1,

si e < Xl entonces (Xn) ---+ +00.

Por lo tanto el conjunto de convergencia de la fórmula de recurrencia (18) es
igual al intervalo cerrado (p, el. Por un cálculo numérico se obtiene aproxi-
madamente:

p = 0.45··· , e = 1.126··· .

Ejemplo 9. Considérese Xn+l = fn(Xn) = 2 - ~, O< b« < 1, bn ---> 1. La
función fn(x) = 2 - bn/'C tiene dos puntos fijos en 1R: Pn = 1-~, qn =
1+~, Pn < 1 < qn para todo n, y (Pn), (qn) ---¡. 1.

1118LIOlECA C!"TIt",·
••• Ut!,v&a5leAO M.••CIO&lol
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y

y=x

. I

2

x

(Fig .8)

(i) En el intervalo [1,00) la función fn(x) tiene un único punto fijo qn, Y (qn) -t

1; además: x < fn(x) < qn si z < qn, qn < fn(x) <:r: si x > qn. Por
el teorema 1, dado cualquier Xl 2: 1 la solución (Xl, X 2, X 3, ... ) converge al
límite l. Se tiene el mismo resultado tomando Xm (para cualquier m) como el
primer término de la solución, por lo tanto si Xm 2: 1 para algún m, entonces
(X,..) -+ 1
(ii) En el intervalo (O, l)la función fn(x) es continua y creciente, y fn(x) tiene
único punto fijo Pn, (Pn) ----+ 1. Además: f,..(x) < x si x < Pn, fn(x) > x si
x > Pn' Por el teorema 2, existe un intervalo cerrado [e, d](e (O, 1]) tal que:

(1) si Xl E (e, el) entonces (Xn) -t 1;
(2) si Xl > d entonces (Xn) es creciente a partir de algún término, por lo

tanto existe m tal que Xm 2: 1 Y por (i) la solución (Xn) converge a 1;
(3) si Xl < e entonces (Xn) es decreciente a partir de algún término, por

lo tanto existe algún m tal que Xrn < O. De la fórmula de recurrencia
se ve que Xm+1 > 2; de nuevo la solución (Xn) converge al límite 1;

(4) si Xl = 0, X2 = ±oo, X3 = 2, por (i) la solución converge al límite 1.
En resumen, cualquier solución de la fórmula de recurrencia converge al límite
l. Podernos considerar que IR es el conjunto de convergencia.

En el teorema 2 se supone que las funciones f,,(x) (n = 1,2,:3,"') son
crecientes y tienen un único punto fijo en el intervalo l. Eliminando estas
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condiciones se obtiene la siguiente generalización del teorema 2 (propuesta por
el profesor Roberto Quicazán):

Corolario. (generalización del teorema 2). Supongamos que las funciones
fn(x) (n = 1,2,3,·") satisfacen las siguientes condiciones:
(i) fn(x) < x si x < Pn; fn(x) > x si x > qn, donde Pn es el mínimo punto fijo
de fn(x) y qn el máximo punto fijo de fn(x) en l, tales que (Pn), (qn) -+ pE t,
(íi) In(x) es continua en l.
Entonces existe un conjunto cerrado no vacío T( e 1) tal que Xl E T si y sólo
si la solución (Xn; n = 1,2,3, ... ) de la fórmula de recurrencia (1) converge al
límite p.

La demostración es igual a la del teorema 2, tomando: Sn = inf {Pn,Pn+l,
Pn+2,"'}, t« = sUp{qn,qn+l,qn+2,"'}'
Ejemplo 10. Consideremos Xn+1 = fn(Xn), donde

{

3x + 2 si x ~ - i
11 (x) = - 3x si - i~x ~ i

3x - 2 si i~x
1

In+l(X) = "2fn(2x).

Se observa que se obtiene la gráfica de la función fn+l(X) reduciendo la gráfica
de la función 11(X) con una escala de 1: 2n (ver (Fig.9)).

1

(Fig.9)
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La función In(x) tiene tres puntos fijos O, Pn := -(tt-l, qn := (t)n-l,
(Pn),(qn) ~ O.

Evidentemente, la función In (x) satisface todas las condiciones del corolario
del teorema 2, por lo tanto existe un conjunto cerrado no vacío T tal que
Xl E T si y sólo si (Xn) --+ O. Como la sucesión de funciones (I,,(x);n :=

1,2,3, ... ) converge uniformemente a la función lineal 3x, entonces O es el
único límite posible de la sucesión (X,,). En consecuencia tenernos: si Xl rt
T entonces (Xn) ~ ±oo, o sea que T es el conjunto de convergencia de la
fórmula de recurrencia.

A continuación, vamos a demostrar que T es un conjunto similar al conjunto
ternario de Cantor (fractal de dimensión 1).
(i) Sean D¿ = [Pn,qn] = [_(t)n-l'(t)n-I] (n = 1,2,3,"')' 1:= DI =
[-1,1], T" := {xj(ln o .,. o fz o I¡)(x) E Dn} = 1"11(1:;1(-.. 1;;I(Dn)'" »,
T = n~=11~.Como lk+l(X) := ~!k(2x) (para todo k), entonces (ln+l o ... o
!s o /2)(x) = t· (In o ... o h O !1)(2x); teniendo en cuenta que Dn+l :=

~ D¿ se obtiene la siguiente igualdad: 1:;1u: 1 (- .. I;;~1(Dn+ ¡) ... » - ~ .
11-1(1:;\ .. 1;;I(Dn)"'» = tTn. Por lo tanto se obtiene:

(19)

(ii) Las funciones inversas de las tres partes de la función I,(x), y = 3x+2, y =
-3x, y = 3x - 2, son respectivamente: h(O) : [-1,1] --+ [-1, -tJ, t f--->

tt -~; MI) :[-1, 1]--+ [-~,~], t f--+ -tt; M2): [-1, 1]--+ [~,1], t f--->

~t + ~.Si un conjunto e está en / := [-1,1] entonces:

(20)

Tenernos: TI := liJ(D¡) = DI = [-1,1](= /), m(tl) = 2 (m: medida).
(iii) T2 = 11-

1 (tT¡) = t;' (tI) = li 1 (l- t, tD= [(O) U [(1) U [(2) donde

1(0) = h(O)([_~,~]) = [-5/6, -3/6]'2 2
l(l) = h(l)([-~)]) = [-1/6,1/6]'2 2
/(2) = h(2)([_~,~]) = [3/6,5/6], m(T2) = 1.

Para obtener los tres intervalos disyuntos 1(0), l( 1),1(2) a partir del inter-
valo / = [-1, 1] se puede proceder como sigue.
Se divide el intervalo cerrado 1 = [-1,1] en doce partes iguales, la primera se
elimina, las dos siguientes forman el intervalo cerrado 1(0), las dos siguientes se



CONJUNTO DE CONVERGENCIA DE LA FÓRMULA '" 159

eliminan, las dos siguientes forman el intervalo cerrado 1(1), las dos siguientes
se eliminan, las dos siguientes forman el intervalo cerrado 1(2), y la última se
elimina. (Ver (Fig.lO»

o
-1

\ /
1

se eliminan estos subintervalos de 1

(Fig.10)

(iv) Ahora, supongamos que Tn es la unión disyunta de 371
- 1 intervalos ce-

rrados:

(21)
2

U

donde

(22) (k1 = 0,1,2).

Además, supongamos que 1(kl,···, kn-2,0), l(k1,···, kn-2,1), un.>,
kn-2,2) son tres subintervalos cerrados del intervalo I(k1,···, kn-2) obtenidos
por el mismo procedimiento descrito en (iii) (Fig.10).
De (19) y (20) tenemos: Tn+l = fl1(~T •.•) = ui". ,k,,::::O fl1(~I(k2,'" , kn»
= U~1=oU~,,.,k,,=oh(k¡)(!I(k2,"· ,kn)) = U~1,k".,k,,=o1(k1,k2,"· ,kn)
donde l(k1,k2, .. · ,k •.•) = Mk.)(!1(k2, .. • ,k",)) (kl,k2,· .. ,kn = 0,1,2).
Tenemos: 1(kl,'" ,kn) = h(k1)(t1(k2, .. · ,kn)) e h(k1)(tI(k2,· .. ,kn-1)) =
I(k1,k2, .. · ,kn-d. Como I(k2,· .. kn_l,k •.•) (kn = 0,1,2) son sub intervalos
del intervalo cerrado l(k2,· .. , kn-1) obtenidos por el mismo procedimiento des-
crito en (iii) (por la hipótesis de la inducción) y las funciones IPd(k1 = 0,1,2)
son lineales de pendiente ±1/3, entonces los intervalos 1(k1,··· , kn-1, kn)
(k •.•= 0,1,2) son sub intervalos cerrados de I(k1,'" ,k •.•-d obtenidos por el
mismo procedimiento descrito en (iii) (Fig.10). Por inducción, para todo n
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son válidas las igualdades (21) Y (22), Y el método para obtener los intervalos
cerrados l(k¡,··· ,kn-1,k,,).
(v) Tenemos inmediatamente que m(l(k1,k2,··· ,kn)) = 2· (~)n,m(7~+1) =
(~)"-l, por lo tanto, m(T) = limn_oo m(7-;"+d = O.
(vi) Dado x E [0,1] se puede desarrollar el número real x en el sistema ternario
como sigue: x = O· k¡k2k:3·····• (kn = 0,1,2). Como J(kl) ::> l(k], k2) ::>
1(k¡, k2, k3) ::> entonces al número real x se le hace corresponder un
punt.o del conjunto T dado por:

00n u»; k2,'" ,/t.:n),
,,=1

por lo tanto la cardinalidad del conjunto T es igual a e, o sea que T no es
enumerable. Obsérvese que el complemento del conjunto T es denso en R T
es un conjunto ternario de Cantor en el sentido extendido.
Observación. En el presente ejemplo, como Jk (Dk) = Dk, Ji: 1 (Dk) = D¿ para
todo k, entonces el conjunto de convergencia T está determinado solamente por
el comportamiento de la función ik(x) en J)¡, (para todo k). Por esta razón, la
siguiente fórmula de recurrencia: Xn+1 = Fn(Xn) 11 = 1,2,3,·· . , donde

tiene el mismo conjunto de convergencia que el obtenido en el presente ejemplo.
En cambio, en el caso de la fórmula de recurrencia: Xn+1 = Gn(Xn) 11 =
1,2,3, ... , donde

su conjunto de convergencia es igual a ~ por el teorema 1. La sucesión de
funciones (F~(x);1I = 1,2,3, .. ·) diverge para todo x f. O, Y la sucesión de
funciones (Gn (x); n = 1,2,3, ... ) converge a la función nula O.

3. Conjunto teruario de Cantor

En la fórmula de recurrencia Xn+1 = Jn(X,.) (n = 1,2,~{, ... ), supon-
gamos que las funciones (j,,( x); TI = 1,2,3,···) satisfacen las condiciones del
corolario del teorema 2, reemplazando in (x) < x si x < P«, in (X) > 1: si x > q",
por la condición uniforme J,,(1:) < x si x ~ (Pn,q,,]. (Fíg.!l)



CONJUNTO DE CONVERGENCIA DE LA FÓRMULA ... 161

y=X

y = fn(X)

(Fig.ll)

En este caso, el conjunto de convergencia puede ser vacío (ejemplo 11), pero
en el ejemplo 12 se muestra que el conjunto de convergencia es el conjunto
ternario de Cantor en el sentido clásico.

Ejemplo 11. Consideremos Xn+1 = fn(Xn) donde

{
2x+(t)n-2 si x ~ -3/2n

fn(x)= -2x-(-21)n-3' 3/2nSI X ~ - .

La función fn(x) tiene dos puntos fijos: Pn = _(t)n-2, qn
observa que (Pn), (qn) son crecientes y (Pn), (qn) --+ O.

- 3.2~-3; se
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°
'3 1(-ii·-¡)

(-~,-t)

\
(Fig.l'2)

Nótese que la sucesión de funciones Un(x);n = 1,2,3,···) converge uni-
formemente a la función límite -2¡x¡. Tenemos: fn(x) < x si x < Pn o x > qn;
además, si pn < X < qn entonces fn(x) < fn(-3j2n) = _(~)n-l = Pn+l·
Tenemos que (Xn;n = 1,2,3,"') ---+ -00, dado cualquier Xl E R En efecto,
si x, ( Pn entonces Xn+1 = fn(Xn) :S x, < Pn+l, luego: x, > Xn+1 >
Xn+2 > Xn+3 > ... ---+ -oo. Si Xn 2: qn entonces Xn+1 = fn(Xn) :S qn <
Pn+l, luego Xn+1 > Xn+2 > Xn+3 > '" ---+ -oo. Si Pn < Xn < qn, entonces
Xn+1 = fn(Xn) < Pn+l, luego Xn+1 > Xn+2 > Xn+3 > ... ---+ -oo. Por lo
tanto, el conjunto de convergencia es vado,

Ejemplo 12. Consideremos Xn+1 = fn(Xn) donde:

{
2x si x ( ~(~r'-l

fn(x) = 2 +2 (2)n-l . '<, 1(2)n-l
- X ':3 SI X c::/ 2' 3' .

Se demuestra inmediatamente la siguiente igualdad:

(23)

La función fn(x) tiene dos puntos fijos: Pn = 0, qn = (*)n, (Pn), (qn) --+ O. Se
observa que fn (x) < x si x < ° o x > qn = (*)n; además, la sucesión de
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funciones (J,,(x);n = ],2,3,···) converge uniformemente a la función límite
-2\x\ (igual al caso del ejemplo 11).

y y=x

x

y = fn(x) y = h(x) y = f¡(x)

(Fig.13)

Sean D¿ = [O,(~)n-ll (n = 1,2,3,···),1 = DI = [0,1]. Entonces

2
(24) fn(Dn) = o.; f;;l(Dn) = ti., Dn+1 = 3". ti;
Se define: Tn = {xl(Jn o ... o h o f¡)(x) E Dn} = t11(J;1(- .. f;;l(Dn)···)).
Entonces Tn es un conjunto cerrado no vacío y Tn :J Tn+1 para todon. Sea T =n~=lTn; T es un conjunto cerrado y no vacío, y se tiene: si Xl E T entonces
(Xn; n = 1,2,3,···) ---+ 0, si Xl ~ T entonces (Xn;n = 1,2,3,···) ---+ -00,

esto es, T es el conjunto de convergencia de la fórmula de recurrencia.
En efecto, evidentemente se tiene que (Xn) ---+ O si Xl E T. Si Xl ~ T

entonces Xl ~ Tm para algún m, luego Xm+l ~ Dm. Si Xm+l < 0, entonces
Xm+1 > Xm+2 > Xm+3 > ... ---+ -oo. Si Xm+1 > (~)m-1, entonces Xm+2

< -(2/3)m, luego Xm+2 > Xm+3 > XmH > ... ---+ -oo. Como en el caso
del ejemplo 10, de (23) y (24) obtenemos la siguiente igualdad:

-1 2(25) Tn+1=fl (3Tn) (n=l,2,3,···).

818UOTECA CEI'fTItA-.
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La función !t(x) está formada de dos partes, y = 2x, y = -2x+2; las funciones
inversas de éstas son respectivamente: MO) : [0,1] ---+ [0,1], t I--t ~t; h(l):

[0,1] ---+ [t,1], t I--t -tt + 1. Si un conjunto C está en el intervalo [0,1]
entonces f¡I(C) = MO)(C) U MI)(C). Tenemos: TI = f¡I(DI) = [0,1) = J,
T2 = f¡1(~ . T¡) = f1-1([0,~]) = 1(0) U 1(1) donde 1(0) = [0,1/3], 1(1) =
[2/3,1]. Para obtener los intervalos 1(0),1(1) se divide el intervalo 1 = [0,1]
en tres partes iguales y se elimina el subintervalo central, quedando asilos
subintervalos cerrados disyuntos 1(0) y 1(1) (Ver (Fig.l4»).

O /(0) 1
3"

2
3" /(2) 1

(Fig.14)

Ahora por inducción podemos demostrar que Tn+1 es la unión disyunta de 2n

intervalos cerrados: Tn+1 = U~ le ... le _O/(kl,k2,··· ,kn) donde /(k1,k2,"',1):l ,1'1.-

kn-1, O), /(k1, k2,'" ,kn-1, 1) son subintervalos cerrados del intervalo l(k1, k2,
.,. ,kn-d obtenidos por el mismo método descrito anteriormente (Fig.14). De
esta manera, se ve que el conjunto de convergencia T es el conjunto ternario
de Cantor, en el sentido clásico.

Nótese que el conjunto de convergencia está determinado por el compor-
tamiento de la función f,c(x) en Die; si la función FIe(x) satisface

{
Fk+1(X) = fk+l(X) en

FIe+1(x)<x si x<O;

Dk+l = [O, (~)Ie]

Fk+1(x) < O si x > (~)Ic,

entonces el conjunto de convergencia de la fórmula de recurrencia Xn+1

Fn(Xn) (n + 1,2,3,"') es también el conjunto ternario de Cantor.
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