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LAS OPERACIONES GENERALIZACION
Y RESTRICCION DE CONCEPTOS

OTiLio B. MEDEROS ANOCETO
ANTONIO MARTINEZ FONSECA(*)

Resumen. En la primera seccién de este trabajo los autores dan una definicién
bastante amplia de las operaciones generalizacién y restriccién de conceptos y
de operadores, y proponen un procedimiento para la aplicacién de estas opera-~
ciones. Las otras secciones se dedican a la aplicacién del procedimiento pro-
puesto en la seccién uno para la obtencién de diferentes generalizaciones del
concepto de suma finita, y de los operadores adicién finita e integracién finita.

Abstract. Some abstract definitions about generalizing and restricting concepts
are presented. FExamples of the processes in generalization and restriction in-
clude the study of summation and integration from the finite to the infinite.

Keywords. Concepts, generalization, restriction, summability.

0. Introduccién

Todo graduado universitario debe saber realizar las operaciones fundamentales
con conceptos, es decir, debe saber definir, generalizar, restringir y clasificar
correctamente. Sin embargo, en muy pocas carreras universitarias se desarro-
llan asignaturas en cuyos programas aparezca el estudio de estas operaciones
y, lo que es peor, muchos de los profesores que se ven obligados a realizar estas
operaciones en el desarrollo de sus cursos no tienen un dominio de las técnicas
de trabajo con las mismas.

En el caso especifico de la Ensenanza de la Matematica, desde los primeros
grados de la Ensefianza Primaria es necesario introducir conceptos y antes de
terminar esta ensenanza es necesario comenzar con la operacién definicién.

(*)Texto recibido 1/4/98, revisado 21/5/99. Otilio B. Mederos Anoceto, Antonio Martinez
Fonseca, Departamento de Matematica, Facultad de Matematica, Fisica y Computacién,
Universidad Central de Las Villas, Santa Clara, Cuba.
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Por ejemplo, en Cuba, se introducen conceptos desde el primer grado, se co-
mienzan a definir conceptos en el sexto grado y a partir de este grado se hace uso
reiterado de la operacién definicién. En la Ensenanza General se aplica de ma-
nera m4s limitada la operacién generalizacién; sin embargo, en la ensenanza de
la matematica universitaria es necesario aplicar constantemente esta operacion,
sobre todo en las carreras de ciencias y de ingenieria. En estas carreras es
necesario realizar varias generalizaciones de un mismo concepto; en muchos
casos no se explica a los estudiantes como cada una de estas generalizaciones es
“mejor” que las restantes de acuerdo a un determinado criterio de “bondad”.
Este es el caso de los conceptos de derivada parcial, derivada direccional y
matriz jacobiana que constituyen generalizaciones del concepto de derivada
para funciones reales derivables de una variable real.

Otras de las dificultades que se presentan al aplicar la operacién generalizacién
se deben a que muchas veces no se ha estudiado bien el concepto que se genera-
liza y no se ha preparado para la generalizacién que se pretende; por ejemplo,
muchas veces al estudiar el concepto de serie se define éste sin haber estudiado
las sumas finitas y sin considerarlo como una generalizacién de éstas. La gene-
ralizacién de un concepto requiere que no sélo se prepare el concepto que se
generaliza sino también que se preparen muchas de las propiedades que cumple
éste; por ejemplo, las sumas finitas cumplen un conjunto de propiedades entre
las que se encuentran la propiedade asociativa y la propiedad conmutativa. Es
importante definir estas propiedades de forma tal que puedan ser generalizadas
facilmente a las sumas infinitas (series) y que se pueda probar si se mantienen
0 no estas propiedades en las series.

Muchas veces, al generalizar un concepto, se pretende que el concepto genera-
lizado tenga la extensién més amplia posible y que al mismo tiempo mantenga
el mayor nimero de propiedades del concepto de partida. En ocasiones, para
dar cumplimiento a estos requisitos, es necesario realizar una primera genera-
lizacién del concepto de partida, después una primera restriccién del concepto
generalizado que siga siendo una generalizacién del concepto de partida y asi
sucesivamente hasta llegar a una generalizacién que satisfaga nuestras necesi-
dades.

El objetivo principal del presente trabajo es dar una definicién bastante amplia
de las operaciones generalizacién y restriccion de conceptos y proponer un
procedimiento para la utilizacién exitosa de estas operaciones y para el estudio
posterior del concepto generalizado.
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1. Definicion de las operaciones

Se denomina extensién de un concepto a la coleccién £ de todos los objetos
que corresponden a ese concepto y se llama contenido de un concepto a una
colecciéon C = {p;}, ¢ € I, de propiedades que cumplen todos los elementos
de £ y sblo estos elementos. Un concepto se indica mediante un par (£,C) o
por £ cuando no haya dudas. Pueden encontrarse diferentes colecciones C de
propiedades que sélo cumplen los elementos de £. Cualquier otra coleccién P
por la cual pueda sustituirse C sin alterar £ recibe el nombre de caracterizacién
del concepto (£,C).

Definicién 1. Dado un concepto (£;,C;) definido a partir del concepto
(€,C), puede ser posible encontrar un concepto (F,D) y un conjunto de pro-
piedades D;, tales que:

1. Existe un isomorfismo de conceptos f entre £ y un subconjunto propio
E* de F.

2. La coleccién C* de propiedades que resultan de trasladar las propiedades
de la coleccién C, mediante f, implica D.

3. Dy implica a D, D no implica a D; y D; determina un subconjunto
propio F; de F que tiene una interseccién no vacia £ con £.

4. La coleccién C7, que resulta de restringir la coleccién D; al conjunto
&*, coincide con la coleccién de propiedades que resultan de trasladar
la coleccién C; mediante f; C{ implica C* y C* no implica C7.

(g C (glacl

(flaDI)

(*,C*)

(€1.C1)

Figura 1

En tal caso se dice que el concepto (Fi,D;) determinado en esta forma es
una generalizacién del concepto (£,Cy); este tltimo se denomina concepto de
partida de la generalizacién o concepto que generaliza y el concepto (F;,D;)
recibe el nombre de concepto generalizado. Consecuentemente la generalizacién
es una operacién unaria que asocia, a un concepto, el concepto generalizado.
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Las diferentes generalizaciones (Fy,D;) del concepto (£1,C;) se logran debili-
tando Cf hasta adecuados niveles que resultan claros para el investigador que
realiza la investigacién.

Consideremos (£,C) = (F,D) = (£*,C*) e iguales al concepto F(A) de las fun-
ciones reales con dominio 4, donde A es un subconjunto abierto de R, (£;,D;)
= (&5,C}) e iguales al concepto D(A) de las funciones reales derivables con do-
minio A, (Fi,D1) se toma como el concepto C(A) de funciones reales continuas
sobre Ay f como la identidad. Estos conceptos satisfacen las cinco propiedades
de la definicién de la overacién generalizacién. Sin embargo, no debe conside-
rarse que C(A) constituye una generalizacién de D(A) e independientemente
de D(A), es decir, no se ha obtenido aplicando las cinco propiedades de la
definicién de la operacién de generalizacién.

Definicién 2. Démonos un concepto (Fi, D1), que tiene por conjunto de par-
tida a (F,D) o que ha sido obtenido como resultado de la aplicacién de la
operacion generalizacion a cierto concepto. Puede ser posible encontrar un
concepto (£,C) y un conjunto de propiedades C; tales que:

1. Existe un isomorfismo de conjuntos f entre £ y un subconjunto £* de
F que tiene una interseccién £ con F; que es un subconjunto propio
de Fy y de £*.

2. A la coleccién C; corresponde un subconjunto £, de £ isomorfo a &
por f.

3. A la coleccién C* de propiedades que resultan de trasladar las propie-
dades de la coleccién C mediante f corresponde el subconjunto £* en
F.

4. La interseccién £ de £* con F; es un subconjunto propio de F; y de
&£* isomorfo por f a &;.

5. C; implica C, € no implica C; y el traslado C} de C; por f implica C* y
D,y C* y D* no implica C;.

6. A C} le corresponde la extensién £f en (£*,C*).

En tal caso se dice que el concepto (£1,C;) determinado en esta forma es una
restriccion del concepto (Fy,Dy).

El concepto (F1, Dy ) se denomina concepto de partida de la restriccién y (£;,C1)
recibe el nombre de restriccién del concepto (F;,D;). La restriccién es una
operacién unaria que asocia un concepto a otro concepto dado. Es la operacion
inversa de la generalizaciéon. Por razones similares a las explicadas después de
la definicién 1, dados dos conceptos &£; y &, definidos a partir de un mismo
concepto £ y tales que & C &; no debe considerarse £& como una restriccién
de 51.
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2. Procedimientos para la aplicacion correcta de las
operaciones generalizacién y restriccion de conceptos

En el desarrollo de la matema&tica la operacién generalizacién se aplica més
que la restriccién. En muchas ocasiones se realiza un nimero importante de
generalizaciones y restricciones para lograr una generalizacién fructifera de un
concepto. El procedimento siguiente exhibe un conjunto de pasos para realizar
un adecuado proceso de generalizaciones y restricciones y poder obtener una
generalizacién con determinadas caracteristicas.

a) Realizar un correcto estudio del concepto que se generaliza. Para dar
cumplimiento a este paso hay que definir cientificamente el concepto
de partida de la generalizacién, conocer la mayor cantidad posible de
propiedades de dicho concepto y prepararlo para su generalizacién.

b) Encontrar un concepto (F,D) y un conjunto de propiedades D; que
satisfagan las condiciones 1-4 de la definicién de generalizacién.

¢) Realizar un conjunto de generalizaciones y restricciones del concepto de
partida. Cuando se quiere generalizar un concepto se persigue, desde
el punto de vista légico, uno (o ambos) de los objetivos siguientes:

i- Lograr que el concepto generalizado mantenga un conjunto de
propiedades similar al del concepto de partida.
ii- Ampliar lo més posible la extensién del concepto que se generaliza.

Para el cumplimiento de estos dos objetivos se requiere, en general, realizar un
conjunto de generalizaciones y restricciones. Cuando se hace una primera gene-
ralizacién es posible que el concepto generalizado no cumpla con una determi-
nada propiedad del concepto de partida. Si se quiere lograr otra generalizacién
en la que se cumpla dicha propiedad se debe determinar la restriccién més am-
plia de la primera generalizacién en la que se cumpla la mencionada propiedad
y esto se logra imponiendo condiciones més fuertes a la primera generalizacién.
Luego es necesario restringir la extensién de la primera generalizacién a partir
de un fortalecimiento del conjunto de propiedades que la caracterizan. La de-
terminacién de una generalizacién con tal caracteristica muchas veces requiere
de un proceso de restricciéon y generalizacién. Para dar cumplimiento al obje-
tivo ii) se requiere de un conjunto de generalizaciones. El cumplimiento de este
paso ¢) puede encontrarse permanentemente inconcluso, pues siempre cabe la
posibilidad de una nueva generalizacién.

d) Utilizar un criterio de “bondad” para determinar la calidad de la(s)
generalizacién(es) hecha(s).
Los criterios usuales son:
i- El cumplimiento por parte del concepto generalizado de un con-
junto de propiedades del concepto de partida.
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ii- La amplitud de la extensién del concepto generalizado. En este
caso para determinar cudl de las extensiones de dos generaliza-
ciones de un concepto es la mas amplia y no es posible compararlas
utilizando isomorfismos y la inclusién como orden, puede ser muy
1util su comparacién de acuerdo a la cardinalidad de las mismas.

3. Aplicaciones de las operaciones y del procedimiento

3.1 Conceptos y propiedades relacionadas con las sumas finitas.

En el trabajo [1] se preparan las sumas finitas para su generalizacién y se
realizan varias de sus generalizaciones y restricciones. En (7] se prepara el
diagrama conmutativo.

(a'la"-aan) zn: al:ffdu

i=1 5

R" R

F(I)

Figura 2

para su generalizacién, es decir, se estudian y preparan para su generalizacién
los objetos y morfismos de este diagrama. Como es conocido R™ es el conjunto
de todos los elementos (a,, ... ,a,) definidos por:

(a1,a2) = {{a1}, {a1, a2}},

( ) { (a1,a2) sin=2

a1,a9,... ,0p) = :

e b ((a1,a2,... ,an-1),a,) sin>2

El conjunto R™ es un espacio vectorial sobre R con la adicién y el producto por
un escalar definidos respectivamente por = ((ai,...,an),(b1,...,bs))
((ar1y. .. yan) +(br,...,b)) = (a1 + b1,...,an + bn) v (a(ay,...,an))
alay, ... ,an) = (aai,... ,aa,).
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La coleccién F(I,,) de todas las funciones reales con dominio I,, = {1,2,... ,n}
es un espacio vectorial sobre R con la suma y el producto por un escalar hereda-
dos de R. El morfismo f,, definido sobre F(I,,) por fn(g) = (g(1)s--- ,9(n)) €8
un isomorfismo entre los espacios vectoriales F'(I,) y R®. El morfismo S, se
denomina operador adicién sobre R™ y se define sobre R™ por (ai,...,an)
Sn(a1,...,a,) = > a1, y por f — fIn fdp = Y, f(i), se define sobre
F(I,) el morfismo | 1. @u que recibe el nombre de operador integracién finita.

Los operadores S, y | L. dp son aplicaciones lineales. Consecuentemente el dia-
grama 2 es un diagrama conmutativo en la categoria de los espacios vectoriales.

A continuacién se expone un resumen de la preparacién que se hace en [7] para
la generalizacién de los objetos y los morfismos del diagrama 2, de forma tal
que se obtenga un diagrama que generalice las sumas finitas a sumas infini-
tas. De acuerdo a la definicién de (aq,... ,an) se tiene que (a1,az,...,a,) =
{{a1},{a1,{{az2},{az ... {{an-1},{an-1,an}...}}}}}. Esta igualdad sugiere
la consideracién de la coleccion R* de todos los elementos de la forma
(a1,82,... yan,...) = {{a1}, {a1,{{a2}, {a2... {{an},{an,...}... }}}},ai €
R, i € N. Se trata de un espacio vectorial con la suma y el producto por un
escalar definidos por (ay,... ,an,...) +{(b1,--- ,bny...) = (a1 +b1,... ,an +
bn,...) y a(a1,... ,am,...) = (aay,... ,aan,...) respectivamente, que gene-
raliza el espacio R™. En efecto, sean (£,C) la coleccién de los conjuntos de
cardinalidad 2, cuyos elementos son conjuntos finitos, y (F,D) la coleccién
de los conjuntos de cardinalidad 2, cuyos elementos son un conjunto finito
y un conjunto infinito, y sean (£1,C1) = R”, (F1,D;) = R™, (&*,C*) =
{(ar,... ,an,...); @i € Ry ax =0, k > n}. Obviamente el isomorfismo f
de la definicién 1 se define aqui por f(a1,...,a,) = (a1,...,a,,0,...). De-
bido a que los elementos de R* son conjuntos complicados, practicamente no
se utiliza esta generalizacién de R™. Sin embargo, muchos no son capaces de
explicar correctamente por qué no se utiliza la generalizacién y cdmd se definen
sus elementos (a1,... ,an,...).

La generalizacién natural de F(I,) es el espacio F(N) de todas las funciones
reales definidas sobre N; y la generalizacién natural de F;, es el isomorfismo f
definido sobre F'(N) por f(g) = (g(1),...,9(n),...). Como se vera después,
la generalizacién de los operadores S, y [ 1, @p no es tan fécil. Con ese obje-
tivo se deben estudiar las propiedades fundamentales de estos operadores y de
sus imagenes respectivas teniendo en cuenta que se quieren generalizar. Las
propiedades deben plantearse de forma tal que se facilite su generalizacién.
Consideramos que se deben estudiar las propiedades aditiva, de homogeneidad,
de linealidad, conmutativa, triangular, distributiva, telescépica, asociativa, di-
sociativa, de cancelacién e inclusién de ceros, asi como las desigualdades més
importantes relacionadas con estos conceptos: desigualdad de Cauchy—Schwarz,
Holder, Minkowski y las relaciones entre las medias.
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A continuacién se preparan para su generalizacién alguna de estas propiedades.

Propiedad conmutativa. Esta propiedad de los elementos de R es usual enun-
ciarla de la forma siguiente: la suma de n elementos es independiente del orden
en que se sumen. De esta forma es muy dificil generalizarla a un mimero
infinito de elementos de R, en caso que esta suma tenga sentido. La propiedad
conmutativa, en términos de los operadores Sy, y |, 1, du y de su imagen la suma,
debe definirse de la forma siguiente:

Para toda biyeccién h de I,, en si mismo se cumple que:

Sn’:ah(l)a oo aah(n)) = Sn(al’ ou man)
[ o ®autk) = [ 1wduce)
i IS

n n
D an =Dk

Las propiedades asociativa y disociativa. Una buena manera de definir es-
tas propiedades con vistas a su generalizacién es la siguiente: si m y n son
numeros naturales tales que m < n, h : I, — I, es una funcnon estricta-

mente creciente, tal que h(yny = n, (a1,...,a,) € R", Zk lak, =
h(n
Zk Shiiy41 %o - b, = Ek( ’z(n 1)+1 Gk, entonces
F(kydu(k) = / FR)Au(E) = " a(3)d(i)
-/ Z [R(G-1)+1, h(J)] Z
donde g(j f[h(J 1)41,k(5)] f(k)d/‘(k) n(a1,...,an) = m(Sh(l)(alv ceey
n m
ah(1)), - - Sh(m)—h.(m—-l) (Bh(m—1)+15-+ - 18h(m))) ¥ Dk @k = D5
h{35)
( > ak> =2 =1 b
k=h(j—1)+1
La suma E ,; se dice que se obtuvo de la suma Y _,_, ax por introduccién

de parentesns y, recxprocamente la suma Zk:l ar, se dice que se obtuvo de la
suma 2 b; por supresién de paréntesis.

La primera (segunda) de estas propiedades se llama propiedad asociativa (di-
sociativa) de la suma de n niimeros (m ndmeros).

Las propiedades de cancelacién e introduccidn de ceros. Sih: I, — I,, m <
n, m,n € N es una funcién estrictamente creciente, entonces

m n aj, siexiste j tal que h(j) =
Z% ; k donde Ok { 0, sino existe j tal que h(j) = k.
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La suma de la derecha en la igualdad anterior se dice que es una suma que
se obtiene incluyendo ceros entre los elementos de la suma de la izquierda y
reciprocamente se dice que la suma de la izquierda es una suma que se obtiene
de la suma de la derecha cancelando ceros. Obviamente:

Sm(al,... ,am) = Sn(bl,... ,bn) y si
f(7), siexiste j tal que h(j) =k

k)= t
9(k) { 0, si no existe j tal que h(j) =k SR

/I F()du(i) = /, o(k)du(k).
3.2 Las series numéricas.

En esta subseccién se realiza la anunciada generalizacién de las sumas finitas,
asi como de los operadores S, e [, dpu.
i

3.2.1 Generalizaciones.

Dado un elemento f de F(N) tal que f(k) = ax, ar € R, k € N, es usual
utilizar la notacién {ax} para indicar f y darle el nombre de sucesién. Dada
una sucesién {ay}, para cada n de N se tiene que (ay,...,a,) € R® y conse-
cuentemente Sp(a1,...,a,) = Zzzl ar es un numero que se indicia por s,.
Por lo tanto a cada elemento {ax} de F(N) se le asocia el elemento {s,} de
F(N). La sucesién {ax} se dice que es sumable si y solo si {s,} converge. El
limite s de {sn} recibe el nombre de suma de la sucesién {ax} y se indica por
cualesquiera de los simbolos siguientes:

o0
ay+az+--t+an+--- ,zak, Zak, Zak-
k=1

k>1

Estos simbolos se utilizan también para denotar la sucesién {s,} que recibe
el nombre de serie. La coleccién de los elementos (las sucesiones) de F(N)
sumables se indica por S(N). La imagen por F de S(N) se indica por RZ. El
operador S se define sobre R® por S(ai,...,an,...) = Y poyac = s. Y el
operador de integracién se define por |, ,:Z , f(k). Luego, se tiene el diagrama

conmutativo:
(a’l,-.-,an)-..! Za‘=;£fd”’

Ry R

S(N)

f Figura 3
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Se prueba en [7] que los vértices y las flechas de la figura 3 son las generaliza-
ciones de los vértices y las flechas correspondientes en la figura 2.

3.2.2.

suma.

1-

2

Propiedades de los operadores S e [, y ¢ y de su imagen la

La propiedad aditiva:
Sean {ax} y {bx} elementos de R, f y g elementos de S(N). Se tienen
las igualdades:

S({ax + b)) = S({ar}) + S({be})
[ +a®due = [ 1®duo)+ [ o®rduth)
N N N

Z(ak +b) = Zak + Zbk'

La propiedad de homogeneidad.
Para todo {ar} de R, f € S(N), c € R, se tiene que:

S(c{ax}) = cS({ar})
/ (f + 0) (K)du(k / £k du(k / o(k)du(k)
Z(ak"‘bk =Zak+zbk'

La propiedad conmutativa:

Se denomina reordenacién de un elemento {a,} de R (un elemento
f de S(N), una serie Y a,, respectivamente) a todo elemento {b,} de
R (todo elemento g de S(N), toda serie ) by, respectivamente), para
el cual existe una aplicacién biyectiva h : N — N tal que: byn) =
an, n € N, (fog) (n) = g(n). Un elemento {a,} de RP, (un ele-
mento f de S(N), una serie > a, convergente respectivamente), tal
que cualesquiera de sus reordenaciones {b,}, (g, > b, respectivamente)
pertenece a R (pertenece a F'(N), mantiene el mismo caracter respec-
tivamente) y S({an}) = S({bn})(fiy F(E)du(k) = [y 9(K)dps(k), T an y
>~ b, convergen al mismo valor respectivamente), se dice que cumplen
la ley conmutativa. Los elementos {a,} de R® y f de S(N) y las series
convergentes y_ an, no cumplen en general la ley conmutativa.

Teorema (de Riemann). Para cualquier serie ) a, condicionalmente
convergente, su término se puede reordenar de tal forma que la nueva
serie obtenida converja a cualquier nimero real o que sea divergente.
Las propiedades asociativa y disociativa.

Se dice que {b,} (g, >_ b, respectivamente) se obtiene de {a,} (g,>_ an
respectivamente) por supresién de paréntesis si existe una funcnén es-

trictamente creciente f : N — N tal que: b; = g(1) = Zh(l)
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:(:11) g, b2 = Z:(jll(l)+1 Ay ,bm = Z:g(nq)ﬂ ag,... Yy conse-
cuentemente se cumple que {b,} € R¥ y g € S(N). Reciprocamente,
se dice que {bn} € RF (g € S(N), 3 bm, respectivamente) cumple la
propiedad disociativa, si toda {a,} (f, Y_ a, respectivamente) que se
obtiene de {b,} (g, b, respectivamente) por supresién de paréntesis
cumple: S({an}) = S({bn}),([y f(k)du(k) = [y a()du(s) = )5,

J o fR)du(k), h(0) = 1, an = Xbm = Y01 Te0h 1y
[R(G—1)+1,h(5)]
respectivamente).
Teorema. Los elementos {an} (f respectivamente) de R¥ (S(N) respec-
tivamente) y su imagen la serie cumplen las propiedades asociativas y
disociativas.
Se cumple ademas que si Y a, es una serie divergente tal que lims,, =
+00 entonces toda serie Y b, obtenida de ) a, por introduccién de
paréntesis es divergente y lim s¥ = 4-00; o sea, que se cumple también
para estas series la propiedad asociativa. En la serie divergente
> (-=1)", se pueden introducir paréntesis de dos formas diferentes y
obtener dos nuevas series, una convergente a cero y otra convergente
a uno, lo que nos permite afirmar que las series divergentes, sin suma
infinita, no cumple en general la ley asociativa.

La propiedad disociativa de las sumas finitas y de los operadores S,, e
I ;. ho se cumple para las series convergentes ni para S e / ~- En efecto,
de la serie convergente:

0+0+---+04---
que corresponde a la serie
1-D+---+0-1)+---,

se obtiene por supresién de paréntesis la serie divergente > (—1)"*!; sin
embargo, si se imponen restricciones adicionales a ) a,, y a la aplicacién
h, pueden suprimirse paréntesis.

Teorema. Si ) a, se obtiene de ) b,, por supresién de paréntesis, si
existe una constante positiva M-tal que h(n—1) — h(n) < M para todo
nimero natural n y lima, = 0, y si ) b, es convergente, entonces
3" a, es convergente.

Las propiedades de cancelacién e introduccién de ceros.

Dada una sucesién {a,} (¢ € S(N)) y una funcién estrictamente cre-
ciente h : N — N; la sucesién {b,} (¢ € S(N)) definida por:

si existe m tal que h(m)=n

Am, q
n) =b, = , se dice que
1) " { 0, si no existe m tal que h(m) =n a
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es una sucesién (un elemento de S(N)) que se forma incluyendo ceros
entre sus elementos (en su imagen). Dada la sucesién {b,} se dice que
{an} (f € S(N)) se obtiene de {b,} mediante la supresién de ceros
{eliminando el cero de la imagen de g).

3.2.3. Restricciones y generalizaciones de los conceptos de sucesién
sumable, sucesién integrable y de serie convergente.

Las series convergentes (los elementos de R, los elementos de S(N), respecti-
vamente) presentan dos dificultades:

1- No son muchas.
2- No cumple en general la ley conmutativa.

Para salvar estas dos dificultades hay que tomar direcciones contrarias. Para
aumentar el nimero de estos elementos se debe generalizar el concepto respec-
tivo y para que se cumpla la ley conmutativa hay que restringir estos conceptos.

Una restriccién importante del concepto de sucesién sumable (sucesién inte-
grable, serie convergente) es la siguiente:

- Sucesiones absolutamente sumables, sucesiones absolutamente integrables y

series absolutamente convergentes. La convergencia de la serie Y b, no implica
. . ) . . ni

la convergencia de la serie ) |b,|; por ejemplo, la serie 3 (—1)" - es convergente

y se sabe que la serie de sus médulos % es divergente.

Teorema. Si {|bn|} € RP, entonces {b,} € RYF y se cumple ademds que
1 22bn] < 37 [bnl-

Definicién. Un elemento {b,} de R se llama absolutamente sumable si {|b,|}
€ R® y se denomina condicionalmente sumable si {b,} € R y {|b,|} no
pertenece a RZP. La coleccién de las sucesiones absolutamente sumables se
indica por RS. Resulta facil comprobar que se ha realizado una restriccién de
R .

- Sumabilidad Cesaro. El siguiente resultado es una generalizacién del concepto
de sucesién sumable.

Teorema. Si lima, = I, entonces lim ﬂi—n—“ﬁﬂ =l paral € RU {—o0, +o0}.

Sumabilidad Cesaro de orden cero. Una sucesién {a,} es sumable Cesaro de
orden cero si su imagen {s,} por el operador

100- - -
_{ 1100--- | _ (0)) © _ 1 sin<m
<o 5 ... [] ¥ (t"m =10 sn>m

es una sucesion convergente. Este proceso puede extenderse a cualquier orden
k formando una cadena de generalizaciones [1].
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Observaciones generales.

(=]

1. Los autores consideran que las definiciones de las operaciones gene-
ralizacién y restriccién, por ellos presentadas, llenan un vacio en la
Didéctica de la Matematica Superior, pues no existia una definicién de
estas operaciones lo suficientemente amplia para que todos los casos
que se denominan generalizaciones (restricciones) de un concepto, co-
rrespondan a la aplicacién de una operacién definida con anterioridad.

2. Generalmente se define un concepto en una asignatura de matemaética
y se realizan las generalizaciones y restricciones, sin que quede claro
que los nuevos conceptos obtenidos son generalizaciones del concepto
original. En el caso de las series numéricas, la situacién que muchas
veces se presenta es que no se ha estudiado el concepto de suma finita
o no se ha preparado para su generalizacién.

3. La operacién de generalizacién y el procedimiento para su aplicacién
expuestos en el trabajo no deben confundir al investigador, pues no se
puede afirmar que un concepto se obtuvo de otro por una generalizacién
por el solo hecho de que su extensién contenga a la del otro.
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