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SOLUCION DEBIL DE UN PROBLEMA
HIPERBOLICO DE TIPO ESCALAR

ANA LUZ VIVAS
ISABEL AMAYA BARRERA(*)

Resumen. En este articulo se encuentra una solucién débil para una
ecuacién hiperbdlica de tipo escalar utilizando el método de compacidad
compensada.

Abstract. In this expository paper we present a weak solution for a hiper-
bolic equation. The method of compensated compactness is used.

Keywords and phrases. Riemann Invariants, Entropy Flux, Dirac Mea-
sures.

1. Introduccién histérica del método de compacidad compensada

La teoria de compacidad compensada fué motivada con el hecho de que Tartar
en 1.979 (ver [9]), observé que las compuestas de ciertas funciones no lin-
eales con sucesiones {u¢}, donde cada u es solucién del problema de Cauchy
parabdlico de la forma

(1.1) w4 f(u)y = €ugy, e >0,

con coeficientes osciiantes tenian un comportamiento adecuado con la conver-
gencia débil, ésto es si u¢ — u entonces f(u®) — f(u). Este andlisis le sirvié
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como base para iniciar el estudio de ecuaciones escalares de leyes de conser-
vacién hiperbdlicas de la forma

(1.2) u + f(u), =0,

trabajo que también fue de interés en el ano de 1.983 para Diperna (ver [5])
quién es considerado en realidad el pionero de la teoria de la compacidad com-
pensada.

Esta teoria se fundamenta en que si se tiene un cierto control sobre combina-
ciones de términos que involucran a la sucesién {u¢}, se puede garantizar que
si u¢ — u entonces f(u®) — f(u). En este sentido se consigue una solucién
débil del problema (1.2) como el limite débil de la sucesién de soluciones de
problemas de la forma dada en (1.1).

Una de las herramientas principales de la teoria de la compacidad compensada
es el teorema sobre las medidas de Young, el cual afirma que para toda funcién
f continua, tal que f(u) = o(|ulP) cuando |u| — oo, el limite de la compuesta
de f con una sucesién uniformemente acotada en LP puede ser representado por
el valor promedio esperado de una familia {v(, ;) } de medidas de probabilidad.
Particularmente, en el caso de una ecuacién escalar, Tartar mostré que la me-
dida v(,¢) asociada con una sucesién de soluciones {u} de (1.1) estd concen-
trada en un intervalo donde f es afin. Si por el contrario f no es afin en ningiin
intervalo, la medida v(, ;) se reduce a una medida de Dirac. Para ciertos sis-
temas 2 x 2 la teoria de la compacidad compensada se aplica y las medidas
V(z,¢) se reducen también a medidas de Dirac. Ver [3], [10].

La compacidad compensada involucra el estudio de funciones entropia flujo
(n,q) para el problema (1.2). Si (1;,¢;)i = 1,2 son dos pares de entropia flujo
tales que

mi(u®)e + qi(u)a,
es precompacto en W~12(0) entonces se puede demostrar la relacién de con-
mutatividad dada por
(v,ma2 — n2q1) = (v, Mm)(v, @2) — (v, M) (v, q1) ,

resultado fundamental para reducir el soporte de las medidas de Young, obte-
niendo asi la solucién débil de (1.2).

2. Presentacion del problema
Mediante el uso de la teoria de compacidad compensada se garantiza la exis-
tencia de una solucién débil para un problema de la forma
Ut + f(u)z = 0’

21) u(z,0) = up(z),
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donde f € CY(R), f no lineal, u = u(z,t),(z,t) € R x (0,00), up continua.
Este tipo de ecuaciones aparecen con frecuencia en problemas de la fisica y
son comunmente llamadas leyes de conservacién. Generalmente estas ecua-
ciones admiten soluciones discontinuas. En esta direccién se requiere extender
el concepto de derivada cldsica a derivada débil, la cual implica la existencia
de soluciones débiles de (2.1) y es desarrollada en el contexto de teoria de
distribuciones, (ver [7]).

3. Preliminares

3.1. Definiciones y teoremas relacionados con la teoria de la compaci-
dad compensada

Definicién 3.1. Sean X un espacio vectorial normado y X' el espacio dual de
X. Una sucesion (z,,) se dice que converge débilmente a x en X si 2'(x,) —
2/(z) para todo ' € X'; x se llama el limite débil de (x,). En este caso se
escribe T, — = en X.

Definicién 3.2. Sean X y X’ como en la definicion anterior. Una sucesion
(x1) en X' se dice que converge débil estrella a 2’ € X' si ), (z) — 2'(z) para
todo T € X; &' se llama limite débil estrella de (z,). En este caso se escribe
*

z,, =z en X'
Teorema 3.1 (Teorema del Divergente Rotacional). Sea 2 un subconjunto abierto
de R™ con frontera suave, € una sucesion de numeros convergente a cero,
{v¢}, {w} dos sucesiones acotadas en L*(Q,R") tales que

(a) {divv¢} es precompacto en W~12(Q).

(b) {rotw¢} es precompacto en W=12(Q; M™*") donde M™ " es el espacio

de las matrices de tamano n x n, y

J
w’,

(rot w); ; = —w'

oz oz,
conl1<ij<nyw=(ww? . w") deR".
Supdngase ademds que v¢ — v y w¢ — w en L?(;R™). Entonces
v wt —v-w,

en el sentido de las distribuciones.
Para su demostracidn ver [6], pdg 21.

Teorema 3.2. Sea K acotado en R™ y Q un conjunto abierto en R™. Si {u}
es una sucesion de funciones medibles con

ut: Q — R™
tal que u®(z) € K para casi todo x € §). Entonces existe una subsucesion

{u*} y una familia de medidas de probabilidad {v(y )}, , ., sobre R™ con
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Spt v(z,1) C K tal que si f es una funcién continua en R™ vy
F(@) = (v, FN),

entonces

flus) &7 en L*=(£2).

La demostracidon se puede consultar en [6], pdg. 12.

Teorema 3.3. Sean  como en el teorema anterior y {u¢} una sucesion uni-
formemente acotada en LP(£2;R™), para algin p > 1. Entonces existe una
subsucesion {u*} y una familia de medidas de probabilidad {v;},cq sobre R™
tales que si f € C(R™) y satisface f(u) = o(|ulP), cuando |u| — oo, se cumple

F@) = (e SO = [ TN (),

en el sentido de las distribuciones.

La demostracion se puede consultar en [6], pdg. 18.

Teorema 3.4. Sea E un espacio normado reflexivo. Toda sucesion acotada en
E posee una subsucesion débilmente convergente en E.

Para su demostracion ver (2], pdg. 135.

Teorema 3.5. Sean  un subconjunto abierto de R™ con frontera suave,
M(Q) el espacio de las medidas de Radon sobre Q y {¢g°} wuna familia acotada
en W=LP(Q) para algin 2 < p < co.  Sea g° = g§ + g5 con {g{} precom-
pacto en W=12(Q) y {g5} acotada en M(S2), entonces {g°} es precompacto en
w1 (Q).

loc
La demostracidn de este teorema se puede consultar en [6], pdg. 33.

Definicién 3.3. Una funcionn : R — R de clase C'' es una entropia para el
sistema (2.1) st existe una funcion

q :R—-R,
de clase C' tal que
0 (u) f'(u) = q'(u) ,

para todo u € dom(f). q se llama el flujo de la entropia n y el par (n,q), par
de entropia.
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3.2. Solucién débil de (2.1)

Se consideran u una solucién clasica de (2.1) y ¢ una funcién en C"! tal que
(a) Sptopc D, D={z,|0<t<T}, a<z<hbh.
(b) p=0ent=T,z=a,z =0

En estas condiciones multiplicando la ecuacién (2.1) por ¢ e integrando sobre
t > 0 se consigue la relacion

//(ut + f(u)z)pdzdt = // u + f(u)z)pdadt

t>0

.. / / (ue + f(u);) dzdt

Integrando por partes (3.1) se obtiene

(3.2) // ude + f(u)¢s) dadt +/ uppdx =0,

t>0

relacién que es valida para u solucién clésica de (2.1). Sin embargo (3.2) tiene
sentido en el caso en que u y ug sean sélamente medibles y acotadas, lo cual
sugiere la siguiente definicién.

Definicién 3.4. Sean u, ug funciones medibles y acotadas, u es solucion débil
de (2.1) si se satisface la relacion

//(ud)t + f(u)p,) dzdt + /::o ugpdr = 0,

£>0
para toda ¢ € C{(R).

Un tratamiento completo sobre las implicaciones de la solucién débil se puede
ver en (8].
4. Analisis del problema

4.1. Regularizacién parabdlica de (2.1)

Con el propésito de encontrar la solucién débil de (2.1) se consideran ecuaciones
parabdlicas de la forma

(4.1) ug + f(u)z = €ugy.

Si {u¢} es una sucesién de soluciones de (4.1) uniformemente acotada en
L*®(R x (0,00)), por el teorema (3.3) existen {u**} y u € L>(R x (0,00))
tales que
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N
ut* — u cuando € — 0.

Cada solucién u¢ se llama solucién aproximada de (2.1) y se encuentra por
medio del esquema de Lax Friedrichs o Godunov.

Este esquema se puede ver en [4].

El siguiente resultado provee condiciones necesarias para garantizar que u
(limite débil estrella de {u*}) es solucién débil de (2.1), este hecho se ilus-

tra en la figura 1.

ui + f(ue)z = €Uz

ut+f(u)z =0

Figura 1

Teorema 4.1. Sean 2 un abierto acotado en R x (0,00), {u} una sucesion
de soluciones locales de
uy + f(u)a: = €Uzg,

(42) u(z,0) = uo(z),

con n € C?(R) conveza y (1,q) un par entropia flujo para (2.1). Entonces

(a) Eziste {u*} convergente débil * en L*=°(R x (0, 00)).
(b) n(u); + q(uc), pertenece a un subconjunto compacto de W=12().

Demostracidn. (a) Como u® es solucién de (4.1), multiplicando por u€ se tiene
(4.3) ufuy + u f(u), = eufus,.
Ademas,
(,u‘6 2 € 2 € € € 2
(), - (va)? = eur (), - ()
€ 2 € € € 2
= 6[(“‘:) +u (u )II - (uz) ]

—_ €,,€
= eu‘ug,.

De otra parte se tiene
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Asi (4.3) se transforma en

u€ 2 Ut 2 9
(4.4 0, 4o, = (B, - (veus)®

Como u€ es solucién de (4.2), u¢ € W22(R x (0,T)), integrando (4.4) sobre la
franja R x (0,7 contenida en 2 se obtiene

/Ot/IR(\/Euﬁc)zd:calt=e/ot/IR ((u;)2)zzdl‘dt—/Ot/mq(ue)zdxdt_
/Ot/m((uj)tdxdt.

Luego +/euS es acotada en L?().

Dado que {uf} es uniformemente acotada en L>®(R x (0,00)), existe una
subsucesién {u¢} tal que

u* Sy enL®(R x (0,00)).

(b) Como u€ es solucién de (4.1), multiplicando por 7'(u¢) se llega a
(u)e + q(u)s = en(u)za — " (u)(Veus)?.

Con el fin de aplicar el Teorema 3.4 se demuestra que en(u),, pertenece a un
subconjunto compacto de W~=12(Q) y n”(u€)(y/eu’)? pertenece a un subcon-
junto acotado de M ().

Al respecto, dada ¥ una funcién test se tiene

(4.5) ' / / en(u‘)”d)da:dt} < / / len(u€) 2| dadt,

ya que las u¢ son uniformemente acotadas y € C?(R). Aplicando la desigual-
dad de Holder se obtiene

(4.6)
[ [1entu)aaptizds < ver [ [1vetu)vlasa

< ViK [ /] (\/éu;>2dmdt]l/2 [ /] (u&)?drdtr?

<VeK: | ¥ |li2— 0, cuando e — 0,
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<k [[ [ova dxdt]”“’ / /w)zdxdt]“

y como M(Q) — W~1(Q),
SEKy Y 2

(// ) (Veus)?ydadt
< K || Y ”M(C) i

Luego 7" (u¢)(y/€us,)? es acotada en M(S2). Asi por teorema (3.4) se concluye
que

n(u)e + q(u)z
pertenece a un subconjunto compacto de W~12(Q). a

NOTA: Los espacios W~12(Q) se pueden encontrar en [1].

5. Solucién del problema

Teorema 5.1. SeaQ C R? y f € CY(R). Si{u®} es una sucesion de soluciones
aprozimadas de (4.1) uniformemente acotadas tal que u¢ = u en L=®(Q) vy
para toda funcion conveza n € C*(R), se satisface

o} 3}
-é—t—n(ue) + gzq(ue) € {compacto deW ~12(Q)}
donde ¢'(\) = f'(A\)n' (). Entonces

fluf) = f(u),
en L=(R x (0,00)).

Demostracion. Por el Teorema 3.3 existe una subsucesién {u‘* } que se denotard
nuevamente por {u¢}, tal que u® — u en L*°(Q2).
Usando el Teorema 3.2 se tienen las siguientes relaciones

fu) =& n)—v q)—w,

u(z,t) = (Viz,t), A),
(z,t) = (v(z,p), F(A),
v(x,t) = (V(z,0),1(A)),

w(z,t) = (v(z,1), 9(N)),

para cada (z,t) € €.
Dado que div(u, f(uf)) = %ué + Z f(uf) = €ugy y €uzy — 0 cuando € — 0
entonces div(u®, f(u¢)) es precompacto en W=12(Q) y rot(q(u), —n(u)) =
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%n‘ + %q(u‘) pertenece a un subconjunto compacto de W~12() con lo cual
se verifica la hipétesis del teorema 3.1. Por consiguiente se deduce

(uf, f(u))-(q(u®), =n(u®)) = (v, §) - (w, —v),

es decir
(u, £(u9))-(q(u®), =n(u)) — uw — v.

Por el Teorema 3.2 se tiene

(Ag = fn) () = (v(z,1), Ag(A) — F(A)n(N)),
pero

(u, £ (u))-(q(u®), =n(u)) = (Ag — fn)(u).
Asi, por unicidad de limite se concluye
(V(z,t), A(A) = FNN(A) =(v(z,0), A (V(z 1), a(N)) =

(Va,t), SNV 1y, n(A)),

la cual se conoce con el nombre de Relacién de Conmutatividad.

(5.1)

Como u(z,t) = (v(z,1), \) ¥&(2,t) = (V(z,1), (X)), (5.1) puede ser reescrita

(5.2) (V(z,0), (A —u)g(A) = (f(X) = E)n(N)) =

para toda funcién convexa n € C%(R)y¢'()) = (/\)f’(/\).

Paran()\) = |A—ul, ¢(A) = Sgn(A—u [f A)— f(u)] se cumple que 7 es convexa,
se puede aproximar por funciones de C?(R) y

¢'(A)=n"NFN),

luego

(A =w)g(A) = (F(A) = n(A) = (€ = f(u)|A - ul.

Reemplazando en (5.2) se obtiene
(V(z,0), (€ = f(u)|A = uf) =
esto es
(5.3) (€ = F(u){(v(z,0), 1A —ul) =
En (5.3) pueden ocurrir dos hechos:
(). (v(z,t), |A — u]) # 0, en este caso £ = f(u) , asi
fuf) = &= f(u).

(ii). (v(z,¢), A — u|) = 0, entonces

/ IA = uldvgg.q =0,
Q
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lo cual implica
V(z,0) (2 — {u}) =0,
por consiguiente
V(z,t)({u}) =1,

luego v(;+) es una medida de Dirac concentrada en w.

En cualquiera de los dos casos anteriores se llega a que

fluf) = f(u).
m]

Corolario 1. Sean uy € W22%(Q) y f € C*(R). Entonces el problema (4.2)
tiene una solucion débil u € L (R x [0, 00)).

Demostracion. La demostracién de este corolario es inmediata a partir de los

teoremas 4.1 y 4.2. O

Ejemplo. Solucién débil para la ecuacién de Buckley - Leverett.

Se considera el problema

2 @ t) + 4wl ) =0,
(5.4) u(z,0) = uo(x,) 0<z <1,
u(0,t) = u(t) t>0.

Dicho problema describe la variacién de la saturacién de agua u(z,t) en una
mezcla de agua con aceite que se encuentra en un recipiente. u(z,0) representa
la concentracién inicial de agua en el recipiente y u(0,¢) la saturacién de agua
en la frontera del recipiente, con

up(x) € W22([0,1)).

u(x,t) es el porcentaje de agua que contiene la mezcla en un volumen infinite-
simal alrededor de un punto x en un tiempo ¢; en particular 0 < u(z,t) < 1.
Ademas la funcién f esta dada por

flu) =

k1(u) + ka(u)’

donde k1, k3 son funciones convexas regulares en [0, 1], k1 creciente y ko decre-
ciente con las condiciones k1 (0) = k}(0) = k2(1) = k5(1) = 0.
Con las condiciones anteriores f resulta ser monétona creciente, derivable en
[0,1] y por lo tanto continua.
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Sea u€ una solucién de

gzu(x,t) + Z,%—f(u(m,t)) = €Uz,
(5.5) u(z,0) = up(z), 0<z<1,

u(0,t) = u(t) t>0,
entonces 0 < uf(z,t) < 1. Por el Teorema 3.2 existe una subsucesion {u‘*} y
una familia de medidas de probabilidad {v(; )} = € [0,1] sobre R tales que

1
(5.6) f(u) — /0 F(N)dvgey(M).
Para
n(A) = A —u,
y
k() k()

A) =8Sgn(A—u -
1) =590~ ER ) ~ B + ka(w)
se satisface la hipétesis del teorema (4.1). De (5.6) se deduce que

flu*) = f(u).

Por el Corolario 1, como f € C?(R) entonces el problema (5.4) tiene una
solucién débil u € L*([0,1] x [0, c0)).
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