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SOLUCIONES OSCILANTES

YU TAKEUCHI(*)

RESUMEN. Se estudian en detalle los casos mas notables de soluciones
oscilantes de las relaciones de recurrencia lineales de segundo orden asi
como de sus recurrencias fraccionarias asociadas. Se incluyen cotas supe-
riores e inferiores para los mdximos y minimos locales de estas soluciones.
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Abstract. Oscillatory solutions of linear second order recurrence rela-
tions and of their associated first order fractional recursions are studied
in detail. The most important cases being considered. Bounds for local
mazima and minima are also included.
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Dividiendo término a término por X, y haciendo T,, = \.—)‘LI, se obtiene la
i

férmula fraccionaria de recurrencia de primer orden

0.2) Tnﬂzz—;—:, L

Se examinan las dos situaciones siguientes:

(I) b, — b > 1. En esta circunstancia cualquier solucién real (T;,) de la
formula (0.2) diverge en forma oscilante.
(II) b, — 1. Se examinan dos casos:
(A) b, < 1 para todo n. En este caso, cualquier solucién (75,) de (0.2)
converge al limite 1.
(B) b, > 1 para todo n. Se obtienen diversos subcasos. Examinaremos
los siguientes:
(a) Si Yo", n- (b, — 1) < +00, cualquier solucién (7},) converge al
limite 1.
b) Si Yoo (bn — 1) = 400, toda solucién (T;,) diverge en forma
oscilante.
(c) Siby=1+4 ;Cg (C > %), toda solucién (T),) diverge en forma
oscilante,
(d) Sib, =1+ 5 (0<C < 1), cualquier solucién (7,,) converge al
limite 1.

En la férmula lineal de recurrencia (0.1), considérese el caso de b, > 1 para
todo n. Si (X,) es una solucién de (0.1), los términos de la sucesién (X,,)
oscilan entre los maximos y los minimos locales, y en caso de que b, — 1,
la sucesién (X,,) puede llegar a ser mondtona a partir de un término. Mas
precisamente, se obtienen los siguienes subcasos:

(i) by, — b > 1. La sucesion (X,,) diverge en forma oscilante.

(ii) b, — 1. Si Yoo, n- (b, — 1) < +o00, la sucesién (X,) es monStona
a partir de un término y la férmula (0.1) tiene una solucién que con-
verge y otra que diverge a +oc en forma asintéticamente lineal. Si
Yo yn- (b — 1) = +00, ninguna solucién de la férmula (0.1) converge.

Sea Xy un maximo o un minimo local de los términos de la solucién oscilante
(X,). La siguiente estimativa de | X | es vilida:

M—1

H VTR Y R Al ). v [ — H\/ak by - P,,

V/_

donde

Vv bM-H

Po=/X? +b1-X3 -2 Xo- Xu,

1 sl bk+1 < b]‘
Ok = § bagi1-1 ‘
bp—1 si bey1 = by,
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b -1 s
e —i;’_—l Sl bk-{-l < bi
k= :
1 si beyq > b

Cuando (bx) es de variacién acotada (v. [6]) y by — b > 1, la formula
(0.1) posee dos soluciones (X, ), (¥.) que se comportan de la siguiente manera
cuando n — 00 :

X, Y,

1 1\/—“"“’329" Holl),

Aqui, cosf = 715-: (0 < 8 < 7). En consecuencia, la férmula fraccionaria

de recurrencia (0.2) posee dos soluciones complejas que convergen a los limites
Vb-e? b-e respectivamente, donde cosf = \%E 0<8<3)

=sen()_ 6k) +o(1).
k=1

1. Férmulas fraccionarias de recurrencia de primer orden

Considérese la férmula lineal de recurrencia de segundo orden (v. Nota 1.1,
abajo) para la sucesién (X,; n=0,1,2,..):

(1.1) Kusi—2Xn ¥bos Kaci=0;, n=1,23,.., b —bh

Dividiendo la férmula anterior por X,, y tomando T, = -,(—'(ﬂ—[ n=1223,..,
se obtiene la férmula fraccionaria de recurrencia de primer orden

(1.2) Fropr =2~ b—n, n=123,.., b,—b

T
Sean fo(z) =2—- %, n=1,2,3, .., f(z)=2- £ Entonces, fa(z) — f(x)
uniformemente en el exterior de una vecindad del origen. Nétese que, usando
las convenciones § = oo, — = 0, las funciones f, y f estan definidas en RU{oc}
y son biyectivas.

Cuando b, — b, b < 1, sabemos que todas las soluciones de la féormula (1.2)
convergen (v. [6]). En esta seccién se estudian las soluciones de (1.2) cuando
by, — b > 1, y se demuestra que éstas son oscilantes, excepto en algunos casos
en los que (b,) tiende rédpidamente al limite 1. Se examinan también los casos
bp<lyb,>1deb, — 1.

Nota 1.1. Cualquier férmula lineal de recurrencia puede reducirse a esta forma
por medio de una transformacién elemental apropiada (v. [6]).
1.1. Casoen que b, — b > 1.

La funcidn f(x) no tiene puntos fijos reales. Por lo tanto, la solucion (T,,) de
(1.2) diverge para cualquier valor real T} (v. [3]). Teniendo en cuenta que

folz) <z parar >0, f,(r)>2parazx <0,
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se deduce que si T} > 0 entonces fi(Tk) = Tk41 < Tk, ¥y si Tky1 > 0 entonces
Sre+1(Tk41) = T2 < Tk41. Sucesivamente se obtiene entonces que

Ty >Tep1 > Thya > -0 s

Como la sucesién (T, Tk+1, Tk+2,...) no converge, debe existir nesesariamente
m > k tal que T}, < 0. En consecuencia Typ1 = fr(Tm) > 2551 T, < 0, ¥
Tms1 = fm(0) = o< si T}, = 0. Por lo tanto, cualquier solucién real (77,) de
(1.2) es oscilante (v. Fig. 1).

[ l
T 0 T Tiy2 Ty Ty 2 Tmn
Figura 1.
Ejemplo 1.1. Considérese la formula fraccionaria de recurrencia

1

1
Towvy =312+ Clogry A= L8y Ty = 1L

La siguiente tabla muestra el cardcter oscilante de (T},).

1123 | 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 | 13

n
To| 1| -1|4.5|1.48|048|-2.57|2.8/|1.25|029]|-5.16|2.40| 1.13| 0.16

n| 14 | 16| 16 | 17 | 18 | 19| 20 | ---
Ty |-11.11| 2.19| 1.05| 0.04 | -44.18| 2.05| 1.00] -- -

12. Casoenel que b, — 1yb, <1 para todo n.

La funcién f(z) tiene tinico punto fijo (real) en 2 = 1. Por lo tanto, éste es
el 1inico posible limite de la sucesién (7;,) dada por (1.2). Mas precisamente:

Teorema 1.1. Toda solucidn (T,) de la férmula fraccionaria de recurrencia
(1.2) converge al limite 1 cuando b, < 1 para todon y b, — 1.

Demostracion. (v. [5]). La funcién f,(x) tiene dos puntos fijos pn, ¢

(v. Fig. 2):
pnzl—‘vl—bn, gn=1++1—b,.

Evidentemente

Pn<1<gn, pn, gn—1
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=

Y

<
Jl
b

Dado € > 0 (e < ;) arbitrario, existe N 2
talque 1 —e < p, < 1 < g < 1+€ para
todo n > N. Nétese que para todo j >

n (> N) se tiene que f;(x) <  cuando ¥
z>14+€e60<z<1—e Supongamos 1L1)
primero que 1 < T, < 1+ € para algin o
m > N. Entonces podemos demostrar,
por induccidn, que 1 < T, < 1 + € para
todo n > m. En efecto, como la funcién /
fa(z) es creciente en (0,00), entonces 0 i

s
<
"
T

]
H,

\
1 gn 1+ ¢ o

Figura 2.
1< T, <1l+4eimplicaque 1 < fr(1) < fu(Tn) =Thy1 < fa(l4+¢€) <146
Supongamos en segundo lugar que T; > 1+ € para algin j > N. Entonces
1 < Tj41 = fi(T5) < Ty, y si Tjy1 > 1+¢ entonces 1 < Tjio < Tjyq, v asi
sucesivamente, llegidndose a que

I;‘)Tj-i-l }Tj+2>"'>1‘

Es decir, si T, > 1 + € para todo n > j, la sucesion (T}, 141, Tj49,...) es
decreciente y acotada inferiormente por 1 + ¢, lo cual es imposible, ya que “1”
es el unico posible limite de tal sucesién. Por lo tanto, debe existir m > j tal
que T, € (1,1 + ¢€), lo cual reduce el argumento al caso anterior.

Supongamos finalmente que existe * > N tal que T, < 1 — €. Entonces
T. < py, asf que T4y = f(Ty) < T,. De la misma manera se obtiene que
T. > Try1 > Try2 > -+ . En consecuecia, para algin j > r > N se debe tener
que T;_; < 0. Por lo tanto T; = f;_1(T;—1) > 2 > 1 + ¢, quedando asi en el
caso anterior. Se concluye que dado € > 0 arbitrario, existe m > N tal que
T, € (1 —¢,1+¢€) para todo n > m. La sucesién (T},) converge entonces al
limite 1. O

1.3. Casoen el que b, — 1 y b, > 1 para todo n.

Obsérvese que f,(z) < f(z) < = pa- y=a
ra todo ¢ > 0. Necesitaremos los dos 2

lemas siguientes. y = f(x)
Lema 1.1. Si eziste una solucién (T, )

de la formula de recurrencia que con- 1 (1,1) U= fn(x)
verge al limite 1, entonces cualquier otra

solucion también converge a 1.

Demostracidn Supongamos que (f’,l) es

una solucién de (1.2) y que 7,, — 1. 0
Dado € > 0 (¢ < 3) existe N tal que r

1
Figura 3.
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Yool I it T para todo n > N. Como ﬁ, > 0 para todon > N,
entonces la sucesion (ii, ﬁﬂ ; ’f‘ﬂH, ...) es decreciente y converge a 1. Sea (7},)
cualquier otra solucién de (1.2). Si T, > 1 para todo n > N, la sucesién (T},)
es decreciente y acotada a partir del N-ésimo término. Por lo tanto, converge
al limite 1. Si T,, < 1 para algin n > N, existe M, M > n > N, tal que
Tar—1 < 0. En consecuencia Thy = far—1(Th—1) > 2, y se tendra que Thy <
1+4€ < 2 < Ty. Como para todo k, fi(z) es creciente en (0, +00), entonces 1 <
Ti < Tk para todo k > M. Puesto que la sucesién (T}) es decreciente a partir

del M-ésimo término y estd ademas acotada por 1, se tendrd que T — 1.
O

Lo establecido en el Lema 1.1. que acabamos de demostrar es equivalente a

lo siguiente:
Toda solucién de la formula de recurrencia (1.2) converge en forma decreciente,

o toda solucién diverge.

Lema 1.2. Sean (T},) y (S.) soluciones respectivas de las formulas de recu-

rrencia
b n
(1.3) Trti =2—17n, Spbi =2—-;—; by, > 1, ¢, > 1, para todo n.
n n

Supdngase ademds que existe N tal que ¢, > b, para todo n > N. Sila sucesion
(S.) converge (al limite 1), la sucesion (T,) también converge (al limite 1).

Demostracion. En efecto, como S, — 1, existe m > N tal que la sucesion
(S,) es decreciente a partir del m-ésimo término. Sea (7},) la solucidén de la
primera férmula de recurrecia en (1.3) que satisface la condicién 75, = S,,,. Se
demuestra inmediatamente por induccién que
T, > S,, para todo n > m.

Como S, > 1 para todo n > m, entonces T}, > 1 para todo n > m, de lo cual
I,— 1. O

Del Lema 1.1. se deduce que cualquier solucién (T,,) de la primera férmula de
recurrencia dada en (1.3) converge al limite 1. A continuacién investigaremos
la convergencia o divergencia de las soluciones de la formula de recurrencia
(1.2) en varias situaciones.
Teorema 1.2. Considérese la farmula de recurrencia (1.2). Entonces:

(i) Si o2 (bn — 1) = oo, teda solucidn (T,) de (1.2) diverge en forma

osctlante.

(i) §i 02, n (bp — 1) < 400, toda solucién (T,,) converge (al limite 1).

Demostracidn. (i) Supondremos que T, — 1, y llegaremos a un absurdo. En
la demostracion del Lema 1.1 vimos que dado € > 0 (e < %) existe IV tal que

(1.4) 1<T, <1l+e¢ paratodo n> N.
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De la férmula de recurrencia (1.2) se deduce, por otra parte, que
by Th—1 by—1

Tht1i—1=1——=
n+1 Tn Tn Tn
Como T}, > 1 para todo n > N, se obtiene entonces que
b, —
(1.5) T —1l< (T, -1)— para todo n > N.

n
En la desigualdad anterior, tomando n = N, N + 1,...,m, y sumando, se llega
a que
(1.6) Ty = 1< —-1)—ib”_1
. m+1 N Tn .

n=N

Por hipétesis, la serie 37 . (b, — 1) diverge a +oc. Entonces Y - . L}‘—_l
también lo hara, pues T,, — 1. Por lo tanto,

, para todo m lo suficientemente grande.

Pero, de (1.6) se debe tener que T},41 — 1 < 0, o sea que T},4+1 < 1. Esto
contradice la desigualdad (1.4). Por lo tanto, (7,) es divergente.

(i1) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que > n- (b, = 1) < 1.
Considérese la solucién (7T,,) de (1.2) con T3 = 2. Vamos a demostrar que
T, > 1 para todo n. En consecuencia, se tendra que T,, — 1. Ahora, por

induccién se demuestra inmediatamente que 7x < 1+ 3 = % para todo
k'-—234 4 Th Encfccto,siTk‘i +1 entoncesT;tﬂ—Q——'L{‘)—T%S
2 - k+1 =1+ m Ahora, de (1.2) se ohtlene que
Th.—1 b.-1
Tpy1—1= - s e LSy
Tet1 T, T

la cual se puede considerar como una férmula lineal de recurrecnia de primer
orden para Ty — 1. Por lo tanto (v. [3]),

1 T Ty
Tnﬂtl_lz—:._ﬁ'[(ﬂ—l)_z___—ﬂ (bx — 1)
= k=1

Pero, como

2 T]'TQ ~'Tk 2 23 k
; =D <B-D+Y 15y o= D)
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se tiene que T, 1 — 1 > n—l—— [(Tl -1) - I] = 0. Por induccion se obtiene
entonces que T}, > 1 para todo n. O

Teorema 1.3. Para la férmula de recurrencia
C 1

1 Topi=2-(1+=)=—, n=1223,...,
(1.7) +1 ( o+ =
se liene:

(i) Si0<C < 1, toda solucién converge.

(ii) Si C > i, toda solucién diverge.
Demostracion. (i) En virtud del Lema 1.2, basta demostrar que la solucién de
la férmula fraccionaria de recurrencia

1 1
1.8 Twt1=2-(14—) =, n=1,23,..,
(18) " ( i ) +on=l,
converge. Considérese la siguiente férmula fraccionaria de recurrencia:
4n? 1
Sppi=2—=——+—=, n=1,23,...
nt1 4112 _ 1 Sﬁ: n 3 =y

Se comprueba inmediatamente que la sucesion (23—‘11) es una solucidén de ésta,

convergente a 1. Ademas,
4n? 1 1
= 1 - >1+4 —, paratodo n.
qn? — 1 +41'32—1 +4n2' P
El Lema 1.2. asegura entonces que cualquier solucién de (1.8) converge al limite
1.

(1i) La férmula de recurrencia (1.7) puede escribirse en la forma

(1.9) (Tn+1_1)=(Tn_1)_ﬁ'{(Tﬂ_l) +n_2}
Supongamos que una solucién de (1.7) (6 de (1.9)) converge al limite 1. En-
tonces, dado € > 0 arbitrario existe N tal que

1<T, <1+¢€, paratodo n> N.

Por lo tanto,

1 1
1. —— < ——— D& b b
(1.10) Tn< . para todo n > N
Reemplazando en (1.9) la desigualdad (1.10), obtenemos la relacién

(1.11)

1 s C C
(Tn+]_]){(’rn—l)—l—:l_—f-{(’rn—l)z-f— n_2}<(Tn_1} C

i
=+ | =
w
=



SOLUCIONES OSCILANTES 9

Sumando las desigualdades anteriores desde n hasta oo, se llega a que
C 1 C 1
1+e k2 '

(1.12) D<€ (T = 1) =
Hemos usado la desigualdad
— 1 *® 1 1

— —dt = —.

X_: Kz /” £? n

De (1.12) se deduce la estimativa

(1.13) Ty oz

que llamaremos la primerae desigualdad para T,, — 1. Ahora, reemplazando la
desigualdad (1.13) en (1.11) se obtiene que

C C
114  (Tap1-1< (T 1)—1“-{(-11—6)-54-1}.%:

y sumando la desigualdad (1.14) desde n hasta oo, que

C ¢ C 1
“<(T"—1)“m'{1+qz }Zk—ﬁ **m‘{m“}';

K=n

Esto implica la sequnda desigualdad para (T,, — 1):

C C 1
(1.15) Tn-1>1+e‘{(1+€)z+1}rg.
En general, si (A;; 7 =1,2,3,...) estd dada por la férmula de recurrencia
&
(1.16) Aj1=G(4;) = (45241, A =1,

(1+e?
un argumento inductivo permite establecer las siguientes desigualdades para
T, —1:

) 1 .
(1.17) 4k —]>F-A = §= 23y m2 N
Sea L un punto fijo de la funcién G(r) = ﬁ,— 2% 4+ 1. Entonces G(L) = L,
o0 sea

C-L2—(1+¢€% L+ (1+€¢2=0.

Esta es una ecuacién cuadratica sin soluciones reales cuando (1 + 6)4 —4C -
(1+€)? <0, osea, para C > §-(1+ €)% Por lo tanto, si C' > 1. (1+¢)?,
la sucesién (A;; j = 1,2,3,...) dada por (1.16) diverge a +oc. En tal caso,
haciendo j — oo en (1.17) se obtiene que T, — 1 > oo para todo n > N, lo
cual es absurdo. Por lo tanto, cuando C > l - (1 + €)2, ninguna ::olucién de
(1.7) converge. Como € > 0 es arbitrario se Concluye que cuando C' > 4, toda
solucién de (1.7) diverge (en forma oscilante). B
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Ejemplo 1.2. Para la formula fraccionaria de recurrencia

Tﬂ+] =2 - (1—}-7%') '%:_. C >0,
se tiene:
(i) Cuando s > 2, toda solucion (T,) converge al limite 1.
(ii) Cuando s < 2, toda solucion (T,) diverge en forma oscilante.
(iii) Sis=2yC < 1, toda solucion (T,) converge al limite I.
(iv) Sis=2yC > 3, toda solucion (T,,) diverge en forma oscilante.

2. Férmulas lineales de recurrencia de segundo orden que generan
sucesiones oscilantes

2.1. Comportamiento global de las sucesiones oscilantes.

Considérese la férmula lineal de recurrencia de segundo orden
(21) X?I-l-] _2'Xn +bn'xn—1 =0, n=11273a----
En [6] se han estudiado detalladamente las soluciones de (2.1) cuando

b, — b < 1. En la presente seccién se demuestra que cuando b, > 1 para

todo n, las soluciones de (2.1) son (casi) siempre oscilantes.
Supéngase que la solucién (X,) de la férmula (2.1) satisface la condicidn

(v. Fig 4)

(2.2) Xi_1<0< X, < Xy41, paraalgin t > 1.
Xnp41
o » . @ = "“iXM
D —
Xt X X1 Xep2 Xits XM—I

Figura 4.
De (2.1) se tiene que
(2.3) (Xn41 — Xn) = (Xn — Xn-1) — (bn — 1) - X1,
Como b, —1>0, X;_1<0, X; 20, X¢y1 > O, .. , ENtONces
Xt — Xtm1 < Xpg1 = Xt 2 Xppo — Xog1 > Xppa — Xeg2 >+
ésto es, la sucesién (X, 4, — X,;) es decreciente a partir de n = £. Esto permite

asegurar que

(1) Si la diferencia de dos términos consecutivos X, 1} — X, nunca llega a
ser negativa (este hecho puede ocurrir cuando b, — 1), entonces (X,; n =
t,t+1,t+2,...) es creciente, de lo cual convergente o divergente a +oc.
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(i1) Supongamos ahora que, para algin M,
Xy — X120, Xy — X <0.
Multiplicando (2.3) por -1 se obtiene que
Hongq =-Xne €02 Xng — Fitar ZXnprr—Fngrs L Xipenr— Kapsa s vnvy

o sea, que (X, — X,+1) es creciente a partir de n = M. Se concluye entonces
que la sucesién (X,; n =1t,t+ 1,t +2,...) es creciente hasta llegar al término
maximo (local) X s, luego comienza a decrecer, y en algiin término X alcanza
valores negativos (v. Fig. 5):

Xep1 < X €0< X1 <€ X5n <0

Xs-H Xs X.s—] Xs—‘z Xs—:}
Figura 5.

Como X;_1 >0y X, <Oparan =38+ 1,5+ 2, ..., entonces
Xoo1 — X5 < X5 — Xsy1 2 X1 — X2 > X2 — Ky > -+

o sea, (X, — X,41) es decreciente paran = s,s +1,s + 2,.... Si X;, — Xpn41
nunca llega a ser negativo entonces (X,; n =s,s+ 1,s + 2, ...) es decreciente,
de lo cual convergente ¢ divergente a —oc. Si, por el contrario, para algiin m,
X1 — X 20, pero X, — Xy < 0, nuestra sucesion tendra un minimo
local en X, v comenzara a crecer a partir del término X, .

En conclusién, la sucesion (X,; n=1,2,3,...) dada por la formula de recu-
rrencia (2.1) es, sea una sucesion oscilante, ¢ una sucesion mondtona a par-
tir de algiin término, de le cual, convergente (¢ divergente a £oc). Ademds,
I Xn — Xnt1| es un mdzimo local cuando X, - X, < 0.

2.2. La férmula de recurrencia cuando b, > 1 para todon y b, — 1.

Dividiendo término a término la férmula lineal de recurrencia (2.1) por X,

y tomando T,, = T"‘-'—I, se obtiene la formula fraccionaria de recurrencia
» ’ bn 9
(2.4) ; PUTTE . SEPE, (. S2 W
T,

El comportamiento de la sucesién (T,,; n = 1,2, 3, ...) estudiado en la Seccién
1 permite investigar el de la solucién (X,;; n = 1,2,3....) de (2.1). Obsérvese
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en particular que

(2.5) Xo=Xo [[ T, n=123,...

k=1
Teorema 2.1. Supdngase en (2.1) que b, > 1 para todo n y que b, — 1.
Entonces:

(i) §i 352, (bn — 1) = +o0, cualquier solucién (Xn; n=1,2,3,...) de (2.1)
es oscilante.

(i) Si32°, n(ba—1) < +oo, toda solucion (Xn; n=1,2,3, ...) es mondtona
a partir de un término, y el limite lim,_ o (Xnq1 — X,) eziste. Ademds,
existe una solucion (X, ), asintoticamente lineal, esto es,

Xn~an, ai#0,
y otra solucidén (Y,), convergente a un limite no nulo.

(iii) SiY o0 (bn—1) <400y Y02 1 (by — 1) = +00, ninguna solucidn de
(2.1) converge.

Demostracidn. (i) De (2.5) es evidente que la sucesién (X,) es oscilante si la
(T) lo es, y que (X,,) es monétona a partir de algin término si T, > | para
todo n suficientemente grande y lim,, ... T,, = 1. La afirmacién resulta entonces
del Teorema 1.2.

(i) Sea t un nimero natural tal que

(2.6) Y ke(e-1)<1,
k=t41
y escojamos la solucién (X,) de la férmula de recurrencia (2.1) sujeta a la
condicién
.er_l <0< A:j_,
Sumando la igualdad (2.3) desde t + 1 hasta n, se obtiene que

n

(2.7) Xnt1 = Xn=Xeg1 = Xe— Y (b = 1) Xpo1.

k=t+1

Por otra parte, como X, 11— X, < X;y1—X; paran=1t,t+1,t+2, ..., entonces

n—1 n—1
Xo—Xe=) (Xep1—Xi) < Y_(XKep1 — X)) = (n—t) - (Xop1 — Xo),
k=t k=t

o sea,
£ e X whn=8a= = nete - e= X dn [ = XD

Por lo tanto,

L

Yo (be—1) Xeoi < Y (bk—1) k- (Xeps — Xo) < Xegr = Xe.

k=t+1 ke=t-+1
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De (2.7) se obtiene, por otra parte, que
Xni1 = Xn > (Xep1 = X)) = ) (e —1) k- (X1 — Xo) > 0.
k=t+1
Por lo tanto,
Jim (Xng1 = Xa) = @ #0,
y del primer teorema de Cauchy (v. [2],[4]) se deduce que

Ezzl (Xk = Xk—l)

X ., Xn—X .

lim == = lim == ¢ = lim =a (#0).

n—oo T1 n—oo n n—00
Por otra parte, se puede comprobar directamente que la segunda solucion
(Yn; n=0,1,2,...) de (2.1) estd dada por (v. [6])

i b] l!)k 1
¥ =X o =R B
k;kl X" t

by-bgbg_ . i
Nétese que la serie ) .7 ., ]T:]_QTI converge, pues el producto infinito

T, br = [Teey (14 (bx — 1)) converge (v. [1]) y Xi ~ a-k (cuando k — oc).
Utilizando finalmente la Regla de L' Hopltd.l (v. [2],[4]), se obtiene que

X . , (o
A,. k=n+1 k=1 k=nt1 k1

Zk-—rﬁ—l bi\?;&:,\l = by by --broy b Bpy e 1 1
Y, = = ¥ XA 2 ( = _?k)

by bz by o
2% Jim [-—W ] B 2 T,
n—oc (T:__, - X!—:‘] k—oo Xp— Xp-1 @ 24
y esto completa la demostracion de (ii).
(iii) Supongamos ahora que Y >~ n - (b, — 1) = +oo y que

Yomey(by—1) < +00. Demostraremos que ninguna solucién (X,,) de la formula
lineal (2.1) converge. Podemos suponer que la solucién (7,) de la formula
fraccionaria (2.4) tiende al limite 1, pues en caso contrario la sucesion (X,,) es

oscilante. Dado € > 0 existe, en virtud de la desigualdad (1.5), N > 0 tal que
1 :
Tpy1—1<T, —1———-(b, — 1), paratodon > N.
14€
Sumando la desigualdad anterior desde n hasta >, se llega a que

oo

1 .
0< (T -1) -5 D (b= 1),

k=n

O 5ea, a que
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Sumar la desigualdad anterior desde N hasta oo conduce a

Z(T“_1)>1Jlrf ZZbk—l

n=N n=N k=n
1 oo ke
k=N n=N
1 o0
=— (k=N+1): (b — 1) = o0,
1+€
k=N
ya que
o0 oo oo
S k(e-1)=+00 y Y (N-1):(b—1)=(N-1)- Y (bx—1) < +oo.
k=N k=N k=N
Por lo tanto, [Tre v Tk = [Teen (14 (Tk — 1)) = +o0, y de (2.5) se obtiene que
(Xn) — :I:oo Esto demuestra el teorema. O

En vista del Teorema 1.3., obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1, Para la relacidn de recurrencia (2.1) se tiene:
(i) Sib, >1+ é;- para todo n suficientemente grande, toda solucion (X, )
diverge en forma oscilante.
(ii) Sib, <1+ 4—:lg para todo n suficientemente grande, toda solucion (X, )
es mondtona a partir de algin término.
(ili) Siba=1+ 5 (0< C < 1) entonces (X,) — oo,

Ejemplo 2.1. Considérese la sucesion (X,,) dada por
(29) Xp41 -2 Xp—(14p")-Xp-1=0, n=1,2,3,..., Xo=0, X; =1.

Cuando 0 < p < 1, (X,,) es mondtona a partir de algin términe. Por ejemplo,
sip=0.9, (X,) toma los siguientes mdrimos y minimos locales :

X3 =219, X7;=-733 Xy3=20.42, X9 = —47.71, Xy; = 99.20.

A partir del término Xaz, (X,,) decrece mondtonamente a —oo.

3. Comportamiento asintético de las sucesiones oscilantes
generadas por formulas lineales de recurrencia de segundo orden

3.1. Amplitud de oscilacion.

Sea (Xi; k= 1,2.3,...) una sucesion dada por la férmula lineal de recurren-
cia de segundo orden

(3.1) Xey1—2 - Xp+by  Xe—1 =0, k=1,2,3,..., by > 1 para todo k.
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Se tiene que
Xrt1 +bg - X1 =2 Xy

Multiplicando la igualdad anterior por Xg41 — b - Xg—1 y sumando by - X? a
ambos miembros, se obtiene que
(32) X2 +be X2 —2 Xeyr-Xe=bx- (XE+be X2, -2 Xi- Xp)
Sea o (> 1) definida por

{1, si bps1 < by
T =

bri1—1 .
f}:—l , 8l bk-}-] Ebk

(3.3)

Entonces, de (3.2) se obtiene la siguiente desigualdad:
(34) XP i 4bkpr X -2 Xiyy - Xie
<bi-ok (XE+be-X§ 1 —2 Xk Xe1), k=1,2,3,....

En efecto, (3.4) es evidente si beq1 < bk (en cuyo caso cx = 1). Supongamos
entonces que by > bx. Como op - b — bry1 = 0 — 1, se obtiene que

Tg (XE-J-I +bk'-¥g -2 Xp 'Xk) e (XE-H + bry1 XE — 2 Xi4 Xk)
> (0k — 1) - (Xkg1 — Xi)° >0,
y (3.4) resulta de (3.2). Sea px (< 1) definido por

b, —1 .
, {—;_—1 si b1 < by
k:

(33) 1, si bgy1 > bg.

Entonces, analoga a (3.4),
(3.6)  bk-pr- (XE4be-XE_; -2 Xi- Xi-1)
S XE . Hbeyr - XR—2- Xpp1- Xy £=1,2,3....
Sea
(37)  Pe=y/XE; +ber XE—2- Xaa - Xp, k=123
De (3.4) y (3.6) se obtiene que

VPk bx Pec1 S P < og b Pe1, £=1,2,3...,

y multiplicando las desigualdades anteriores desde & = 1 hasta k = n, que
m i
(3.8) H\/ﬂk'bk'Pﬂ'SPnSH\/Uk‘bk'Pﬂ-
k=1 k=1

Por otra parte, de (3.7),
PE=X2E, +bks1- XE— 2 Xepa - X = (X1 — X)? + (besr — 1) - X
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Por lo tanto,
(3.9) Pr 2 | Xes1— Xkl ¥ P> vbeyr — 1| Xil.

De (3.8) y de la primera desigualdad en (3.9) se obtiene entonces una co-
ta superior para la diferencia de dos términos consecutivos de la sucesién

(Xk; k:D, 1,2,...)1
(3.10) | Xnt1— Xl < Po < [] vae- ] Vo Po.
k=1 k=1

Supongamos ahora que |X;41 — X;| es un maximo local de estas diferencias.
Como lo hemos observado en la Seccién 2.1, X;_; - X; < 0. Entonces, mediante

(3.2) se obtiene que

|X;+1 ] X3|2 = Ptz__l = (X;2+1 +X¢2 - 2Xt+]Xt) - (th +bet2—l - 2X!X"*"IJ
= (b — 1) (b X7, —2X:Xi1) 20,

de lo cual,
P_,; < |Xz+1 - Xi|.

De (3.8) se obtiene también una cota inferior de |X;4; — X[ como sigue:

t—1 t—1
(3.11) IT vor - IT Vor - Po < Pica < | Xe — Xl
k=1 k=1

De (3.10) y (3 11) se obtiene entonces la siguiente acotacion para [ X,y — X¢|:

t—1

(3.12) H\/— H\ﬁ Py < |Xepr - Xz|<H\f” H\F P.

k=1
Téngase en cuenta que la acotacion (3.12) es vahda cua.ndo X1 X <0.
De (3.8) vy la segunda desigualdad en (3.9) se obtiene asi mismo una cota
superior de | X, |:

3.13)  |Xa| <

1
e Var - TT Vo« - Po.
v lIJ'ﬂ—i—l —s1 v n+1 - H H
Supongamos ahora que Xj; es un maximo ¢ un minimo local de los términos
de (X}), ésto es, que
0< Xy £ Xpm>Xpg1 6 X1 > Xy £ X1 <0

Entonces

(ba—1)- Xty — Py = —1) X3 — (X3 +by X3y —2 Xnr - Xnr—1)
= (Xnp— Xp-1) (g - Xps +00s - Xpp-1—2-Xyp)
= (Xpm— Xm—1) - (ba - Xng — Xpp41) 20,
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asi que
Vbuy =1+ | Xn| Z Py
De (3.8) se obtiene una cota inferior de | X 5r| como sigue:
M-1

M
1 1 o
__,p_>7‘” _.”,/b_.p.
m ai= er—l Fopler \/pk ey K 0

De (3.13) y (3.14) se obtiene finalmente la siguiente acotacién para |X |

(314)  [Xm|2

M-1 M-1
1
3.15 —_— vV Pk * Vb Py <|X
( ) ‘\/EFI kr:‘[l Pk H k [}_I M|
M

v s ] H‘FH‘F‘”"

En los dos casos siguientes se pueden calcular exphcltamente los valores de
Ok Y Pry, K=1,2,3, ...

(i) Primer caso: (bx) es decreciente y by — b > 1. De la definicién de oy
v pr se obtiene que

bk—|—i ==

3.16 = Pl
(3.16) O = 3

para todo k.

Por lo tanto,

(3.17) H Vor =1, H VPE = —'\/"+_Ill, para todo n.

Noétese que las deangualdades (3.12) y (3.15) son viélidas en caso de que b, — 1.

Ejemplo 3.1. Sea (X,) la sucesion determinada por

Xn+1—2»Xn+(l+%:]-.¥n_1:U, n=1223,.. Xo=0, X;=1,
Entonces
il ]_
Py = b =1 = "
E\/J_ vn+1 H\/_ E\/ﬁ_ 7

De (8.12) y (3.15) se obtienen entonces las siguientes acotaciones pare

[Xes1 = Xl v | Xnl:
1< |X — Xppa| £ VE+HT,
VM < |Xpy| <M+ 1.

Evidentemente, la sucesion (X, ) es oscilante.
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(ii) Segundo caso: (by) es creciente y by — b > 1. De las definiciones de
Ok Y Pk se obtiene que

biy1—1

— — pr=1, paratodo k.
by — 1

O =
Por lo tanto,

n f—_'b i n
(3.18) H VO = e e H VPr =1, para todo n.
k=1 Vb —1 k=1

Ejemplo 3.2. Sea (X,) la sucesidn determinada por
1
Ky =T KAl =Ry =0 R=5 28 yHyg=0; X ST
n+ 2
Entonces

Hﬁ-- II

-

y de (3.12) y (3.15) se obtienen entonces las siguientes acotaciones para
| Xe = Xega] 3 | Xl

1 t VaVTFH1 t+1
9L X—X <—~7'\/§
T2 S Xl € o

v M+ 2 -\/27“ < | Xarl < \/_ \/—M+l
VMM +1 =M S M TR

La sucesion (X,,) es oscilante.

3.2. Comportamiento de la sucesién oscilante (X, ) cuando (b,) es de
variacién acotada y b, — b > 1.

En este pardgrafo supondremos que (b,; n = 1,2,3,...) es de variacién aco-
ta.da [6] Sean Akzbk+l _bk, Pn :inf{bl,bz,,..,bn+1} hd

Vo= |4kl = lbrar — bel.
k=1 k=1

Se dice que V,, es la variacion de (by,...,bni1), v (by | n = 1,2,..) es de
variacidn acotada si existe una constante C' > 0 tal que V,, < C para todo n.
Esto equivale a decir que V = )7 | |A¢| < 4o, y V se denomina la variacién
(total) de (by,bs,...). Claramente
brt1 — 1 FAVS

[Ag
A —— e S <
(3 9) b — 1 ]+bk"1, fT;,.-__].‘l'bL._l

. para todo k.
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Por lo tanto,

n n T
[&kl) ( |Ak|) { Va }
3.20 o < 1+ < 14+ —— ) <erps —— ;.
(3200 []o k:]( Bt Pe—1 Plea-1

k=1 k=1
Por otra parte,
b — 1 A 1 Ay
k = e X — 14 [A] para todo k
bry1 — 1 bey1—1  pr bprr —1

o sea, que

(3.21) H Pr > e.rp{ p:_ ; }

Teorema 3.1. Supdngase que (by) es de variacion acotada y que b, — b > 1.
Entonces, los productos infinitos [1,—, ok y [1h—, pr convergen absolutamente.

Demostracion. De (3.19) se tiene que 0 < o — 1 < Jﬂ- Como (by) es de

variacién acotada y ademds by —1 — b—1 > 0, la serie Zk N g&i converge.

Por lo tanto, el producto infinito [];, ox = [Ty, (1 + (7% — 1)) converge ab-
solutamente. De la misma manera se obtiene que el producto infinito [~ | px
converge absolutamente.

SeanV = .7, |Ak| < +o0 la variacién total de (b) y p = infy bx. Claramente
p>1yde (3.20) y (3.21) se obtiene que

(3.22) 1<Hak<exp{ Vl}, exp{_

k=1

}5 [Ioe<t
1 k=1

Teorema 3.2. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 3.1, existe el siguiente
limite :

P \/Xn+1 by X = K X
] = lim #0
ITi=: v Ares Hk:l Vi

Demostracion. De la igualdad (3.2) se obtiene que

(3.23) lim [

n—oo

(324) PE = X.E-].i +bk+l.¥§ = z‘Yk-I—IAXk
= XEH 45 kaf. — 2 X1 Xk +X§ cAg

. X2
=bk-P§_1+X§‘Ak:bk‘Pf__]'( B—;—ﬁ“—ﬁk)
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v, ademads, que
be-Pp_y = Xp 1+be- X2 —2X 141Xk = (Xig1—Xe )2+ (br—1)-X2 > (be—1)-X3.

Entonces
X7 1
3.25 k< < . todo k,
(3.25) bk-Pf__l_b;\.—l_p—l'paraeo'
de lo cual,
oo (= o]
X} 1
——k— Ak € —— ) |Ak| < +oo.
el S p-1 4
En consecuencia, el producto infinito [T, fg:?j =3 || (1 + W%éj wﬂk)

converge absolutamente, asi que
n
72 P 1
lim —E = lim & ———
A Il i = B
existe y es no nulo. Entonces, el limite (3.23) existe y es no nulo. L

De (3.23) y (3.25) se deduce el siguiente corolario del Teorema 3.2.

Corolario 3.1. La sucesidn (% n=1, 2,3,...) es acotada.
k=1 3

Sea (X,; n=0,1,2,...) una solucién de la férmula de recurrencia (3.1). De-
mostraremos que existen sucesiones (A,; n=20,1,2,...) y (6p; n=0,1,2,...)
tales que

(3.26) An-sen bn = Xn, An:y/bny1-sen(bn +0n41) = Xpp1,
Ay 0 =T 8

donde
1 by, — 1
cosf, = T sen @, = ‘;E , =128
(1) En efecto, témense los A,, > 0 tales que
Py Py

(3.27) AZ - (bpyy —1)= P2 osea, A,

B V/bn+] —1 - \/b-n+1 - 5en gn_l_] ‘
con P, dado por (3.7). Es suficiente encontrar 4, ‘s tales que

(3.28) Xnt+1 — Xn = An - \/bny1 -sen 0,41 - cos 6y,

= v/bns1 —1- Ay - cosép,

A, -sen 8, = X,.
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Pero, como

X_;zz + (Xﬂ+1 — Xﬂ)2

2 A G- D)

_ (bns1 — D) X2 + (Xnsi — Xa)?
AZ (b1 — 1)

o

A2 ’(bn+1 '_'1) -

T

sen26,, + cos® &, =

tales &,, claramente existen. [

Teorema 3.3. Bajo la condicién |6, — (6,1 + 6n)| < 75, la sucesion
(6n; mn=0,1,2, ...) estd determinada por las formulas de recurrencia de primer
orden

Buss — 1 1

: -sen (6n—1 + bn)
Vbn —1 \/1+ 2 - sen?(6,—1 + 6n)

(3.29) sen 8, =

y

1
(3.30) cos b, = ccos (6n—1 + ),

\/1 + ;22 sen2(by_ 1 +6n)

asi que &, es una funcion continua de 6y (€ R). Ademds, existe una constante

M >0 tal que |6, — (bn1 + 02)] < M - |A,].
Demostracion. De (3.26) v (3.27) se obtiene que

Xn X, Vb,
Pooi VBa—-1-Any  VOa-—-1

y de (3.24), (3.26) y (3.27), que

(3.31) sen (6,1 + 0,),

X, ol =1 %a TR I o
senfﬁn:A—: 7 = i
T X2 7

& i \.l"bﬂlpf'!—|‘{1+r,;‘)?_l“ﬁn}

Reemplazando P—“_*T por (3.31) en la desigualdad anterior, se obtiene (3.29).
Reemplazando X,,, X, -1 en (3.1) por los valores dados en (3.26), se tiene que

(332) Xn—l—l - Xn=X,- bn ' f\—n—l

= —‘1n—1 ' {\,-" fi"u * Scn(ﬁn—l + 9:1 } - bu © Sen ﬁrr—]}
=A,_1 b, -sen#,  cos(b,_1 +8,).
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vy mediante (3.24), (3.27) y (3.28), (3.32) da lugar a que

Xypr— Xy A,_1-b, sen b,
cos &, = = -cos(bp_q + 6
4 Ap/bpyrsen Opy1 Apy/bnsr - sen Bngg (6n—1+6n)
1
= ccos(bp—1 + 6,).

\/1 + b—a—ﬂ,ﬁi_} Ny

Finalmente, reemplazando P—Y"T dado por (3.31) en la anterior igualdad, se
obtiene (3.30). O

Para demostrar la iltima afirmacién del Teorema 3.3 necesitaremos el
siguiente lema.

Lema 3.1. Considérese el sistema de ecuaciones

v1+a 1
(333) seny=———— senz, co8 Yy=-—-—
1+a-senz Vv1+a-senlz

donde a+1 > 0. Entonces, dado x € R, ezriste un unico fo(r), con |fa(x)—7| <
5, tal que y = f,(z) es una funcidn continua de R en R para la cual existe una

constante M > 0 tal que |f.(z) — x| < M- |al.

Demostracion. Dado r € R existe y tal que sen y y cos y satisfacen el sistema
anterior. En efecto,

= CO8 T,

1+a 1
sen2y+cos2y == -sen’z + e cos® &
1+ a-sen“z 1+a-sen’x
_(1+a) -sen®z + cos® B 1+ a-sen’z B
- 1+ a-senir " 1+a-sen?z

Como sen y-sen = > 0, cos y-cos x > 0, entonces x, y estan en el mismo
cuadrante (mod 27). Por lo tanto, existe un tnico y tal que |y — x| < 3.
Evidentemente y = f;(z) es una funcién continua de R en R.

1 vi4a 1 . .
= B 3 s TiV 5 ¢ spect,
Sea |a| < 5. Entonces Thee Vi Son derivables con respecto
a a y las derivadas son acotadas en |a| < % Por el teorema del valor medio

existe entonces una constante My > 0 tal que

v1i4a
v1+a - sen?c
Por lo tanto, de (3.33),

|sen y —sen x| < My - |a|, |cos y —cos x| < My - |al,

1

Vv1+a-sen?a

‘_~_/~ "'-Jr(] . Iﬂ.i, = 1‘ ‘_( ﬂfg . |ﬂ.|<

0 sea,

y—r

+z —x 2 :
Y Yy 1 T| S _-nur(] & _{i|.

< My o), 2 |sen LT
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Elevando al cuadrado las dos tltimas desigualdades v sumédndolas se obtie-
ne que 4 - [sen 9‘—| < 2. Mg - a?, asi que [sen ZE| < }\\/fi : |a|. Como

|5’%’—'| < |sen ;’2—| para |H-2-—| < 3, entonces |y — x| < % - al, ¥
bastard tomar M = % - My. Para |a| > %, basta tomar M = 7. Esto demues—
tra el lema. ]

Fin de la demostracion del teorema. Con

An  buy1—by : ; M
a= = . L= én— + 9!!\ = bn r M= ——,
bo—1 b1 L §=ted p—1
la tiltima afirmacién resulta inmediatamente del Lema 3.1. O

Como §,, es para todo n una funcién continua de la variable &g, eseribiremos
6n = 6n(t), donde t = 6y = 6o(t) € R. Sea

(3.34) en(t) = 6n(t) — (bn-1(t) +6,), n=1,2,3,..
Entonces
(3-35) lex(t)]| < M |A,, n=1,2,3,.

y la serie Zﬂ_ €, (t) converge ahsoluta y uniformemente, pues (by; k=1,2.3, ...)
es de variacién acotada. De (3.34) se deduce que

ien(t} b (1) — Bo(t) Zak = 6. (t) —f_zm
Entonces, -
Eﬁk = sz(r) it
Sea -
(3.36) r(t) = lim ( n(t) - Ze,‘) = ka(f) +t
k=1

La funcién 7(t) es una funcién continua de R sobre R. La continuidad es
clara de la convergencia uniforme de Z:‘;i €n(t), vy como lim,_.__ 7(f) =
—00, limy— 400 T(t) = +00 (pues Y ;7 €(t) < +o0), entonces 7(t) es sobre-
yectiva.

Teorema 3.4. Sea (X,) una solucién de (3.1) que satisfaga las condiciones
iniciales

Xo=Ay-sen &y, X =Ap- \/b_l -sen(&p + 0,)
Supéngase que (by) es de variacion acotada y que by — b > 1. Entonces

X,
(3.37) = A - sen E Ox + 7(50,) +o(l), cuando n — oo,
nk 1 V k=1
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donde A es una constante y 7(8y) es una funcidn continua de R sobre R.
Demostracidn. La relacion (3.37) es consecuencia inmediata de las siguientes

observaciones:
(1) De (3.26), Xn = Ap - sen 8,(t).

# * A _
(2) Del Teorema 3.2 y de (3.26), para algin A, lim,,_. M = A.
(3) De (3.36) se tiene que
n
lim (6n(t} - Zek) = 7(t), donde t = &,
k=1

n—oo

esto es,
A 13
= =A+0(1), b,(t)=) O +7(t)+0o(1).
H;::: bx ;
O

Corolario 3.2. Bajo las hipotesis del Teorema 3.4, existen soluciones
(Xn; n=1,2,3,..), (Ya; n=1,23,..) de la formula de recurrencia (3.1)
que se comportan en la forma

(3.38)
X . ¥ iR
—_— — 6 1 v T=h = 9 1 f
T Vo cos (321 k) +o(1) T, Vo sen (;:1 k) + o(1)

cuando n — 00,

Demostracion. Por la linealidad de la férmula (3.1) podemos tomar A = 1 en
(3.37). Como la funcién 7(6p) es sobreyectiva, existen &/, y &, en R tales que
7(8) = 5, 7(65) = 0. Por lo tanto, existen soluciones (X,), (¥,) que satisfacen

(3.38). O
Corolario 3.3. Considérese la formula fraccionaria de recurrencia de primer
orden

b
(3.39) Tag1 =2~ T—“ n=1,28..

donde (b,) es de variacidn acotada y b, — b > 1. Existen entonces exrac-
tamente dos soluciones de (3.39) que convergen respectivamente a los limites
Vb eie, \/E-e"""ﬂ, donde cos f = ﬁ, sen f = 3/:,——_?‘ Cualquier otra solucion es
divergente.

Demostracion. Sean (X,), (¥,), dadas como en el Corolario 3.2, soluciones de
(3.1). Entonces (Z,; n=1,2,3,...), dada por Z,, = X, +1i-Y,, es una solucién
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compleja de (3.1), de lo cual (T,,) = (7225 n = 1,2,3,...) es solucién de (3.39).

Ahora, de (3.38) se tiene que
___é‘___
[Ti=1 Vo

y como (b,) — b, (8,) — 8, entonces Ty, = 522~ = /b, - €' +0(1) — Vb - e*

n—1

=B b 4 o(1),

(cuando n — o0). De la misma manera, a partir de la solucion (X, —i-Y,) de
(3.1) se obtiene la solucién de (3.39) que converge al limite v/b-e~%. Cualquier
solucién de la férmula lineal (3.1) es una combinacién de las dos soluciones
(Xn), (Y,) dadas en el Corolario 3.2, la cual genera una solucién de la férmula
fraccionaria (3.39) que es evidentemente divergente, excepto en los dos casos
anteriores. O
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