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Difusion no local vs. Difusién local
Non-local Diffusion vs. Local Diffusion

Mauricio Bogoya':?

Resumen. Se estudia un modelo reescalado de difusién no local en RY. Se
demuestra que la solucién u. del modelo cuando € tiende a cero converge a la
solucién v de la ecuacién de medios porosos en RY, la cual es una ecuacién de
difusién local.
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Abstract. We study a re-scaled nonlocal diffusion equation on RY. We show
that the solution ue of the new model, when the parameter € goes to zero,
converges to the solution v of the porous medium equation on R, which is a
local diffusion equation.
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1. Introduccién

La ecuacién de medios porosos

vy = AA(V™), en RY x [0, 00), (1)
donde m > 1y A > 0 son constantes, y A = Efil 68—;2 es el operador Lapla-

i

ciano, aparece en muchas aplicaciones fisicas, en las cuales, este modelo describe
procesos de difusion o transferencia de calor. Otras aplicaciones aparecen en
biologia matemaética, filtracién de agua, problemas de fronteras libres y en otros
campos. La ecuacién (1) es un modelo de difusién local ya que la difusién dada
por A(v™) depende solamente de x. La ecuacién (1) comparte algunas propie-
dades con la ecuacién clasica del calor, pero una diferencia es que la ecuacién
(1), tiene la propiedad de propagacién finita de la velocidad, esto es, si el dato
inicial tiene soporte compacto entonces la solucién tiene soporte compacto en
cualquier instante ¢ > 0, lo cual origina la existencia de frontera libre. Para
mayor informacién sobre la ecuacién (1) ver [1], [5].

Cortézar y otros en [4], estudian un modelo unidimensional de difusién
no local. En este modelo, la funcién u(z,t), representa la densidad de una
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poblacién en la posicién z en un instante t. J : R — R es una funcién no
negativa, suave, simétrica (J(?") = J(-r)), decreciente en [0, 1], con soporte
compacto en [—1,1] y fR r)dr = 1. La distribucién de probablhdad de saltar

de la posicién y a la posicién x estd dada por J (u y)) om) cuando u(y,t) > 0

v 0 en otro lugar. En este caso la tasa en la que los elementos viajan a la posicién

x de otros lugares es fRJ (u(y t)> dy y la tasa en la que ellos viajan de x a

otros lugares es —u(z,t) fR (u(m t)) dy. Después de estas consideraciones,

se obtiene que la densidad wu satisface la ecuacién

wy(,t) = /RJ <Z(y_§/)> dy — u(, t), 2)

con dato inicial u(x,0) = ¢+ wo(x), donde ¢ > 0 y wo(z) es una funcién
no-negativa en L*(R).

Se observa que el valor de v depende de x y de todos los valores cercanos a
x, razén por la cual (2) es un modelo de difusién no local.

En [4] se estudia la existencia y unicidad, un principio de comparacién y
ademads se obtiene un comportamiento similar a la ecuacion de medios poro-
sos, donde las soluciones presentan la propiedad de propagacion finita de la
velocidad, lo cual origina el estudio de frontera libre.

Luego Cortazar y otros en [3], estudian el problema reescalado con € > 0,

asociado a (2)
iz, 1) = 612 (/RJ (ez(;yt)) %dy - u(x,t)) , 3)

con dato inicial u(z,0) = § + wp(z), donde § > 0 y wp(z) es una funcién C°
con soporte compacto. En [3], se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.1. Sea wy € C*°(R) una funcion no-negativa de soporte compacto
y sea § > 0. Para cada € > 0 sea ue una solucion de (3), con condicion inicial
u(z,0) =up(z) = J + wo(x). Sea v una solucidn de

v = C(0*) e
con condicion inicial v(x,0) = ug(x) = 6 + wo(x). Entonces

limu, = v
e—0

en L*(R x [0,00)).

Bogoya en [2], generaliza el problema (2) a dimensién N > 1, considera el
siguiente problema

wy(z,t) _/RNJ< - )ulNo‘(y,t)dy—u(x,t) en RY x [0, 00),

u(y,t)

u(z,0) =d + wo(x) en RY, (4)
donde d > 0, wy eLl(RN),wO>0 0 < ac< %yJ RY — R es una
funcién no negativa, suave, simétrica (J(r) = J(—r)), radialmente decreciente,
con soporte compacto en la bola unitaria y J(r)dr =

RN
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En [2], se estudia la existencia y unicidad de las soluciones de (4), un princi-
pio de comparacién valido para las soluciones continuas. Ademaés las soluciones
de (4) presentan la propiedad de propagacién finita de la velocidad.

El problema reescalado asociado a (4), para € > 0, estd dado por

T — ulfNa ,t
uy(z,1) :/]RN J (eu%yiﬁ)) €N(y )dy —u(z,t) en RY x [0, 00),

ue(,0) =d + wo(z) en RY. (5)

El objetivo de este trabajo es estudiar el limite reescalado
lim w., (6)
e—0
donde u. es la solucién de (5), con dato inicial ue = d 4+ wo(x), para d > 0, con
wp(z) una funcién no negativa en C° de soporte compacto.
2. Analisis de convergencia

Sea h : RY — R una funcién positiva y suave. Para ¢ > 0 y para = =
(v, -+, x4, ,x,) € RV se define

Loh(z) = /R o (ia_(;)) hkj;(y) dy — h(z). (7)

. . . y— .
Haciendo el cambio de variable z = =——, se obtiene
€

Leh(z) = /RN J (ha(z)> h=No (g 4 e2)dz — h(z). (8)

T+ ez

De (8), se tiene que

Loh(z) = /R o ( hj(x)> W =N (2)dz — h(z) = 0. (9)

Derivando (8) con respecto a €, se tiene que

dL;i}z(x) - /RN J (ha(wiez)) (1= Na)h Nz + e2) (Vh(z + €2) - 2) dz
+ /RN(—Oz) (VJ (M) z) RNz + e2) (Vh(z + €2) - 2) dz,

(10)
donde Vh es el vector gradiente de h. Evaluando (10) en € = 0, tenemos que

dL.h(z)
de

o L () 0 v ) -

z

+/RN(—a) (VJ (h(,(x)> z> h="N(a) (Vh(z) - 2) dz. (11)
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Haciendo el cambio de variable w = h%(w), con w; = hf—(lw) parai=1,--- ,N

(la i-ésima componente de w), se tiene que
dLch(x)
de

=(1-Na) /]RN J(w)h*(z) (Vh(x) - w) dw

e=0

-« /]RN (VJ (w) - w) h*(x) (Vh(x) - w) dw. (12)

Como J es una funcién radialmente simétrica y de soporte compacto, después
de aplicar integracién por partes, se tiene que

a:/ Jw)w;dw =0, i=1,...,N,
RN

b:/ 8J(w)w§dw:_2/ J(w)ywidw =0, i=1,...,N,

RN awz RN

c= [ YW pdw=— [ Jwpwdw=0,i%j=1,...N. (3)
RN 87,01' RN

Reemplazando lo anterior en (12), se tiene que

dL.h(z)

o —0. (14)

e=0

Derivando (10) con respecto a e, se tiene que

d? Leh(z) o z
de? = (Ve _Na)/RNJ<hO‘(x+ez)>
X h™ Nz + e2) (Vh(z + e2) - 2)* dz

+(1—-Na) /RN J (M) h=Ne(x 4 e2)(2Hp2")dz

+(2No? +a® — ) /RN (w (ha(xiez)) : z>
x h=@Ne=1(g 4 e2) (Vh(z + €z) - 2)° dz

? —a—Na t
_ ). H
oc/RN <VJ (ha(x n ez)) z> h (x4 €z)(zHpz")dz
+ a? / ZH 2 h=20 N 4 e2) (Vh(x + €2) - 2)° dz, (15)
RN

donde 2! es el vector transpuesto de z y Hj, Hj son las la matrices hessianas
de h y J respectivamente. Evaluando (15) en € = 0 y haciendo el cambio de

. T, .
variables w = Feg) S tiene que

2
L
dd;g(x) = (N?a? — Na)h** Y (2)I; + (1 — Na)h**(z) 1,
€ e=0

+ (2No? + a? — a)h** N (2) I3 + (—a)h**(2) I + 2h*(2)I5, (16)
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donde

I = /RN J(w) (Vh(z) - w)” dw, I :/R J(w)(wHpw")dw,

N

Is = /RN (VJ(w) - w) (Vh(z) - w)* dw, I = /]R (VJ(w) - w) (wHpw")dw,

N
Is = / wH yw' (Vh(z) - w)® dw.
RN

Ademas, como J tiene soporte compacto, después de aplicar integracién por
partes, se tiene que

l:/ aJ(w)wf’dw:—S/ J(w)widw, i =1,...,N,
R RN

N 3wi
e:/ 3J(w)wi2wjdw:—/ J(w)widw,j#i=1,...,N,
RN 8wj RN
2
m:/ aJ(;U)w?dw:H/ J(w)widw, i =1,...,N,
RN 8’LUZ RN
aQJ(w) . .
p:,/]RN 6w18ij§wjdw:3/l;]vJ(w)wZdeu J?élzl,...7N7
2
q:/ 8J(w)w¢2ijkdw:/ J(w)w?dw,j;ék;éizl,...,]\f,
RN aijk RN
2
r:/ 3J(;U)wi2wj2»dw:2/ J(w)widw, j#i=1,...,N. (17)
RN 8u)j RN

Sea
C’:/ J(w)w?dw.
RN

De (13 a), tenemos que I; = C||Vh(z)||?, Iz = CAh(z), para cada sub-indice
i=1,...,N.

De (17, 1, e), tenemos que I3 = (=2 — N)C|Vh(z)|?, I4 = (-2 — N)CAh(z),
ya que aparecen (N — 1) términos tipo e, para cada sub-indice ¢ = 1,..., N.
De (17 m, p, q, 1), tenemos que I5 = (N? + 5N + 6)C||Vh(z)|?, ya que
aparecen (N — 1) términos tipo p, (N? — 3N — 2)/2 términos tipo ¢ y (N — 1)

términos tipo 7, para cada sub-indice i = 1,..., V.
En resumen, se tiene que
2
%6’;@) =C(N?a? — Na)h** ! (2)||Vh(x)||? + C(1 — Na)h®*(z) Ah(z)
e=0
+ C(2Na? + a? — a)(=2 — N)h2* ()| Vh(z)|?
+ C(2a + Na)h**(x)Ah(x)
+ Ca?(N? + 5N + 6)h2*~(2)||Vh(2)|?. (18)
De donde se puede concluir que
2
L
ddég(x) = C2a(2a + 1)R** H(2)||Vh(2)]]? + C(2a + 1)h** (x) Ah(x)
€ e=0

= CA (h2*(z)). (19)
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Nota 2.1. Derivando (15) con respecto a €, tenemos que %Teh(x) es igual a

= (=N3a® + Na) /RN J (h“(xi—ez)) hNe=2(p 4 e2) (Vh(z + €z) - 2)° dz

+ (3N?%a? — 3Na) /RN J <ha(x+ez)>
x b~ N7 g 4 e2) (Vh(z + e2) - 2) (zHp,2")dz

+(1-Na) /RN J (}la(z) hNo(z + e2)D(2Hy2t)dz

T+ €2)

+(,3]\720[3741\fof”+1)/w (W< T+ ez) ) )

x poNa= 2(:(:+ez)(V (z+ez)-2)°dz
(

+ (6Na2 + 302 — 3q) /RN (VJ (ha(xiez)) z)
x h=oNo=l (g 4 e2) (Vh(z + €2) - 2) (zHp,2")dz

- oz/RN <VJ <ha(xz+ez)> z> h="N (g 1 e2)D(2Hy2')dz
+ (=3Na® — 3a%) /RN (zH 2 h =2 Ne=2 (g 4 e2) (Vh(x + €2) - 2)° dz

+ 3a? / (zH 2" Yh=20 Nl (g 4 e2) (Vh(x + €2) - 2) (2Hp2')dz
RN

—a? D(zH 2 h 3¢ No=2(g 4 e2) (Vh(z + €2) - 2)° dz. (20)
RN
El siguiente lema es muy importante para nuestro andlisis de convergencia.

Lema 2.2. Sea d > 0 y h : RY — R una funcién suave tal que h(z) > d.
Entonces

donde R(z,¢) € L*(RY) y A=< con C = J(w)widw, para algin i =
RN
1 N.

geeey

Demostracion. Sea f(e) = Lch(z). Desarrollando a f en un polinomio de
Taylor de grado 2 alrededor de € = 0, se tiene que

F(e) = FO)+ FO)c + 3" (0) + Rz, ).
De (9), (14) y (19), se tiene que
Leh(z) = AA (R (z)) € + R(z,e),

donde el residuo R(z,€) estd dado por

1 [ d 5
R(z,¢) = 3 ), @Tsh(x)(e — 5)ds.
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Nota 2.3. Para el caso unidimensional N = 1 y a = 1, se tiene que el Lema
2.2 coincide con el Teorema 1.1 obtenido en [3].

A continuacion estudiaremos el Teorema de convergencia.

Teorema 2.4. Sea wy € C®(RY) una funcién no-negativa de soporte com-
pacto y sea d > 0. Para cada € > 0, sea ue una solucion de (5), con condicion
inicial u(x,0) = up(x) = d 4+ wo(x). Sea v una solucion de

vy = AA(V?*T), en R™ x [0, 00),
con condicion inicial v(x,0) = ug(x) = d + wo(x). Entonces

limu, = v
e—0

en LY(RY x [0, 00)).

Demostracion. En [2] se puede ver que el problema (5) tiene una tnica so-
lucién ue, ademads se tiene un principio de comparaciéon para las soluciones de
(5). Por el Lema 2.2, se tiene que

(@) = AA(2OFT) = é(Lev(m, B+ R(z,t,6)) (21)

- 1 y—x Ul_Na(y,t) 1
e (/Rw‘]<eva<y,t>) & W) )+ G R L),

como wy € C*®(RY) es una funcién no-negativa de soporte compacto, se tiene

||R(Z‘,t, 6)HLl(]RN) < K637

para todo 0 < t < T, donde K es una constante independiente de €. Sean w, w,
soluciones de

1 —z \ wNY(y,t 1
W= = </ J( Y ) N(y )dy—w(x,t)) + Rz, 1)),
RN

€ ew®(y,t) €

1 y-z \ w0 !
w= i ([ () - uien ) - iR o)

con datos iniciales w(z,0) = w(z,0) = d + w(zx, 0), respectivamente.
Por principio de comparacion, se tiene que

¥

w(z,t) <ov(x,t) <w(z,t),
w(z,t) < ue(x,t) <w(x,t).

Por otro lado, se tiene que

d _

pn - (w(z,t) — w(z,t))dx

1 y—z \uw' N(yt) y—z \wVt) o

TN (ew%y,t)) ~ 7 (ewa<y,t>> W
_ Elz [ ()~ (e )da + 6%|R(x,t, ol (22)
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Como J es una funcién radialmente decreciente, por el Teorema de Fubini,
tenemos que

—1—Na«a 1-Na
y—x \w %(y.t) y—r \w " (y1)
/RN /]RN ! (ew“(zh t)> N / <6wa(y7 t)) N dvde (23)
—1—-Na 1-Na
B y—x \w "%yt) y—z \w' Yyt
B /]RN /]RN ! <6w“(y7 t)) N / (6w“(y7 t)> N

. . . _ Yy—x . Yy—x :
Haciendo los cambios de variables z = oo V1= @egn Y teniendo en

ew

cuenta que [y J(r)dr =1, se tiene que

L1 (" (eﬁfﬂ) e (eia?y%) wl—z:;@,t)) e dy
= /RN (W(y,t) — w(y,t))dy. (24)

Reemplazando lo anterior en (21), se tiene que

d 2

it Jo (@(2,t) — w(z,t)de = Z|R(z,t )|

Por consiguiente

d,__
%”w(’t) - E(Vt)HLl(RN) < 2Kk,
de lo cual, se deduce que
() —w(-, )1 @yy — 0, cuando € — 0,

y por lo tanto
ue — v, cuando € — 0.
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