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La sucesion {%} como generadora de los
espacios secuenciales

The sequence {%} as a generator of sequential spaces

José Reinaldo Montanez Puentes! 2

En memoria del Professor Carlos Javier Ruiz Salguero

Resumen. Se presenta una forma de generar subcategorias topoldgicas re-
flexivas y correflexivas de Top a través de topologias iniciales y finales. En
particular, usando la teoria expuesta, se muestra que al considerar la sucesién
{ %} se genera la categoria de los espacios secuenciales.
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Abstract. We present a way to generate reflective and coreflective topological
subcategories of Top through initial and final topologies. In particular, using
the exposed theory, we show that the category of sequential spaces is generated
by considering the sequence {%}
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1. Introducciéon

Construir un espacio 6ptimo, con caracteristicas especiales, a partir de un es-
pacio topolégico dado, motiva las nociones de subcategorias reflexivas y corre-
flexivas, que expresan nociones de mejoramiento y densidad. Por ejemplo: la
categoria de los espacios compactos Hausdorff es una subcategoria reflexiva de
la categoria de los espacios completamente regulares. En este caso el proceso de
optimizacién es precisamente la compactificacién de Stone - Cech, que define un
funtor adjunto a izquierda del funtor de inclusiéon de los compactos Hausdorff
en los completamente regulares. En este como en muchos ejemplos, no solo en
la topologia sino también en el algebra, el objeto y su mejorado cambian de
conjunto subyacente. Al observar la categoria de los espacios topoldgicos co-
mo una categoria de conjuntos con estructura pensamos en lo que significaria
mejorar un espacio topolégico sin cambiar el conjunto subyacente. Esta idea
nos condujo a la nocién de elevador en la categoria de los espacios topoldgicos,
que se interpreta, de manera intuitiva, como un funtor que asigna a un espacio
topolégico otro espacio con el mismo conjunto subyacente pero con topologia
mas fina.
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El estudio de la teoria de elevadores nos condujo a la creacién de un método
de construccién de categorias topolédgicas que resultan subcategorias correfle-
xivas en Top. En este trabajo, partiendo de un espacio topoldgico arbitrario,
se propone un método de construccién de elevadores a través de topologias
finales, en particular, resulta interesante mostrar que la categoria de los espa-
cios secuenciales es generada por este método. En la categoria de los espacios
secuenciales estdn entre otros los espacios 1-contables y por lo tanto los es-
pacios métricos, de esta manera dicha categoria contiene a todos los espacios
importantes para el trabajo de la topologia y el analisis.

Como lo advertimos anteriormente, la teoria de elevadores es motivada des-
de la topologia. Asi que las nuevas definiciones y resultados obtenidos y men-
cionados aqui corresponden en primera instancia a categorias de espacios to-
poldgicos. Finalmente, es de anotar que este trabajo toma como base [6] en
donde se desarrolla una teoria mas general.

2. Conceptos basicos

Con el fin de contextualizar al lector, en esta seccién se presentan algunos re-
sultados y conceptos bésicos de la topologia general y de la teoria de categorias
que consideramos necesarios en el desarrollo del trabajo.

2.1. La categoria de los espacios topologicos y su
estructura de categoria topolégica

El estudio de la topologia categorica puede considerarse como el estudio de la
generalizacion del funtor olvido O, de la categoria de los espacios topoldgicos
Top en la categoria de los conjuntos Sets, en particular de las construcciones
relacionadas con topologias iniciales y finales que permite dicho funtor. Recor-
demos estas construcciones, que seran la clave para el desarrollo del trabajo.

Si Y es un conjunto y {X;};cs una familia de espacios topoldgicos, la to-
pologfa final para un sumidero {f; : X; — Y };¢s corresponde a la interseccién
de la familia {A | f;"*(A) es abierto en X;};cs. Dicha construccién verifica la
siguiente propiedad universal: para todo espacio topoldgico Z y toda funcién
g:Y — Z tal que gof; es continua, se tiene que g es continua.

De manera dual se tiene la definicién de topologia inicial para una fuente.
Ahora bien, se puede notar que la construccién de topologias iniciales y finales
de familias arbitrarias usa el hecho de que la coleccién de topologias sobre un
conjunto (la fibra) tiene estructura de reticulo completo, con el orden inducido
por la inclusién. En particular, dada un familia de topologias sobre un conjunto,
el infimo esta dado por la interseccion y el supremo por la topologia generada
por la unién.

Observe que algunos espacios de interés en la topologia algebraica se ob-
tienen a partir de topologias finales, como por ejemplo, el cilindro, el toro, la

1Para facilitar la comprensién de algunas definiciones y resultados en algunos apartes del
trabajo, los objetos y morfismos de una categoria topoldgica los notaremos en negrilla y
su imagen por el funtor los escribiremos sin negrilla. Por ejemplo, en la categoria de los
espacios topolégicos f : X — Y simboliza una funcién continua y f : X — Y su funcién
correspondiente en la categoria de los conjuntos.
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cinta de Mobius y la botella de Klein.

Veamos ahora la nocién de categoria topolégica, que como podremos obser-
var sera muy particular debido a los intereses de esta exposicion.

2.2. La nocion de categoria topoldgica

Definicién 2.1 (Addmek [1]). Sea F : C — Sets un funtor. Se dice que F
es un funtor topoldgico y que C es una categoria topoldgica, si se cumplen las
siguientes condiciones:

(i) F es fiel,

(ii) F es apto para construir estructuras iniciales y finales de fuentes y sumi-
deros unitarios,

(iii) Para cada conjunto X, la fibra Fib(X) tiene estructura de reticulo com-
pleto.

Como lo acabamos de anotar, esta definicién es un poco restrictiva pues Sets
puede reemplazarse por otra categoria. Note que las propiedades (ii) y (iii)
generalizan las nociones de topologia inicial y final, es decir se definen como
estas y con semejantes propiedades universales. La propiedad (iii) captura el
hecho de que la colecciéon de topologias sobre cada conjunto tiene estructura
de reticulo completo con el orden dado por la inclusién. En particular para el
caso que nos ocupa, si X es un conjunto, notamos con Fib(X) la coleccién de
los objetos X de C, tales que F(X) = X. En Fib(X) se define la relacién “<”
asi: dados X y Xg en Fib(X), se dice que X; < X, si y solamente si, existe
un morfismo f : Xy — X tal que F(f) = 1x. A la pareja (Fib(X), <) se le
llama la fibra de X y algunas veces se notard simplemente F'ib(X). En general
la relacién “<” definida en Fib(X) es reflexiva y transitiva, pero note que la
exigencia en (iii) es que este orden sea un reticulo completo.

Ahora bien, para los propdsitos de este trabajo nos interesan solamente
las subcategorias de Top, en este sentido, vale la pena advertir que no toda
subcategoria incluso plena de Top es una categoria topoldgica,? tal es el caso
de la subcategoria plena de Top formada por los espacios de Hausdorff. Con
estas ideas en mente podemos pensar a C como una subcategoria de Top fibrada
sobre Sets por medio del funtor olvido y en las propiedades (i) y (ii) como
topologias iniciales y finales.

Ejemplo 2.2. Las categorias de los espacios uniformes, espacios secuenciales,
pretopoldgicos y pseudotopoldgicos son categorias topoldgicas fibradas sobre la
categoria de los conjuntos, ver [1].

2Herrlich y Strecker proponen en [1] una definicién de funtor topolégico que exige la existen-
cia de estructuras iniciales de fuentes arbitrarias. La definicién considerada en este trabajo
corresponde a una caracterizacién de funtor topoldgico. Probar que ésta es una caracteriza-
cién es un problema propuesto en [1]. En [2] hemos demostrado este resultado, en donde,
ademads hemos relacionado estas nociones con la de constructo topolégico dada por Preuss
en [9].
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2.3. Subcategorias reflexivas y correflexivas

Definicién 2.3 (Addmek [1]). Sean C una categoria y H una subcategoria de
C. Se dice que H es reflexiva en C, si para todo objeto V de C existe un objeto
V* en H y un morfismo ry : V — V* llamado la reflexiéon de V, tal que para
cualquier objeto U de H y cualquier morfismo f : V — U existe un tdnico
morfismo f*:V* — U tal que f*ory = f.

Pensando en H como una subcategoria de C pero con mejores propiedades,
la definicién expresa que todo objeto de C puede ser mejorado por medio de
un determinado proceso, que realmente serd un funtor, dicho funtor asigna a
cada objeto de C su mejorado en H con una propiedad universal, ademads los
dos objetos, el de partida y su mejorado, estan debidamente relacionados.

Una proposicién que caracteriza las categorias reflexivas es la siguiente: H
es una subcategoria reflexiva de C, si y solamente si, el funtor de inclusién
I : H — C admite adjunto a izquierda. De manera dual se tiene la definicién
de subcategoria correflexiva y su caracterizacién correspondiente.

Ejemplo 2.4. 1. La categoria de los espacios compactos de Hausdorff es
una subcategoria reflexiva de los espacios completamente regulares.

2. La categoria de los espacios métricos es una subcategoria reflexiva de los
espacios pseudométricos.

3. La categoria de los espacios completamente regulares es una subcategoria
reflexiva de la categoria de los espacios topoldgicos.

3. Elevadores de estructura en la categoria de los
espacios topolégicos

Los funtores elevadores de estructura son motivados desde la topologia, con un
poco mas de precisién, en la busqueda de endofuntores de Top que respeten
las fibras y al mismo tiempo asignen topologias mas finas. En particular, los
elevadores idempotentes generan subcategorias topoldgicas y correflexivas de
Top. Ahora bien, haciendo uso de topologias finales, un espacio topoldgico
define un elevador idempotente, teoria que, como se vera en la siguiente seccion,
permitird construir la categoria de los espacios secuenciales.

3.1. La nocion de elevador de estructura

Definicién 3.1. Sea F': C — Sets un funtor topolégico y sea £ :C — C un
funtor. Diremos que E es un elevador de estructura si se satisfacen las siguientes
condiciones:

(i) FoE=F,

(ii) X < E(X) para todo objeto X de C3.

3 A pesar de la sencillez de la nocién de elevador de estructura, esta no se encuentra referen-
ciada de manera explicita en la literatura, hasta el conocimiento del autor.
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La condicién (i) implica, entre otros, que E es un funtor concreto y por lo tanto
fiel, ademds que F respeta las fibras, esto es, E(X) € Fib(X) para todo objeto
X de C.
Andlogamente se dice que un funtor C : C — C es un coelevador de
estructura si F' o C' = F y para todo objeto X de C se tiene que C'(X) < X.
En adelante, nos referiremos a los funtores elevadores (coelevadores) de
estructura simplemente como elevadores (coelevadores).

3.2. Elevadores idempotentes en la categoria de los
espacios topolégicos y subcategorias generadas

Un funtor E definido en Top se dice idempotente si F o E = E. Nétese que
en tal caso los puntos fijos de E coinciden con su imagen. La subcategoria
plena de Top formada por los puntos fijos de E se notard F(Top) y a esta nos
referiremos como la subcategoria de Top generada por E.

Como se verda mas adelante los puntos fijos de elevadores y coelevadores
idempotentes generan categorias topoldgicas. Sin embargo, el siguiente teorema
que se constituye en uno de los resultados centrales, usa funtores con menos
propiedades.

Teorema 3.2. Sea E : Top — Top un funtor concreto e idempotente. Enton-
ces, E(Top) es una categoria topoldgica.

Demostracion. Basta observar que los supremos, infimos, topologias iniciales
y topologias finales se construyen en Top y luego se trasladan por medio del
funtor E a E(Top), ver [6]. O

Puesto que el centro de atencion de esta seccién es el estudio de los elevado-
res de estructura definidos en Top, asi como las categorias topoldgicas que estos
producen, destacamos como una consecuencia derivada del resultado anterior
el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sea E un elevador concreto e idempotente definido en Top.
Entonces:

(i) E(Top) es una categoria topoldgica.
(ii) E(Top) es una subcategoria correflexiva de Top.

Demostracion. (i) es consecuencia del Teorema 3.2. Una forma de ver (ii)
es evidenciando que el funtor F es el adjunto a derecha del funtor de inclu-
sién de FE(Top) en Top, sin embargo, aqui presentamos la prueba aplicando
la definicién. Sea X un espacio topolégico. Puesto que E es elevador, la fun-
ci6én identidad ix : E(X) — X es continua. Sea Y un espacio de E(Top) y
f: Y — X una funcién continua. Entonces, puesto que F es un funtor concreto
e idempotente, al aplicar F a f se tiene que f : Y — E(X) es una funcién
continua y claramente verifica la igualdad ix o f = f. Por lo tanto E(Top) es
una subcategoria correflexiva de Top. O

De manera dual se obtienen los resultados para coelevadores idempotentes
definidos en Top.
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3.3. Elevadores idempotentes generados por espacios
topolégicos y subcategorias asociadas

Haciendo uso de estructuras finales los espacios topoldgicos definen elevadores,
como se ilustra a continuacién.

Sean W y X espacios topoldgicos. En la coleccién de funciones continuas
de W en X, [W,X]r,,p, al olvidar la topologia de X se obtiene el sumidero
que notamos S, x) = {f : W = X | f € [W, X]p,,}. La estructura final para
Sew, x) la notaremos Fyg ., -

Es natural que Fj ,, y, resulte un espacio con topologia mds fina que la de
X. Otro detalle a resaltar es que las funciones continuas de W en X y de W
en Fg, x, coinciden. Estos hechos se consideran en los siguientes lemas, los
que finalmente van a permitir definir un elevador idempotente a partir de W
haciendo uso de topologias finales.

Lema 3.4. Sean W y X espacios topoldgicos. Entonces X < Fg ., -

Demostracion. Sea g € S x,. Entonces, g : W — Fg, 4 es continua.
Ahora, dada la funcién identidad ix : Fg . x, — X, se tiene que

g =ixog: W — X es continua. Entonces, por definiciéon de estructura final
para un sumidero, se tiene que la funcién identidad ix : Fg, 5, — X es
continua. Por lo tanto X < Fsw x)- O

Lema 3.5. Sean W y X espacios topoldgicos. Entonces
[W7 X]Top = [W7 FS(wﬁx)]TOp'

Demostracion. Sea g € [W,X]r,,. Entonces, g € S, x) lo cual implica que
gc [Wv FS(W,X)]TOP'

Ahora, sea h € [W, Fs(w,x)]TOP’ por el lema anterior X < Fsw.x): por lo
tanto h € [W, X]7,p,.

Noétese que segun el lema, el mecanismo de construir topologias finales, con
el proceso antes descrito, es idempotente.

Teorema 3.6. Sea W un espacio topoldgico. La aplicacion
Ew : Top — Top definida por Ew (X) := Fs. x, ¥ Ew(f) :==f define a Ew
como un elevador idempotente en Top.

Demostracion. (i) Por el Lema 3.4, para cada espacio topoldgico X, se
tiene que X < Ew (X).

(ii) Sea f: X — Y una funcién continua. Veamos que f : Ew (X) = Ew(Y)
es continua. Basta demostrar que para toda ¢ € S x), la composicién
fog: W — Ew(Y) es continua.

Sea g € Siw, x). Entonces, g: W — X es continua, luego fog: W =Y
es continua; de donde fog : W — Ew(Y) es continua. Entonces, por
definicién de estructura final para un sumidero, se tiene que la funcién
f: Ew(X) = Ew(Y) es continua.

De (ii) se sigue que Ew es un funtor y por la forma como este se definié se
deduce que este es un funtor concreto. Asi, de (i) y (ii) se tiene que Evy es
un elevador. Para completar la prueba veamos que Ew es idempotente.
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Sea X un espacio topoldgico. Como consecuencia del Lema 3.5, para cada
espacio topolégico X, [W, Ew (X)]1op = [W, X]r10p. Entonces, al aplicar
Ew a Ew(X) se consideran las funciones continuas de [W, X]r,,. Por

lo tanto las topologias finales para los sumideros Sww, x) ¥ Sw, ey x))
coinciden, de donde E%; (X) = Ew (X).

Por lo tanto Ew es un elevador idempotente.
O

Nota 3.7. En primer lugar, cabe anotar que W es un punto fijo del elevador
Evv, esto es Ew (W) = W y que para todo espacio topoldgico X se tiene que
(W, X]7r0p = [W, Ew (X)]70p. En segundo lugar, puesto que Eyw es un elevador
idempotente, resaltamos como una consecuencia derivada del Teorema 3.3 que
Ew (Top) es una categoria topoldgica y una subcategoria correflexiva de Top.

De manera dual, haciendo uso de topologias iniciales, un espacio topoldgico
da origen a un coelevador idempotente, obteniéndose los resultados duales a
los del Teorema 3.3 4.

Definicién 3.8. Sea F' un elevador idempotente definido en Top. Diremos que
F' es representable si existe un espacio topolégico W tal que F' = Eyw. En tal
caso, se dice que W es un representante de F' y que F es representable por W.
De manera dual se define coelevador representable.

Observe que si un elevador idempotente es representable, no necesariamente
su representante es tnico. El siguiente teorema, cuya demostracién es inmedia-
ta, establece que las subcategorias de Top generadas por el método de los
elevadores representables pueden ser generadas por varios espacios topoldgicos.

Teorema 3.9. Espacios isomorfos generan el mismo elevador representable y
por lo tanto la misma categoria topolégica.

Definicién 3.10. Sea C una categoria.

(i) Decimos que C es representable si C es una subcategorfa de Top y existe
un espacio topolégico W tal que C = Ew (T op).

(ii) Se dice que C es propiamente representable o simplemente p-representable
si existe un espacio topolégico W' tal que C es equivalente a Fw (Top).

Nota 3.11. En general si {W;};c; es una familia de espacios topoldgicos, es
posible determinar un elevador idempotente E(w,), el cual se define asociando
a cada espacio topolégico X la estructura final para el sumidero {f : W; —
X | f € [Wy, X]rop}icr; en funciones continuas el funtor se define por Ew,)(f)
=f.

Maés adn, con este mismo método, una clase de espacios topoldgicos C de-
termina un elevador idempotente Ee en Top. En efecto, puesto que para cada
conjunto X la coleccién de topologias sobre X es un conjunto, para cada espacio
topoldgico X se determina el conjunto { Bw (X) | W € €}; Ee(X) corresponde
a la interseccion de los elementos de este conjunto.

De manera dual se obtienen los resultados para coelevadores definidos en
Top.

40tros trabajos que relacionan subcategorias generadas a través de topologias iniciales y
temas afines, han sido publicados por A. Oostra en [7] y [8].
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Ejemplos 3.12.

1. Consideremos N, = {0,1,1/2,...,1/n,...} como subespacio del conjunto
de los ntimeros reales R con su topologia usual. La categoria Ey, (Top) co-
rresponde a la categoria de los espacios secuenciales, ejemplo que serd tra-
tado en detalle en la siguiente seccién.

2. Consideremos el espacio de Sierpinski S = (5,7) donde S = {0,1} y
T = {0,{0,1},{1}}. Entonces Cs(Top) = Top. Por lo tanto el funtor
identidad de Top es representable, de lo cual se sigue que Top es una
categoria co-representable.

3. Sea C la clase de los espacios compactos. La categoria de los k-espacios
corresponde a la categoria generada por el elevador determinado por C
en Top.

4. Sea A la clase de los espacios compactos de Haussdorff. La categoria de
los espacios de Kelley corresponde a la categoria generada por el elevador
determinado por A en Top.

5. Sea I el intervalo [0,1] con su topologia usual. La categoria Cr(Top)
corresponde a la categoria de los espacios completamente regulares.

6. La categoria de los espacios de proximidad Prox es isomorfa a la categoria
de los espacios completamente regulares, ver [10]. Por lo tanto Proz es
una categoria p-co-representable.

7. La categoria de los espacios uniformes Unif es isomorfa a la categoria de
los espacios completamente regulares, ver por ejemplo [10]. Por lo tanto
Unif es una categoria p-co-representable.

Los ejemplos 2, 3 y 4 se siguen directamente de la definiciones de elevador,
coelevador y de los espacios involucrados, por su parte, 5 se sigue de la carac-
terizacién de los espacios completamente regulares dada en [10].

4. La categoria de los espacios secuenciales
como categoria representable

En esta seccién se demuestra que la categoria de los espacios secuenciales es
representable por el espacio N, = {0,1,1/2,...,1/n,...}. Es de anotar que la
prueba no serd del todo directa, pues para tal fin usaremos el espacio N, que
es isomorfo al anterior, siendo este ultimo el compactado de Alexandroff del
espacio de los niimeros naturales con la topologia discreta.

Recalcamos que dentro de los espacios secuenciales se encuentran espa-
cios importantes para el trabajo del analisis y de la topologia. Los espacios
1-contables, en particular los espacios métricos son secuenciales, ver por ejem-

plo [5] y [10].

Definicién 4.1 (Willard [10]). Sea (X, 7) un espacio topolégico de Hausdorff,
no compacto y localmente compacto. Sea Xo = X U {oo}, donde co ¢ X.
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El compactado de Alexandroff sobre X se define como el espacio X, cuya
topologia mx __ estd dada por

% =7U{(X = K)U{oo} | K es compacto y cerrado en 7} .

Consideremos el conjunto de los niimeros naturales N con la topologia discreta.
En tal caso, puesto que todo subconjunto K de N es cerrado, se tiene que K
es finito, si y solo si, K es compacto. Por lo tanto,

Ny, = P(N)U{(N—-K)U {0} | K es finito}.

Noétese que (Noo, 7y, ) es homeomorfo al espacio N, = {0,1,1/2,...,1/n,...}
como subespacio de R.

Definicién 4.2 (Franklin [3]). Se dice que un espacio X es secuencial, si cada
subconjunto secuencialmente abierto de X es abierto. Un subconjunto A C X
es secuencialmente abierto si cada sucesiéon en X que converge a un punto de A
estd eventualmente en A, en otras palabras, por fuera de A solo hay un ntimero
finito de términos de la sucesion.

Proposicion 4.3. Sea X un espacio topolégico. Una funcion s : Noo — X es
continua, si y solamente si, la sucesion s : N — X es convergente a s(00).

Demostracion. Supongamos que s : Ny, — X es una funcién continua. Sea
s(co0) = xg. Veamos que la sucesién s : N — X converge a xy. Sea A abierto
en X tal que zg € A. Entonces, puesto que s : N, — X es continua, s~ !(A) es
abierto en N, y su complemento es finito. Por lo tanto la sucesién s : N — X
converge a Ig.

Reciprocamente, consideremos s : Noo — X una funcion tal que la suce-
sién s : N — X es convergente a s(co). Supongamos que s(oco) = xg. Sea A
un abierto de X. Si o ¢ A, entonces s~(A) no contiene a oo y por lo tanto
s71(A) C N, de donde s71(A) es abierto en N4,. Si x9 € A, entonces, ya que
la sucesién s : N — X converge a g, s~ 1(A) contiene a 0o y su complemen-
to es finito, luego s~*(A) es abierto en N.,. Por lo tanto s : N, — X es
continua. O

Proposicion 4.4. La subcategoria plena de Top formada por los espacios se-
cuenciales corresponde a la categoria Ey_ (Top).

Demostracion. Sea X € Ey__(Top). Veamos que X es secuencial. Sea A C X
A secuencialmente abierto. Sea F' el conjunto de funciones continuas de N, en
X y S el conjunto de funciones continuas de Ny, en X determinadas por las
sucesiones convergentes de X a elementos de A. Entonces f~!(A) es finito y
o ¢ f71(A) para toda f € S, lo cual significa que f~(A) C N y por lo tanto
f=1(A) es abierto en N,. Ahora, oo ¢ f=1(A4) y £71(A)¢ es finito para toda
f € F— S, luego f~1(A) es abierto en N,,. Entonces para toda f € F, f(A)
es abierto en N, y por la forma como se construye la estructura final para el
sumidero determinado por F, se sigue que A es abierto en N, que era lo que
se queria demostrar.

Sea ahora X un espacio secuencial, veamos que X € Ey_ (T'op). Para esto,
supongamos que Ey_ (X) = X y veamos que X = X. Puesto que Ey__ es eleva-
dor X C X, luego resta probar que X C X. Sea A abierto en X. Nuevamente,
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sean F' el conjunto de funciones continuas de Ny, en X y S el conjunto de fun-
ciones continuas de N, en X determinadas por las sucesiones convergentes de
X a elementos de A. Entonces, puesto que F' también corresponde al conjunto
de funciones de N, en X, se tiene que para toda f € F, con f : N, — X,
f=1(A) es abierto en N, ; pero también considerando a f : N, — X, f71(A)
es abierto en N,. Entonces en este dltimo caso, si f € S, entonces f (00) € Ay
como f~1(A) es abierto en Ny, co € f71(A) y f~1(A)€ es finito, lo cual implica
que A contiene casi todos los términos de cada sucesién f convergente en X a
elementos de A. Por lo tanto A es un subconjunto secuencialmente abierto de
X y como X es secuencial se tiene que A es abierto en X. O

Corolario 4.5. La categoria de los espacios secuenciales es una categoria re-
presentable.

Corolario 4.6. La categoria de los espacios secuenciales es una categoria to-
poldgica y una subcategoria correflexiva de Top.

Corolario 4.7. La categoria de los espacios secuenciales es generada por el
espacio Ny, = {0,1,1/2,...,1/n,...}.

A continuacién se senalan algunas propiedades de los espacios secuenciales.
Puesto que la categoria En__ (T'op) es topoldgica, y fibrada sobre la categoria de
los conjuntos, resulta completa y cocompleta. Sin embargo, En__ (T'op) no es ce-
rrada para la formacién de productos, ver [3]; en otras palabras, el producto de
espacios secuenciales en Ey_ (Top) no necesariamente corresponde al producto
realizado en Top. Aqui lo que se quiere expresar es que al hacer el producto en
Top de dos espacios secuenciales, en general este no resulta espacio secuencial,
pero al aplicar el funtor Ey_ a dicho producto este corresponde al producto
en En_ (Top). Entonces, en general los limites en Ey_ (T'op) no coinciden con
los de Top. Para calcular los limites en Ey__ (Top), estos se calculan primero
en Top y luego se les aplica el funtor Ey_, por lo tanto, en general el espacio
topoldgico correspondiente a un limite en Ey__ (Top) tiene una topologia més
fina que el correspondiente en T'op. Los colimites en Ey_ (Top) se calculan de
la misma forma que sus limites, pero en este caso coinciden con los de Top.

La categoria de los espacios secuenciales es cartesiana cerrada, ver [4]. Es
importante resaltar este hecho pues Top no lo es.

La categoria En__ (Top) no es cerrada para la formacién de subespacios, esto
es, un subespacio de un espacio secuencial no necesariamente es secuencial, pero
un subespacio abierto o cerrado de un espacio secuencial es secuencial, hecho
observado en [3].

La propiedad de ser secuencial es heredada por cocientes, ver [3]. Inversa-
mente, en [3] se muestra que cada espacio secuencial es cociente de un espacio
metrizable.
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