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Problema de Dirichlet para una
ecuacion de difusion no local con fuente
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Se estudia el problema de Dirichlet para una ecuacién de difusién no local
con fuente en un dominio acotado y con frontera suave en RY. Primero
se estudia la existencia y unicidad de las soluciones y luego un principio
de comparacién valido para las soluciones del problema. Ademaés se ana-
liza el fenémeno de explosién de las soluciones del problema con algunas
fuentes dadas.
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We consider the Dirichlet boundary value problem for a nonlocal diffusion
nonlinear operator with source term in a domain bounded in RY with
a smooth boundary. First, we prove existence and uniqueness of the
solutions and next the validity of a comparison principle for solutions of
these problem. Moreover, we analyze the phenomenon of blow—up for the
solutions of the problem for some given sources.

Keywords: nonlocal diffusion, Dirichlet conditions, blow—up.

MSC: 35K57, 35B40.

Recibido: 9 de marzo de 2012 Aceptado: 17 de mayo de 2012

1

mbogoyal@unal.edu.co

2 lmelorreagar@unal.edu.co



56 Bogoya y Elorreaga, Problema de Dirichlet - - -

1 Introduccion

La descripcion matemética de una gran variedad de fenémenos que apare-
cen en areas como la biologia, la quimica y la fisica puede ser presentada
usando ecuaciones en derivadas parciales. Tal descripcién puede ser ex-
presada como un modelo de difusiéon. Ecuaciones de la forma

ur(z, t) = Jxu—u(z, t) = /RN J(x—y)u(y, t)dy — u(z, t), (1)

y variaciones de ella han sido estudiadas como modelos de procesos de di-
fusion; ver [1, 3, 6]. La ecuacién (1) es una ecuacion de difusién no local,
ya que la difusién de la densidad u(z,t) no depende solamente de z, sino
que depende ademds de una vecindad de z. En estos modelos J : RV — R
es una funcién no negativa, suave, simétrica (J(r) = J(—r)), decreciente
radialmente, con soporte compacto en la bola unitaria y fRN J(r)dr =1.
Si u(z,t) representa la densidad de una especie de individuos, ubicados
en la posicién x en un tiempo ¢t y J(x — y) representa la distribucién
de probabilidad de saltar de la posiciéon y a la posicién x, entonces

(J * u) = [z (@ — y)u(y,t)dy es la razén con la cual los individ-
uos llegan a la posmlon w desde las otras posiciones En forma andloga
—u(z,t) = — fR u(z,t)dy es la razén con la cual los individuos en

la posicién x v1aJan a cualquler otra posicién [6]. Estas consideraciones,
en ausencia de fuentes externas, inmediatamente llevan a que la densidad
u(x,t) satisfaga la ecuacién (1). Esta ecuacién comparte muchas carac-
teristicas similares con la ecuacién del calor u; = Au, tales como: las
soluciones en estado estacionario son contantes, se satisface el principio
del méximo y la propiedad de propagacién con velocidad infinita entre
otras.

Cortézar, Elgueta y Rossi [4] introdujeron un modelo unidimensional
en donde la distribucién de probabilidad J depende de la densidad wu.
Este modelo tiene algunas caracteristicas similares a la ecuacién de me-
dios porosos uy = Au™ con m > 1; una de estas es la propiedad de
propagacion de velocidad finita. Esto es, si el dato inicial es de so-
porte compacto, entonces la solucién es de soporte compacto en cualquier
tiempo.

Luego Bogoya [2] extendié el modelo al caso de dimensiéon N con
N > 1. En este modelo, para 0 < a < %, la distribucién de probabilidad
de saltar de la posicion y a la posicion x estd dada por J (%) W
cuando u(y,t) > 0 y 0 en otra parte. En este caso, la razén con la cual

los individuos llegan a la posicién z es [pn J (u‘i/aft)> ul=NY(y, t)dy. En

forma andloga, la razén con la cual los individuos salen de la posicién
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u®(z,t)
externas la densidad wu satisface la ecuacién

zes —u(x,t) = — [pn J ( 4t ) u'~Ne(z,t)dy. En ausencia de fuentes

w(x, t) = /RN J <ui(;/i)> W Ny 1) dy — u(, £, 2)

con dato inicial u(-,0) = d + wo(z), wo € L'(RY) N L>®(RY) una funcién
no negativa 'y d > 0. La ecuacién (2) comparte algunas caracteristicas de
la ecuacién de medios porosos tales como: la propiedad de propagacién
de velocidad finita y el desarrollo de fronteras libres.

Ademas en [2] se estudia el problema de Dirichlet asociado a (2),

w(z, t) = /RN J <ui(;li‘)> Wy 1) dy — u(, £, (3)

para z € Q, y u(x,t) = 0 cuando = & , con un dato inicial no negativo
u(z,0) = ug(z) € L(Q), donde Q es un dominio acotado con frontera
suave en RY. Se demuestra la existencia y unicidad de las soluciones y
el comportamiento asintético de estas, obteniendo que la solucion existe
globalmente y que se estabiliza en cero cuando t — co.

El Problema. El objetivo de este trabajo es estudiar el modelo
asociado a (3) con una fuente, mas aun, estudiaremos el problema para
x € Qyt>0dado por

= R ut—Ne —u(zx u(z
weot) = [T (G ) w0y <,t>+f(<,t>>,(4>

para z € Q, y u(x,t) = 0 cuando = ¢ Q, con un dato inicial no negativo
u(z,0) = ug(z) € L'(R), con Q € RY un dominio acotado con frontera
suave y f una funcién no negativa que representa la fuente. En este
modelo se asume que ningtn individuo puede sobrevivir fuera del dominio
Q; por la tanto la densidad w tiene que ser cero alli. Sin embargo, a los
individuos se les permite saltar fuera del dominio (donde la densidad vale
cero). Debido a ésto, se obtienen las condiciones de frontera de Dirichlet.
Consideramos las siguientes hipdtesis sobre f:

(Hp) f una funcién de tipo Lipschitz, positiva, con constante de Lipschitz
K > 0.

(Hy) f :]0,00) — [0,00), funcién creciente, f(0) > 0, f(s) > 0 para
todo s > 0.
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(Hy) [~ ﬁds < 0.

Una propiedad importante en el estudio de las soluciones de ecua-
ciones diferenciales es la relacionada con el comportamiento asintético
de las soluciones. Este analisis trae como consecuencia el estudio del
fendmeno de explosion de las soluciones, que en literatura inglesa se
conoce como blow-up. Se dice que una solucién u(zx,t) explota en tiempo
finito T si existe 7' > 0 tal que la solucién u existe para todo t € [0,T)
Y Supgeq u(z,t) — oo cuando t — T'~. Para un estudio mas profundo
sobre este tema ver [5, 7, 8].

El trabajo se desarrolla como sigue: En la seccion 2 se analiza la exis-
tencia y unicidad de las soluciones de (4) y un principio de comparacién
vélido para las soluciones de (4). En la seccién 3 se analiza el fenémeno
de explosion de las soluciones de (4).

2 Existencia y unicidad

La existencia y unicidad de la solucién de (4) es consecuencia del teorema
del punto fijo de Banach.

Seguiremos algunas de las ideas desarrolladas en [2]. Para nuestro
andlisis fijamos ¢y > 0 y consideramos el espacio de Banach Y;, =

C([0,to]; L*(2)) dotado de la norma

lwlll = max [ 0)llz:0)-

Sea Yt;r ={w €Y, / w> 0} un subconjunto cerrado de Y;,. Obten-

dremos la solucién de (4) como el punto fijo del operador Ly, : Y;j — Ytj
definido por

Ly, (w)(z, t) = /Ot est /]RN J (wi‘(_y,ys)> w =Ny, s) dy ds
+/0t e flw(x, 5))ds + e T wo(x),

para & € Q, y Ly, (w)(z, t) = 0 cuando z= & Q.

Primero estudiaremos el problema (4) para fuentes f que satisfacen
Hy y luego, por un argumento de convergencia, lo extenderemos a cual-
quier funcién f que satisfaga Hj.

El siguiente Lema es muy importante para nuestro andlisis.

Lema 2.1. Asumamos que f satisface Hy. Sean wg y 2o funciones no
negativas tales que wo,z0 € LY (Q) y w,z € Y;;r Entonces, eriste una
constante C = C(to, K) > 0 tal que
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1L (w) = L ()] < Clllw = 2[I| + 7 JJwo — 20| 110 -

Demostracién. Se tiene que

/ Ly () (&, 1) — Loy (2)(, 1))
]RN

<L Lol CERS) e

_J (Z‘j(y’y)> ANy, s)) dy‘ da ds

t
s—t — zlx, s T as
+/0 e /[RN |f(w(z, s)) — f(z(x, s)|dzd

+et /]RN lwo — 2o|(y) dy .

Como las funciones involucradas se anulan fuera de 2, se tiene que

/RN | Lo (0)(2, €)= Lay (2) (2, 0)| da
<f e LG GRgl) e
(i) 2w 0) ] asas
v/ Cot [ 1t 9) = 1ot o) dods

+et / lwo — zo|(x) dx
Q

=h+L+et / lwo — zo|(z) dz .
Q

Para analizar el término I; consideremos los conjuntos

A*(s) = {yeQluwly, s) > z(y, )},
A7 (s) = {yeQfwy, s) <z(y, s)}.

Tenemos la siguiente acotacién para Ii:
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nes e [0 Ggl) vt
() 7w @
o G Egy) e

—J <m> wi=Ne(y, s)> dy} da ds .

Como J es una funcién radialmente decreciente, las expresiones bajo
el signo integral son no negativas, luego obtenemos, por el Teorema de
Fubini, que

t
B [ et [ ut ) - 2. o)l dyds.
0 Q

Para el término I», dado que f satisface la condicién Hy, obtenemos que

t
I, < K/ el / lw(z, s) — z(z, s)|dxds.
0 Q

En resumen, tenemos que

/ Ly () (@, 1) — Ly (2) (2, 1)
RN

t
< (@ 8) [ [ e ) - 2 9)ldyds + fun = ol

Al tomar el méximo sobre [0, to], finalmente obtenemos que

11 Ly (w) = Lz (2)[[] < CllJw = 2][| + e~ [lwo — 20l 110y -
donde C' = (1+ K)(1 — e ™). [ |

Para la existencia y unicidad de la solucién de (4) tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.1. Asumamos que f satisface Hy. Para toda funcién no
negativa ug € L' () eziste una unica solucion u € Y+ de (4).
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Demostracién. Haciendo wg = ug, 20 =0y z = 0 en el Lema 2.1,
tenemos que Ly, (u) € Y;(J)r Ademas, haciendo zp = wg en el Lema 2.1 y
eligiendo C' = (1+ K)(1—e %) < 1, tenemos que L,, es una contraccién
estricta en Ytj Por lo tanto, por el Teorema del Punto Fijo de Banach,
existe un unico punto fijo v de L, en Yto+, el cual es la solucién de (4).

Como consecuencia del analisis anterior se tiene las siguientes obser-
vaciones, las cuales son de gran utilidad en lo que sigue.

Observaciones 2.1. Las soluciones de (4) dependen en forma continua
del dato inicial en el siguiente sentido. Siu y v son soluciones de(4) con

datos iniciales ug y vy respectivamente, entonces existe una constante C
tal que

max [fu,6) = vy < Cllu40) = o O)llga ey

Observaciones 2.2. u es solucion de (4) si y sélo si

u(z, t) = /Ot et /Q J (M) ut Ny, s)dyds

+Ae*wwm@Mww%w@%

Ademds si ug € C(Q) entonces u(-,t) € C(Q) para todo t > 0 y
satisface (4) para x € Q.

Teorema 2.2. Principio de Comparacién. Sean u y v soluciones
continuas de (4), con datos iniciales ug y vo, respectivamente. Siug(x) <
vo(z) para todo x € Q, entonces u(z,t) < v(xz,t) para todo (x,t) €
Q x [0, 00).

Demostracién. Como ug(z) < vo(x) para todo = € Q, existe 6 > 0
tal que u(x,0) + ¢ < v(x,0). Supongamos inicialmente que u(z,0) y
v(z,0) son funciones C!' de soporte compacto. Argumentaremos por
contradicciéon. Supongamos que la conclusién no se tiene, por lo tanto
existe un tiempo ty > 0 y un punto xg € Q tal que u(zg, to) = v(xo,to) y
u(z,t) < v(x,t) para todo (z,t) € Q x [0, tg].

Consideremos el conjunto G = {x € Q/ u(z,t9) = v(z, )}, el cual es
no vacio y cerrado. Sea z1 € G, de la ecuacién (4), tenemos que
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0 < (u—v)lz, to) :/RN <J (M) ut N (y, to)

< 0,

lo cual implica que u(y,tg) = v(y,to) para todo y € Be(z1) y por con-
siguiente G es abierto. Por lo tanto G = 2, lo cual no puede ser.
Consideremos uy,(z,0) and v, (x,0) sucesiones de funciones C*, con
soporte compacto, tales que, uy,(z,0) = u(x,0) y v,(x,0) — v(z,0) en
LY(Q) cuando n — oo, y ademds uy,(z,0) < v,(z,0). Sean u, and v,
las soluciones de (4) con condiciénes iniciales uy,(x,0) y vy(z,0), respec-
tivamente. Por el argumento previo tenemos que uy(z,t) < v,(z,t). El
resultado se sigue de la Observacién 2.2 y del Teorema de la Convergencia
Monétona al hacer n — oo. |

A continuaciéon demostraremos la existencia y unicidad de las solu-
ciones de (4) para el caso en que la funcién f satisface (Hy).

Teorema 2.3. Para toda ug € L*(), funcion no negativa, y para f una
funcion que satisface (Hy), existe un tiempo T > 0 y una unica solucion
w de (4) tal que u € C([0,T); L' (£2)).

Demostracién. Sea (fy), una sucesién creciente de funciones de
tipo Lipschitz, tal que f, < fo+1. Asumamos que f,(s) = f(s) en
[0,n]. Sea u, la tnica solucién de (4) con dato inicial u,(z,0) y fuente
fn. Supongamos que los datos iniciales satisfacen wu,(x,0) < u,41(z,0)
y un(-,0) converge uniformemente a u(-,0). Por el principio de Com-
paracién 2.2, tenemos que un(z,t) < unp41(z,t), por lo tanto existe u
que puede ser oo en algunos puntos con lim, o u, = u. Sea T =

sup {t \ sugu(:z,t) < luolloo + 1}, con T > 0.
re

De la observacién 2.2, para u, y haciendo n — oo, se sigue por el
Teorema de la Convergencia Mondtona que u es la inica solucién de (4)
en © x [0,7T) con dato inicial u(z,0) y fuente f(u). [ |

En forma similar se tiene el Principio de Comparacién para fuentes
f que satisfacen Hi.

Teorema 2.4. Principio de Comparacién. Supongamos que [ sat-
isface Hy. Sean u y v soluciones continuas de (4), con datos iniciales
ug y vo, respectivamente. Si u(z,0) < v(x,0) para todo x € Q, entonces
u(z,t) < wv(x,t) para todo (z,t) € Q x [0,T).
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3 Analisis de explosion

A continuacién analizaremos el fenémeno de explosién para las soluciones
de (4). Con este fin asumiremos que la fuente f satisface Hs.

Teorema 3.1. Sea f una funcion convexa que satisface (Hy) y (H2).
Sea u la solucion de (4), con dato inicial ug > 0, entonces u explota en
tiempo finito.

Demostracién. Sea u la solucién de (4), definimos la funcién M (t)
para t > 0 como

M(t) = |512’ /Q u(z, t)de. (5)

Derivando M con respecto a t y aplicando el hecho de que f es una
funcién convexa, tenemos que

M(t) = ’é‘ /Q Fu(z, ) dz > f <|§12‘ /Q (@, ) dx> > F(M(1).

por lo tanto

M'(t) = f(M()), (6)

Como M(0) >0y f(u) > 0 para u > 0, tenemos que M’(t) > 0, por lo
tanto M (t) > 0 para todo t > 0.

De (6), integrando en [0,¢] y luego haciendo un cambio de variable,
se obtiene que

M(#)
/ sy (7)

Sea

Py = [ fcé‘; . (8)

Como f satisface (Hs), de (7) tenemos que

F(M(0)) — F(M(1)) > ¢.
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Por lo tanto la solucién u of (4) explota en un tiempo finito. [ |

Corolario 3.1. Sea u la solucion de (4) con dato inicial ug > 0. Si
flu)=uP, p>1; f(u)=e% f(u)=(14+u)In(14+u), p>1, entonces
u explota en tiempo finito.
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