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1 Introduccion

El propésito de este articulo es estudiar algunas propiedades del problema
de Cauchy:

ut+upux+’H8§u+H8§u = 0,
u(0; 2z, y) = oz, y), (1)

con p € N.

Ma3s precisamente, estamos interesados en estudiar algunas propieda-
des de las soluciones reales de (1) tal como la buena colocacion local en
los espacios de Sobolev H*(R?), s > 2, y con la ayuda de estimativas
LP — L9 del grupo asociado obtenemos buena colocacién global para dato
inicial pequeno.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la seccion
2 presentamos algunos resultados que seran utilizados a lo largo de este
articulo, en la seccién 3 demostramos, con la ayuda de la teoria de Kato,
la buena colocacion local de (1), y en la seccién 4, utilizando estimati-
vas para el grupo, obtenemos buena colocacion global para dato inicial
pequeno.

Presentamos la notacién que utilizaremos en este articulo.

1. H denota la transformada de Hilbert en la variable y, es decir

poves) =+ [0

1
H = —
() = -
para cada funcién f integrable en R con derivada continua.

2. S(R?) denota el espacio de Schwartz.

3. S'(R?) denota el espacio de las distribuciones temperadas.

4. Para f € S'(R?), fdenota la transformada de Fourier de f y f
denota la transformada inversa de Fourier de f.

5. Para s € R, H*(R?) := {f € §'(R?)|(1 4 €2 + n?)*/2f € L*(R?)} es
el espacio de Sobolev de orden s. H*(R?) es un espacio de Hilbert

—

con el producto interno (f, g)s = [po (14+&2+0?)*f (&, n)gE\,n)dgdn.

6. Para f € L5(R?), |flps = [IA°fl Lo (r2)-
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7. Si X,Y son espacios de Banach, B(X,Y) es el espacio de los ope-
radores lineales continuos de X en Y dotado de la norma

1T px,y) = Supl [Tz .

llzll=

Si X =Y escribiremos B(X) en vez de B(X,Y).
8. A% = (1—A)%2

9. [A, B] denota el conmutador de A y B.

2 Preliminares

Presentamos a continuacién algunos resultados que seran utilizados a lo
largo de este trabajo.

2.1 Teoria de Kato

Haremos una breve presentacién de la teoria de Kato descrita en [8].
Con ésta se demuestra el buen planteamiento de problemas de Cauchy
de ecuaciones lineales y cuasilineales de evolucién.

2.1.1 Caso lineal

Supongamos que X y Y son espacios de Banach reflexivos con Y C X
de forma densa y continua, y sea { A(t) };c(o,7r) una familia de operadores
tales que

1. A(t) € G(X,1,0). En otras palabras, —A(t) genera un semigrupo
de tipo Cy tal que

le=>A0] < e,

para todo s € [0, c0).

2. Existe un isomorfismo S : Y — X tal que SA(t)S™! = A(t) + B(t),
donde B(t) € B(X), para 0 <t < T, t — B(t)r es fuertemente
medible, para cada x € X, y t — ||B(t)||x es integrable en [0, T].

3. Y CD(A(t)), para 0 <t < T,y t — A(t) es fuertemente continuo
de [0,T] a B(Y, X).
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Teorema 1. Bajo las anteriores condiciones, existe una familia de ope-
radores {U(t, s) bo<s<t<T tales que:

1. U es fuertemente continuo de A — B(X), donde

A={(ts):0<s<t<T}.
2. U(t,s)U(s,r) =Ul(t,r) para (t,s),(s,7) € A, yU(s,s) = 1.
3. U(t,s)Y CY yU es fuertemente continuo de A — B(Y).

dUu(t,s)

4. — = —-At)U(t, s), dUét’S) = U(t,s)A(s), en el sentido
s

fuerte dentro del espacio B(X,Y') y son fuertemente continuas de
A — B(X,Y).

La familia de operadores {U(t, s)}o<s<t<T €n el teorema anterior
se denomina familia de operadores de evolucion asociada a A(t). Una
consecuencia inmediata de este ultimo teorema es que, para y € Y,
u(t) = U(t, s)y es solucién del problema de Cauchy

du
E + A(t)u = 0,
u(s) = y.

para s <t <T.
Més aun, si f € C([0,T]; X) N L'([0,T);Y), entonces
t
u(t) =U(t, 000+ [ Ut f()ds,
0
siysélosiue C(0,7;Y)NCH(0,T); X) y

WAy = ),

dt
u(0) = ¢.

para 0 <t <T.
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2.1.2 Caso Cuasilineal

Sean X y Y espacios de Banach reflexivos, Y C X, siendo la inclusion
densa y continua. Consideremos el siguiente problema

ou+ Alt,u)u = f(t,u) e X,
U(O) = UOEY, (2)

para t > 0, donde, para cada t, A(t,u) es un operador lineal de Y en
X y f(t,u) es una funcién de R x Y en X. Consideremos también las
siguientes condiciones:

(X) Existe un isomorfismo isométrico S de Y en X.

Existen Ty > 0 y W, una bola abierta de centro wy, tales que:

(A1) Para cada (t,y) € [0, Tp] x W, el operador lineal A(t,y) pertenece a
G(X,1,p), donde § es un nimero real positivo. En otras palabras,
—A(t,y) genera un Cy semigrupo tal que

le™ = AEY |5 xy < P2,

para s € [0,00). Noétese que si X es un espacio de Hilbert, A €
G(X,1,0) siy sélo si

a. (Ay,y)x > —B|lyll% para todo y € D(A),
b. (A + )\) es sobreyectivo para todo A > .

(As) Paracada (t,y) € [0,Tp]x W el operador B(t,y) = [S, A(t,y)]S~ ! €
B(X) y es uniformemente acotado, es decir, existe A\; > 0 tal que
1B, y)l5x) < A1,
para todo (t,y) € [0,Tp] x W. Ademas, para algin p1 > 0, se tiene
que, para todo y,z € W,
1B(t, y) = B(t, 2)llsx) < mlly — 2y -

)), para cada (t,y) € [0,Tp] x W, (la restriccién de
ertenece a B(Y, X)) y, para cada y € W fijo, t —

™~

s
o
)~<
RS
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A(t,y) es fuertemente continua. Ademads, para cada t € [0, Tp] fijo,
se satisface la siguiente condiciéon de Lipschitz,

IA(, y) — AL, 2)llByx) < p2lly — 2lx

donde p2 > 0 es una constante.

(Ag) A(t,y)wp € Y para todo (t,y) € [0,7] x W. Ademds, existe una
constante Ao tal que

|A(t, y) wolly < Az,

para toda (t,y) € [0, Tp] x W.

(f1) f es una funcién acotada en [0,Tp] x W a Y, es decir, existe A3 tal
que

£t 9lly < As,

para todo (t,y) € [0,Tp] x W. Ademas, la funcién t € [0, Tp] —
f(t,y) € Y es continua con respecto a la topologia de X y para
todo y,z € Y se tiene que

Hf(t’ y) - f(tv Z)HX < u3 ||y - Z||X7

donde p3 > 0 es una constante.

Teorema 2 (Kato). Supongamos que se satisfacen las condiciones
(X), (A1)-(As) y (f1). Dado ug € Y, existe 0 < T < Ty y una tnica
u € C([0,T;Y)NCYH(0,T); X) solucion de (2). Ademds, la aplicacién
ug — u es continua en el siguiente sentido: consideremos la sucesion de
problemas de Cauchy,

Oy, + An(ta Un) Un = fn(ta un) ,
un(o) = Upg, (3)

para t >0 yn € N. Supongamos que se satisfacen las condiciones (X ),
(A1)-(A4) y (f1) para todon > 0 en (3), con los mismos X, Y y S, y las
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correspondientes 3, A\1—As3, pa—3 pueden ser escogidas independientes de
n. También supongamos que

s-lim A, (t,w) = A(t,w) en B(X,Y),

n—oo
5-_l>imBn(t,w) = B(t,w) en B(X),
lim fu(tw) = f(tw)en Y,
lim w,, = wupen Y,
n—oo

donde s — lim denota el limite fuerte. Entonces, T puede se puede elegir
de tal manera que u, € C([0,T],Y)NCYH(0,T),X) y

lim sup [[un(t) - u(t)ly = 0.

Para una demostracién de este teorema se puede ver [8].

2.2 Otros resultados importantes

Los siguientes resultados acerca de conmutadores de operadores hacen
parte del acervo de herramientas de las que se hace uso en el analisis.

El primero de ellos estd dado por la siguiente proposicién debida a
Kato (para su demostracién vease [8]).

Proposicién 3 (Desigualdad de Kato). Sea f € H*, s > 2, A =
(1— A2)1/2 y My el operador de multiplicacion por f. Entonces, para
2], 15 < s -1,

A3 [Aé—l—f-i-l7 Mf] A—f e B(LQ(R2)>,

[amTiam et a9 (4)

B(L2(R2

Proposicién 4 (Desigualdad de Kato—Ponce). Sean s > 0, 1 <
p < oo, A= (1-A%)2y My el operador de multiplicacion por f.
Entonces,

1A%, My] gl, < ¢ (IV floo [A°  glp + 1A% flp |glso) (5)
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para toda f,g € S

Corolario 5. Para f,g € S,

[f glsp < ¢ ([floo [A° glp +[A° Flp lgloo) -

La siguiente proposicién es un resultado conocido y 1til en la demos-
traciéon del buen planteamiento global de muchos problemas de Cauchy
asociados a ecuaciones diferenciales que aparecen en el contexto de la
fisica.

Proposicién 6. Sea f : R? — R una funcién continua acotada tal que
0. f existe y es continua y acotada. Entonces, si A = 0.,

(Alw), w)o > — |7l 3. (6)

para cada u € D(A), y A+ X\ es sobreyectivo, para todo A\ > %\f|oo.
En particular, A € G(L*(R?),1, 3| f|s) (véase la seccion anterior).

Demostracion. La desigualdad (6) se sigue inmediatamente después
de hacer integracion por partes. Veamos que si A > %\ floo, entonces A4\
es sobreyectivo. Supongamos que 1 es tal que ((A+ \)(u),¥)o = 0, para
toda u € D(A). Por lo tanto, v € D(A*) C D(A). De (6) se sigue que

1
02 (440 v = (A= 17l ) 1013.
Luego, v = 0 y, por lo tanto, A + A es sobreyectivo. [ |

3 Teoria local

En esta seccién examinamos el buen plantemiento del problema de
Cauchy (1).

3.1 Buen planteamiento en H*

Teorema 7. Sea s > 2 y p € N. Para ¢ € H*(R?), existe T > 0, que
depende solamente de ||¢||s, y una tinica

u € C([0, T), H*(R*)) N C([0, T], H*7*(R?)),
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solucion del problema de Cauchy

ut—i-?-[@gu—i—?-[a;u—i-upug; = 0,
u(0) = ¢. (7)

Ademds, la tranformacion ¢ — u de H® en C([0,T], H®) es continua.

Demostracién. En este caso, u es solucién de (7) siy sélo si v(t) =
eMAy(t) es solucién de

donde

A(t, v) = M (e7HA )P e tHA

Veamos que para este problema se satisfacen cada una de las condi-
ciones del teorema de Kato (Teorema 2). Por lo pronto, sean X = L?(IR?)
y Y = H*(R?), para s > 2. Es claro que S = (1 —A)2 es un isomorfismo
entre X y Y. En los siguientes lemas verificaremos que el problema (8)
satisface las condiciones (A;)—(A4) que aparecen en la Seccién 2.1.2.

Lema 8. A(t,v) € G(X,1,5(v)), con B(v) = Ssup, Hax(et/}{Av)p”Loo(RQ)
(véase la condicion (A1) en la Seccion 2.1.2).

Demostracién. Ya que {e "2} es un grupo fuertemente continuo
de operadores unitarios, y gracias a la observacién que hicimos luego de
establecer la condicién (A;) en la Seccién 2.1.2, a partir de la Proposicién
6 se sigue este lema. |

Lema 9. Si S = (1 — A)*/2, entonces

S A(t, v) S™' = A(t, v) + B(t, v),

donde B(t,v) es un operador acotado L?, para todot € R yv € H*, y
satisface las desigualdades

1B, v)lpx)y < A), (9)
IB(t, v) = B(t, V)llpx) <
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para todo t € R, y todo v,v' € H®, con \(v) = sup, Cs||V (e ?M20)P||,_;
y p(v,0') = Cps(lof~" + [V']E7).

Demostraciéon. A partir de la Proposicion 3 se sigue que
[S, (e tMA)P10, 87! € B(X) y

IS, (772 0)"1 0.5 Y| p(x) < Cs IV (e ™2 0)|s-1 -

Por lo tanto, B(t,v) € B(X) y satisface (9).
Al proceder como antes y teniendo en cuenta que

[0P = wPlls < Cps (ull2™H + 0l lu — ol2,
para todo u,v € H®, se muestra (10). |

Lema 10. H*(R?) C D(A(t,v)) y A(t,v) es un operador acotado de
Y = H*(R?) en X = L%(R?) con

IA(E V)l Bx,yy < Alv),

para todo v € Y, donde \ es como en el Lema 9. Ademds, la funcion
t — A(t,v) es fuertemente continua de R en B(Y,X), para cada v € H®.
Por otro lado, la funcion v — A(t,v) satisface la siguiente condicion de
Lipschitz

IA®, v) = At V)| pvx) < v, ©) lv —vllx

donde p es como en el lema anterior.

Demostracién. Puesto que e #"4 = (¢/2)~1 es unitario en X =
L?(R?), de la definicién de A(t,v) se sigue H*(R?) C D(A(t,v)). De
hecho,

1A, 0) fllo = (e ™2 0)P 0, ™2 flo
< Clle™™ 2 o)Ll 0 fllo < A@)IIF s

para toda f € Y.
Ahora, para todo t,t' € R y toda f,v € Y, tenemos
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HA(ta U)f - A(t,a U) fHO
< H (etHA _ et’HA) (e—t"HA v)p 8x(€tHA f)HO
+ H ((67t’HA U)p i (eft/’HA ,U)p) ax(etHA f)HO
_'_”(e—t’HA ,U)p ar(et”HA - et”HA) fHO
Como el grupo {e "2 },cg es fuertemente continuo y la funcién v —
vP de Y en si mismo es continua, ¢ — A(t,v) es fuertemente continua de

Ren B(Y, X).
Finalmente, para cualquier ¢ € R tenemos que

JA(t, V') f = A(t, v) fllo < [I(eM2 V)P = (M2 0)P|lo]| 9pe™ flloo
< G0y
(AP o) [ £1ls 110" = vllo
< p(w, ) 0" = wllo I fls -
Esto termina la demostracion del lema. [ |

Los lemas inmediatamente anteriores muestran que el problema (8)
satisface las condiciones del Teorema 2 y, por lo tanto, para cada ¢
€ H® s > 2, existen T > 0, que depende de ||¢||s, y una tnica v €
C([0,T], H*(R*) N C*([0, T], H*~1(R?)) solucién del problema (8). Ade-
més, la aplicacién ¢ +— v es continua de H*(R?) en C([0,T], H*(R?).
Ahora bien, de las propiedades del grupo Q(t) = e "2 se puede veri-
ficar que u(t) = Q(t)v(t) es solucién de (7) y satisface las propiedades
enunciadas en el Teorema 7. |

Teorema 11. El tiempo de existencia para (7) se puede elegir indepen-
diente de s en el siguiente sentido: siu € C([0,T], H®) es la solucion de
(7) con u(0) = ¢ € H", para algin r > s, entonces, v € C([0,T], H").
En particular, si ¢ € H>®, uw € C([0,T], H*®).

Demostracion. La demostracién de este resultado es esencialmente
la misma de la parte (¢) del Teorema 1 en [9]. Esbozaremos brevemente
esta. Sean r > s, u € C([0,T], H®) solucién de (7) y v = e/"*?u. Supon-
gamos que 7 < s + 1. Si aplicamos 92 en ambos lados de la ecuacién
diferencial en (8), llegamos a la siguiente ecuacién de evolucién lineal
para w(t) = 02v(t),
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dw

E%—A(t)w—i—B(t)w:f(t), (11)
donde
A(t) = 0,eTA (u(t))P e A (12)
B(t) = 22 [pu(t)P ug(t)e ", (13)
) = =™ pp—1D)uP?(0)] [ua ()] . (14)

Puesto que v € C([0,T), H®) se tiene que w € C([0,T); H5™2).
Ademis, w(0) = ¢z € H" 2, ya que ¢ € H". Demostremos que w €
C([0,T], H"2). Para ésto demostraremos que el problema de Cauchy
para la ecuacién lineal (11) estd bien planteadoen 1 —s <k <s—1. En
esta direccién tenemos el siguiente lema cuya demostracién es completa-
mente similar a la del lema 3.1 en [9].

Lema 12. La familia {A(t) }o<i<T tiene una unica familia de operadores
de evolucion U(t, T)o<i<-<T para los espacios X = H", Y = H* (véase
el Teorema 1), donde

—s < h<s—2,
1-s5s < k<s-—-1,
k+1 < h. (15)

En particular, U(t,7): H" — H" para —s <r < s— 1.

Luego, a partir de la discusién que sigue al Teorema 1, w satisface la
ecuacion

w(t) = U(t, 0) b + /0 Ut,7) [-B(r)w(r) + f(D)]dr.  (16)

Ahora bien, como w(0) = ¢, € H"2, f, dada por (14), estd en
C(o,T),H*=Y) c C([0,T], H"2) (sir < s+ 1) y B(t), dada en (13), es
una familia de operadores en B(H"2) que es fuertemente continua para
t en el intervalo [0, 7] (si 7 < s + 1), del Lema 12, la solucién de (16)
esta en C([0,7], H'=2) ((16) es una ecuacién integral de tipo Volterra en
H"2, 1a cual se puede resolver por aproximaciones sucesivas), en otras
palabras, 92u € C([0,T], H 2).

Si wi(t) = 0,0,v(t), tenemos que
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WLy Ay wr+ Bitywr = Ai(0). (7)
donde
Bit) = e pu)ualt) e = 2 B(), (13)
A0 = =2 (o= 1) w20 [ual) + plul0)
X e (0) 1,(0)) (19)

Como antes, tenemos que

t
w(®) =U(t, 06y + [ Ut D) =B wn() + ADldr. (20

0
Ya que u,, € C([0,T],H"%), fi € C([0,7],H"2). Dado que,
ademas, Bi(t) € B(H"~2) es fuertemente continua en el intervalo [0, T},

argumentando como antes, tenemos que w; € C([0,T], H ’”_2) 0, equiva-
lentemente,

uzy € C([0, T], H2).

Anélogamente, si wy(t) = agv(t), tenemos que

T AW = Rl0), (1)
donde
ft) = =M ((p(p— 1) w7 (1) ua(t) uy(t)
+2p(u(t)P™ gy (1)) uy(t)) - (22)
Luego
wa(t) = U(t, 0) dyy —l—/ U(t, 7) fo(r)dT. (23)
0

Ya que ugy, € C([0,7],H""?), f» € C([0,T],H"~?). Repitiendo el
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argumento anterior, podemos concluir que w; € C([0,T], H"~2) o, equi-
valentemente, 92u € C([0,T], H"~?)

Luego, hemos demostrado que si s < r < s+1y ¢ € H", u €
C([0,T],H"). Para el caso r > s+ 1, dado que ¢ € H¥, para s’ < r,
usando una y otra vez lo que hemos demostrado hasta ahora, se llega a
que u € C([0,T], H"). [ |

4 Comportamiento asintético de soluciones con
dato inicial pequeno

En esta seccién mostraremos que la solucion es global si tomamos un dato
lo suficientemente pequeno, en un sentido que precisaremos. También
mostraremos que la solucién, en un tiempo suficientemente grande, se
comporta como la solucién de la ecuacién lineal asociada. A éstas dltimas
se les suele llamar los estados de dispersion de la onda (scattering states
en inglés).

4.1 Soluciéon global para dato pequeno

Para ¢ € H*(R?) en la seccién 3 denotamos por P(—t)¢ la solucién del
problema lineal asociado a la ecuacién (7), es decir, si u(t) = P(—t)¢, u
satisface la ecuacion

du
f+7-[8"+7-18“—

dt
Si ¢ € S entonces
P(-)d(a,y) = oo [ s E NI Gie ) de an
T
1
= 1) % 6, ),

donde I(t) = (engn(Ti)(€2+n2)t)v
Lema 13. Para x,y,t # 0 nidmeros reales cualesquiera,

_ ) [T s g 1 C ket [T ks
I(t)(z, y)fge 1 el ds—i—;eu e 1% ds,

donde ¢ = (1+1)/2.
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Demostracion. Es claro que

27 I(1)(x, y) = // ei(§2+n2+x£+yn)d£dn
R JO

0
+// ei(—§2—n2+x§+yn)d§dn
R J—o0

_ i) / el (ry/2? g /OO et (E+e/2)? ge
R 0

) 0
Lok @) / i =u/2? g / e=i(€=a/2 ge
R —00

Un simple cambio de variable demuestra el teorema para t = 1. Usando
la propiedad de homogeneidad de la transformada de Fourier se sigue el
teorema para cualquier ¢t # 0. |

El lema anterior implica la siguiente estimativa LP — L7 para el grupo
P(t).

Proposicién 14. Para cualquier f € L' (L%, se tiene que

_ < -0
Pt fl 2, < el 1fl 2.

para 6 € [0,1]

Demostracién. El resultado lo obtenemos aplicando la desigualdad
de Young para la convolucion, el lema anterior e interpolacién. |

Del lema de encaje de Sobolev se obtiene la siguiente proposicion.

Proposicién 15. Para s > 1y f € L' (H®, tenemos que

|P(=t) floo < c(L+ [t +11F1ls) -

Ahora estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 16. Seanp >3 y s > 3. Entonces, existe § >0y R = R(J) >
0 tal que si ¢ € L (" H® satisface

[Pl +[olls <9,

entonces la solucion u de (7) estd en Cy(R, H®) y satisface
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sup (14 [¢]) [u(t)]1,00 < R. (24)
teR

Demostracion. Para la demostracién necesitamos el siguiente lema,
cuya demostracién se puede encontrar en [12] (Lema 3.0.52).

Lema 17. Parat > 0, sea

1

J(t):(l—i—t)/o (e dr .

Entonces,

1. J(t) = O(1) cuando t — oo, sip > 3.
2. J(t) = oo cuando t — oo, sip=1,2.

Veamos primero que

t
[u(®)lls < s exp <c /0 || oo IU\@EldT) : (25)

Haciendo el producto interno en H® por u en ambos lados de la
ecuacion llegamos a que

d
Sl = 2w, P,

En virtud de la desigualdad de Kato—Ponce y su corolario (Corolario 5),
obtenemos

d _
S lulls < C Julgs™ ully -

La desigualdad (25) se sigue de esta ultima y de la desigualdad de
Gronwall. Ahora, en virtud de (25), es suficiente demostrar (24). En
efecto, a partir de las hipdtesis, tenemos que

t t ¢
/ ’“r\oo’u\’éo_ldTS/ \UI’f,oodTSRp/ (I+|r))Pdr<C.
0 0 0
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Entonces demostremos (24). Tomemos T' € (0,75) y sea
K(T) = sup (1+ [t])]u(t)]1,00-

t€[0,T]

A partir de la Proposicién 15, el Lema 17, (25) y la ecuacién integral

u(t) = P(t) 6 — /0 Plt— ) (uP ua) () dt’ . (26)

se obtiene

L+0)[u)o < b

t

ct) [ t=n Tl a2 dr
0
< ed+ed? K(T)PtecKMO"
para t € [0,T].
Elegimos 6 > 0 suficientemente pequeno, tal que la funcién z +—

e + cd?xP~1e®” — 1, tiene un cero positivo. Sea R = R(J) el primer
cero positivo de esta funcion. Entonces, las estimativas anteriormente
mostradas implican que K(T') < R. Del hecho de que el conjunto de

soluciones es invariante bajo la transformacién (¢, z,y) — (—t,—z, —y) y
haciendo uso de un argumento de extension se obtiene el teorema. |

Como corolario se tiene el siguiente teorema.

Teorema 18. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, existe ¢+ € H?®
tal que

[u(t) — P(=t) ¢+|r = 0,
cuando t — +o0, parar € [s — 1, ).

Demostracién. Véase [12]. [
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