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Superficies con curvatura media constante
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En 1841 Delaunay encontré una forma de construir todas la superficies
de revolucién con curvatura media constante haciendo rodar cénicas en
una linea. En el 2010 y el 2011 el autor encontré una forma similar de
construir todas las superficies helicoidales con curvatura media constante.
En este articulo explicaremos y compararemos ambas construcciones.
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In 1841 Delaunay found a way to construct every constant mean curvature
surface of revolution using the rolling of a conic on a line. In 2010 and
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mean curvatures surface. In this paper we will explain and compare both
constructions.
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1 Introduccién

Los problemas de optimizacién aparecen de manera muy natural y un
ejemplo es el siguiente: Supongamos que deseamos encerrar un area de
16 cm? con una curva cerrada. Un rectdngulo con lados 2 cm y 8 ¢cm o un
cuadrado con lado 4 ¢m son parte de las infinitas posibilidades. Supon-
gamos que deseamos optimizar el perimetro de la curva que realiza este
trabajo. ;Cudl es la curva que debemos utilizar? La curva cerrada con
menor perimetro que encierra un area de 16 cm? es un circulo con radio
%. Para cada trozo de curva, la curvatura nos brinda una forma de de-
cidir si este trozo estd haciendo un buen trabajo resolviendo el problema
de optimizacion. Recordemos que dado un punto en una curva regular,
la curvatura es el reciproco del radio del circulo que mejor aproxima a la
curva en el punto; ver figura 1.1.

Para el problema de optimizacién de arriba tenemos el siguiente re-
sultado local.

St la curvatura de una curva cambia, esta curva no es solu-
cton del problema.

El problema anterior lo podemos generalizar para el caso de superficies
de la siguiente manera. Hallar la superficie cerrada con menor drea que
encierra un volumen de Vi e¢m?®. De una manera similar al caso anterior,

la solucién es una esfera de radio ¢ %. Una vez més tenemos el siguiente

resultado local del problema.

Si la curvatura de una superficie cambia, esta superficie no
es solucion del problema.

Recordemos que la curvatura de una superficie puede definirse como el
promedio de las curvaturas de dos curvas planas. Para cada vector no
nulo v en el espacio tangente de la superficie en el punto P, pensemos
en el plano II(v) perpendicular al espacio tangente y que contiene a la
linea que pasa por P con vector velocidad v. Este plano intersecta a la
superficie en una curva C'(v); véase la figura 1.2. Notemos que aunque la
curva C(v) estd en el espacio, la curva es plana porque estd contenida en
el plano II(v). Como lo explicamos anteriormente, a cada una de estas
curvas le podemos calcular la curvatura en el punto P. El promedio de la
curvatura mayor con la menor es la curvatura media de la superficie. En
esta definicién debemos permitir curvaturas negativas para las curvas.
Al respecto sélo diremos que las curvaturas de dos de estas curvas tienen
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signo opuesto si los centros de los circulos que mejor las aproximan estan
en lados opuestos del plano tangente.

Pensemos por un momento en el siguiente problema tipico de célculo:
Hallar el minimo de la funcién f(z) = x* — 1123 + 2822 — 12x. Este
problema se resuelve usando el siguiente resultado.

Ya que el radio del circulo que mejor

aproxima 2 la curva en el punto P es
1
— . entonces la curvatura dela

curve en el punto P es 5

Figura 1.1. La curvatura de una curva es el reciproco del radio que
mejor aproxima a la curva.

Figura 1.2. La curvatura media de una superficie es un promedio de
las curvaturas de dos curvas contenidas en la superficie.
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f(x) = x*-11° +28x" - 12x

Fa

— 10

Figura 1.3. Los puntos criticos reducen los problemas de optimizacion.

Si f'(x) no es cero, entonces x no es una minimo de la funcion.

Ya que f'(x) = (4x — 1)(z — 2)(x — 6), concluimos que si f tiene un

minimo, este debe ser z = i, x =20 x=6. No es dificil decidir que en
este caso la solucién es x = 6.
Con la idea de comparar estos dos problemas llamemos al problema de
encontrar la superficie con menor area que encierre un volumen Vj el
problema A y al problema de hallar el minimo de la funcién f(x) el
problema B. Tenemos que

e El dominio de la funcién a optimizar en el problema B son los
numeros reales y el dominio de la funcién a optimizar en el pro-
blema A es un conjunto de superficies.

e El codominio en ambos problemas son los niimeros reales.
e En el problema B, la funcién a optimizar es la funcién f(x). En el

problema A la funcién a optimizar es la funcién A(S) igual al drea
de la superficie S.
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e En el problema B, el problema se reduce a analizar los ntimeros
i, =2y x = 6. Estos puntos son llamados los puntos criticos
de la funcién f(z). En el problema A, el problema se reduce a
analizar las superficies con curvatura media constante. Llamaremos

a estas superficies los puntos criticos del problema A.

xTr =

2 Interpretaciones

Una de las primeras cosas que descubrimos cuando empezamos a apren-
der célculo es el hecho de que encontrar derivadas es relativamente facil
mientras que encontrar integrales es en general dificil —a no ser que este-
mos intentando resolver las pocas integrales tipicas para las cuales existe
un método bien definido—. Las integrales pueden verse como los ejem-
plos mas basicos de ecuaciones diferenciales. Recordemos que a diferencia
de una ecuacién de la forma 3z +2 =4 0 22 — 3z — 5 = 0 en donde la
solucidn, si existe, son algunos numeros reales. En una ecuacién dife-
rencial la solucién, si existe, son algunas funciones. Asi como la ecuacién
donde buscamos niimeros involucra una variable z, una ecuacién diferen-
cial involucra las variables f(x), x y la variable que no puede faltar, f’(x)
o alguna otra derivada de orden superior. Ya que en general es dificil
encontrar integrales o resolver ecuaciones diferenciales explicitamente,
una forma de entender la solucién es encontrando una interpretacién
geométrica que la describa. Veamos un ejemplo sencillo. Pensemos en
resolver la integral

/ \/4 cos?(t) + sin?(t) dt

0, equivalentemente, pensemos en encontrar la soluciéon de la ecuacion
diferencial

ft)= \/4 cos?(t) + sin®(t),

con f(0) = 0. A pesar de que no hay una expresién explicita en términos
de funciones bésicas —sin(t), cos(t), t, In(t), e’ etc.— la siguiente interpre-
tacién geométrica nos permite entender la funcién solucién de la ecuacién
diferencial. Consideremos la elipse %2 + 32 = 1. Podemos verificar si t
estd entre 0 y 27, entonces el punto B = (2 cos(t),sin(t)) es un punto en

esta elipse, en particular, el punto A = (2,0) también estd en la elipse.
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Figura 2.1. Interpretacion de la funcién

£t) = /0 t \/Acos(7) + sin?(7) dr .

Se tiene que si llamamos f(¢) a la distancia a lo largo de la elipse (en
el sentido contrario a las manecillas del reloj), desde el punto A hasta
el punto B, entonces f(t) es la solucién de la ecuacién diferencial que
estamos analizando; ver figura 2.1.

Noétese que a pesar de no tener una expresioén explicita para la funcién
f, su interpretacién geométrica nos permite decir alguna de sus propieda-
des. Por ejemplo, si £ = f(27) es el permetro de la elipse (¢ es aproxi-
madamente 9.69), entonces se tiene que f(t) — % t es una funcién perié-
dica.

Como veremos luego, podriamos decir que la idea principal de este
articulo es la de mostrar interpretaciones geométricas para ciertos sis-
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

3 Superficies de revolucién

Una superficie de revolucién es la superficie que se forma al rotar sobre
el eje y una curva contenida en el plano y — z. Mas precisamente, si
tomamos la curva a(t) = (0,y(s), 2(s)) definida en el intervalo (a,b), la
superficie de revolucién generada por esta curva, es la superficie

o(s,t) = (2(s)sin(t), y(s), z(s) cos(t)) , (3.1)
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donde a < s < by 0 <t < 27r. Llamaremos a la curva «(t) la curva
generadora de la superficie de revolucién; ver figura 3.1 En general para
evitar singularidades de la superficie, supondremos que z(s) > 0.

Para cada numero real s, pensemos en la rotacion

Rs(z,y,2) = (zcos(s) + zsin(s),y, z cos(s) — zsin(s)) .

En la figura 3.2 vemos el efecto de R cuando s = 7. La rotacién envia

el punto A en el punto B y también envia la superficie S7 en la superficie
Ss.

Figura 3.1. Para conocer una superficie de revolucién basta conocer su
curva generadora.

Figura 3.2. Asi actta una rotaciéon. Podemos formar un grupo uni-
paramétrico con isometrias de este tipo.
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Si ¥ es una superficie de revolucion, facilmente podemos verificar que
para cualquier s, se tiene que Rs(X) = 3. De esta manera podemos decir
que las superficies de revolucién son aquellas invariantes bajo el grupo
uniparamétrico de isometrias { Rs}scr. La razén por la cual llamamos a
este conjunto un grupo es porque satisface las siguientes propiedades,

Rﬂ(xvyvz) = (LU,y,Z),
Rsl o RSQ - R51+82 )

para todo s1 y sa.

4 Superficies helicoidales

No es dificil darse cuenta que una superficie de revolucién se puede ver
como una unién de circulos de la forma (r cos(t), a,rsin(t)) con 0 <t <
27r. Dado un numero fijo w > 0, una hélice es una curva de la forma

~v(t) = (rcos(wt),a + t,rsin(wt))

donde —oo < t < oo. Una superficie helicoidal ¥,,, puede verse como
una unién de hélices. Mds precisamente, si tomamos la curva a(t) =
((s),0,2(s)) definida en el intervalo (a,b), la superficie helicoidal ge-
nerada por esta curva es la superficie

o(s,t) = (z(s) cos(wt) + z(s) sin(wt), t, z(s) cos(wt) — x(s) sin(wt)) ,

donde a < s < b, —00 < t < co. Llamaremos a la curva «(t) la curva
generadora de la superficie helicoidal; ver figura 4.1.

Pensando en w > 0 como un numero fijo, para cada nimero real s,
pensemos en la siguiente isometria de R3

RY(z,y,z) = (zcos(ws) + zsin(ws),y + t, z cos(ws) — zsin(ws)) ,

Tomando w = 1, la figura 4.2 muestra el efecto de Rs; cuando s = %.

Esta isometria envia el punto A en el punto B y también envia la super-
ficie Sp en la superficie Ss.
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Curva generadora

\

Figura 4.1. Toda superficie helicoidal queda determinada por su curva
generadora.

Figura 4.2. Manera cémo actia una rotacién seguida de una transla-
cién. Podemos formar un grupo uniparamétrico con isometrias de este
tipo.

Si ¥ es una superficie helicoidal, facilmente podemos verificar que
para cualquier s, se tiene que R¥(X) = X. De esta manera podemos decir
que las superficies de revolucién son aquellas invariantes bajo el grupo
uniparamétrico de isometrias {R¥}scr. La razén por la cual llamamos
a este conjunto un grupo es porque satisface las siguientes propiedades,
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Ry(7,y,2) = (2,9,2),
R oRy, = R,

para todo s; y sa.

5 La ecuacion H = constante

Localmente toda superficie puede describirse con dos parametros, por
ejemplo, la esfera podria describirse con la latitud y la longitud, un plano
con coordenadas cartesianas x e y o con coordenadas polares r y 6. En
general tenemos que localmente toda superficie en el espacio euclidiano
se describe con tres funciones x(u, v), y(u,v), z(u,v) que dependen de dos
parametros. Mds precisamente la superficie se describe con la funcién

¢(uv U) = (x(u7 U)v y(uv U)? Z(“? 2})) )

con (u,v) variando en un abierto de R?. La curvatura media de la super-
ficie en el punto ¢(u,v) puede calcularse de la siguiente forma realizando
algunas derivadas parciales, sumas, multiplicaciones y divisiones con las
funciones x(u,v), y(u,v), z(u,v). Dada una funcién f(u,v) denotaremos
por fu y fv las derivadas parciales con respecto a u y v respectivamente.
Dados dos vectores v y w en R? denotaremos v - w al producto interno
o producto escalar de v y w y v X w al producto cruz o producto vecto-
rial de v y w. Con esta notacion tenemos que la curvatura media de la
superficie es

L eG—2fF +gE

2 EG — F? ’
donde

E = ¢u¢ua

F = ¢u'¢va

G = ¢v'¢va
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e = ¢uu'Va
f = ¢UU'V7
g = ¢vv'Va
con
1
V= u X ¢y

VEG — F?

Cuando pensamos en el problema de encontrar todas las superfi-
cies de revolucion con curvatura media constante, lo primero que no-
tamos ya que toda superficie de revolucién queda completamente deter-
minada por su curva generadora a(s) = (z(s),y(s)), es que el problema
se reduce a encontrar las funciones z(s) y y(s). Toda curva regular se
puede reparametrizar por medio de su longitud de arco. Esto sencilla-
mente quiere decir que sin pérdida de generalidad podemos suponer que
2'(s)? +9/(s)2 = 1. Bajo este supuesto, tenemos que una superficie de
revolucién parametrizada por (3.1) tiene curvatura media constante H
si y sdlo si su curva generadora satisface

—— + sl [s] —y'[s]2"[s] = 2H,
2[s]2+2[s)? = 1. (5.1)

Un calculo directo muestra que para todo r > 0, y(s) = rcos(3) y
z(s) = rsin(£) con H = —1 es una solucién del sistema (5.1). Estas
soluciones corresponden a las esferas. También podemos verificar que
para todo r > 0, y(s) = s y 2(s) = r con H = 3 es una solucién del
sistema (5.1). Estas soluciones corresponden a los cilindros.

Noétese que a pesar de que en general la curvatura media de una
superficie depende de los dos pardmetros usados para describir la super-
ficie, en este caso no es una sorpresa que la expresion para H dependa
sélo del parametro s. La razén por la cual la curvatura media no de-
pende del pardmetro ¢ es porque la superficie es invariante bajo el grupo
uniparamétrico de isometrias R;.

De manera similar tenemos que a(s) = (y(s), z(s)) es la curva gene-
radora de una superficie helicoidal con curvatura media constante H si

y s6lo si
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o' [s](2"[s] + w?(2[s] + (a[s]* + 2[s]*) 2" [s]

~—
~—

—2'[s](a"[s] + w?(x[s] + (a[s]* + 2[s]*)2"[s])) _ _ o,
(14 w?(2'[s]?([s]? — x[s]?) + 2x[s]z[s]a'[s]2"[s] + =[s]?))2
o[s)P 4+ [s]2 = 1.
(5.2)
Un célculo directo muestra que para todo r > 0, z(s) = rcos(?) vy
z(s) = rsin(£) con H = 3 es una soluién del sistema (5.2). Estas

soluciones corresponden a los cilindros.

El objetivo de este articulo es mostrar interpretaciones geométricas de
los dos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (5.1) y (5.2). Las
soluciones de estos dos sistemas describen todas las superficies con cur-
vatura media constante que son invariantes bajo un grupo uniparamétrico
de isometrias en el espacio Euclidiano.

6 Superficies de Delaunay

Delaunay encontré la siguiente forma de describir la curvas generadora
de todas la superficies con curvatura media constante. Los siguientes 3
teoremas explican la interpretaciéon dada por Delaunay al sistema (5.1).

Teorema 6.1. Delaunay [1] Sean a y b dos nimeros reales positivos
con a > b. Si colocamos la elipse Z—i—l—%—z =1 en el plano y—z y la rotamos
a lo largo del eje y, entonces cada foco trazard la curva generadora de

una superficie de revolucion con curvatura media constante H = i

Las superficies de revoluciéon con curvatura media constante gene-
radas por una elipse son llamadas Unduloides; ver figuras 6.1 y 6.2.

Observacién 6.2. El hecho de que la elipse sea una curva cerrada nos
permite definir “un pedazo fundamental del Unduloide” como un pedazo
generado por una rotacion de la elipse. Es claro que dos pedazos fun-
damentales difieren solo por una traslacion y como una consecuencia
se tiene que los unduloides son invariantes bajo el grupo discreto de
isometrias de la forma {F(z,y,z) = (z,y + kn, 2) }nez donde k es una
constante que depende de la elipse usada y se ve ilustrado en la figura
6.3.
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Curva generadora Uno de los Focos

«——Elipse

=
e

Figura 6.1. Si hacemos rodar una elipse en una linea, su foco trazara
la curva generadora de una superficie con curvatura media constante.

Figura 6.2. La curva generadora de esta superficie con curvatura media
constante fue construida usando una elipse.

Pedazo fundamental

0 k

Figura 6.3. El hecho de que la elipse sea una curva cerrada nos permite
definir la nocién de “un pedazo fundamental de la curva generadora.”
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Curva generadora de una
superficie de revolucion

Paribola - el

Foco de la parabola

Figura 6.4. Si rodamos una parabola en una linea, su foco trazara la

curva generadora de una superficie minima.

Figura 6.5. La curva generadora de esta superficie minima fue construi-

da usando una pardbola.

|
Hipérbola | Cada foco traza 1a curva
| generadora de una
J superficie de revolucion
con curvatura media
constante

|
Rpni? e

Figura 6.6. Si hacemos rodar una hipérbola en una linea, sus focos
trazardn curvas generadoras de superficies con curvatura media cons-

tante.
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Superficies co

Figura 6.7. Estas son las superficies generadas por las curvas trazados
por los dos focos de la hipérbola.

Figura 6.8. Si trasladamos una de las curvas de la grafica anterior, el
empate que se forma es de clase C'*°.

Figura 6.9. Si repetimos periédicamente la superficie anterior, obten-
dremos una superficie completa sin frontera con curvatura media cons-
tante.
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Teorema 6.3. Delaunay [1] Si colocamos una pardbola en el plano
y — z y la rotamos a lo largo del eje y, entonces su foco trazard la curva
generadora de una superficie de revolucion con curvatura media constante
cero.

La superficie de Delaunay generada por una parabola es llamada un
catenoide. Toda superficie con curvatura media cero es llamada una
superficie minima; ver figuras 6.4 y 6.5.

Teorema 6.4. Delaunay [1] Sean a y b dos nimeros reales positivos.
Si consideramos las dos ramas de la hipérbola ﬁ—;—g—; =1 en el plano x—=z
y hacemos que una de estas ramas ruede a lo largo del eje y, entonces
cada una de los focos trazard la curva generadora de una superficie de

revolucion con curvatura media H = %

A diferencia de cuando rodamos una parabola, las curvas trazadas por
los focos de una hipérbola tienen longitud finita y son acotadas. Cada
una de estas curvas tiene la forma de la letra U; ver figuras 6.6.

Utilizando los dos pedazos de superficie generados por las dos focos
de la hipérbola, se puede demostrar que cuando se traslada uno de estos
pedazos de superficie para unirlo con el otro, la unién de los dos, la cual
ocurre a lo largo de un circulo, es completamente suave, ver figuras 6.7
y 6.8.

Una vez tenemos la superficie que se forma al trasladar uno de los
trozos, la podemos repetir infinitas veces y asi generar una superficie
completa y sin frontera con curvatura media constante llamada nodoide;
ver figura 6.9.

Delaunay también demostré que su lista de superficies es exhaustiva,
pues se tiene que si X es una superficie de revolucion completa y con
curvatura media constante, entonces, salvo un movimiento rigido del es-
pacio euclidiano, X es una esfera, un cilindro, un undoloide, un catenoide
o un nodoide.

7 El TreadmillSled de una curva:

En esta seccion describiremos una nocién creada por el autor para cons-
truir las curvas generadoras de las superficies helicoidales con curvatura
media constante. Veamos alguna de las caracteristicas de esta nocién
llamada por el autor TreadmillSled y abreviada T'S.
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e El TreadmillSled es un operador que toma una curva regular en R?
y la envia en una curva regular en R2.

e Las curvas a1 y ag tienen el mismo TreadmillSled, es decir,
TS(a1) =TS(aa), siy solo si la curva as es una rotacién alrededor
del origen de la curva as.

e El origen de la curva « juega un papel importante en la definicion
de la curva T'S(«). Comparando con la construcién usada por
Delaunay para describir las curvas generadoras de las superficies de
revolucién con curvatura media constante, el origen serd el punto
que trazard la curva T'S(«).

e El TreadmillSled de una curva depende de su orientaciéon. Mas
precisamente, si as es la curva «p con la orientacién cambiada,
entonces T'S(az) = {—p:p e TS(a1)}.

e Para calcular el TreadmillSled de la curva o debemos suponer que
el plano que la contiene se puede mover libremente. El origen de
este plano que contiene a « trazard sobre un plano fijo la curva
T'S(a) cuando hacemos que todos los puntos de la curva o pasen
por el origen del plano fijo, asegurandonos de que si el punto «(t)
estd pasando por el origen, entonces o/(t) debe estar alineado con
la direccién positiva del eje x.

Las figuras 7.1 y 7.2 muestran como se construye el TreadmillSled de
una curva.

En [6] se demuestran varias propiedades del operador TreadmillSled,
en particular, el siguiente teorema podria utilizarse para definir este ope-
rador.

Teorema 7.1. Perdomo [6]: Si la curva « : [a,b] — R estd parame-
trizada por su longitud de arco, es decir, satisface que x'(t)2 + 1/ (t)? = 1
donde a(t) = (x(t),y(t)), entonces el TreadmillSled de la curva o se
puede parametrizar como

TS()(t) = (—z(t)2'(t) —y(t)y'(t), =(t) y'(t) — y(t) 2'(1))
= (&(1), &(1)).
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Figura 7.1. Si pretendemos que ponemos una curva a moverse en una
maquina caminadora de longitud cero alineada con el eje x, entonces el
origen de la curva « trazard la curva T'S(«).

El vector velocidad de 1a
curva debe estar alineado
con la direcion positiva

La curva a del eje x
X
El origen del plano fijo
Origen del plano
contiene la “f
curva a
La curva TSiax)

Figura 7.2. Esta figura muestra la grafica de una funcién cibica pasan-
do por una maquina caminadora ubicada en el origen y su TreadmillSled.
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Observacién 7.2. Fdcilmente se demuestra que, £3(t) +&3(t) = 22(t) +
y2(t). Esta ecuacion implica que la mdzima y minima distancia de la
curva « al origen coincide con la mdzrima y minima distancia de la curva
T(«) al origen. Esta propiedad también la podemos ver notando que cada
punto de q € T(a) es generado por un punto p € a, q es trazado por el
origen del plano que contiene a la curva o cuando el punto p € a estd
pasando por el origen del plano donde se estd trazando la curva T'(«).

Algunas preguntas naturales cuando definimos una funcién f : A —
B son: jes la funcién inyectiva?, ; es la funcién sobreyectiva?, si f no es
sobreyectiva, jcudl es el rango de la funcién? En [6] el autor responde
estas preguntas para la funcion T'S : A — A donde A es el conjunto
de curvas regulares. Como habiamos mencionado antes, la funciéon T'S
no es inyectiva, pero sabemos que la pre imagen de una curva en el
rango de T'S esta compuesta de curvas que difieren solo por una rotacién
alrededor del origen. Se tiene que T'S no es una funcién sobreyectiva,
pues se puede demostrar que toda curva en el rango del operador T'S
satisface que cuando esta corta el eje y, en caso de que lo haga, debe
hacerlo de una manera perpendicular. Méas precisamente tenemos

Teorema 7.3. (Perdomo [6]) Una curva regulary(t) = (x(t),y(t)) estd
en el rango del operador T'S(«) si y sélo si existe una funcion continua
f tal que

y(t) = —ft(t),
y(t) f(t) —2'(t) > 0,

para todo t.

La nocién de TreadmillSled surgié naturalmente al tratar de resolver
el sistema de ecuaciones diferenciales (5.2) cuyas soluciones brindan su-
perficies helicoidales con curvatura media constante. Por ejemplo si defi-
nimos las funciones & y & como en el Teorema 7.1 y tomamos una
funcién 0(t) tal que 2/(t) = cos(6(t)) y y'(t) = sin(6(¢)) entonces el sis-
tema (5.2) se reduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
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a'(t) = cos(8(t)),
y'(t) = sin(8(t)),
2H (1 4 w?2)2 + w2t

7 L+ w?(§f +¢3)

8 Superficies helicoidales con curvatura media
constante

Las cénicas se pueden describir con las ecuaciones,

2 2
2t = b
22 )
a® a2
2
% = 4px

Estas curvas fueron utiles en el estudio de las superficies de revolucién
con curvatura media constante. Dados dos nuimeros reales M > —i y
w > 0, llamemos al conjunto de puntos (x,y) que satisface una relacién
de la forma

2 _ Y

S S——
V14 wa?

a:2+y

una curva heart—shaped.

Las curvas heart—shaped ayudaran a describir las superficies helicoida-
les con curvatura media constante de la misma manera que las cénicas
ayudaron a describir las superficies de revoluciéon con curvatura media
constante.

No es dificil demostrar que si la superficie X tiene curvatura media
constante H, entonces para cualquier nimero real positivo r > 0, la
curvatura media de la superficie {rz : x € X} tiene curvatura media
constante % Por esta razén, para entender las superficies con curvatura
media constante diferente de cero, basta entender aquellas superficies con
curvatura media 1.
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Figura 8.1. Dos ejemplos de curvas heart—shaped. Para la primera
curva w = 1y M = 10, para la segunda curva w =10y M = 2.

Figura 8.2. La curva generadora de un T'wizzler con su correspondiente
curva heart—shaped.

Figura 8.3. El TreadmillSled de la curva generadora de un Twizzler es
una curva heart—shaped.
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Figura 8.4. Toda curva generadora es la unién de curvas fundamentales.
En este caso dos curvas.

.._.---_n,a._-;--..,m

Figura 8.5. Twizzler con curva generadora densa. Las dos curvas son
partes de la misma curva generadora, una tiene 3 pedazos fundamentales
v la otra tiene casi 21 pedazos fundamentales.

Teorema 8.1. Perdomo [7] Una curva « : (a,b) — R? es la curva
generadora de una superficie helicoidal con curvatura media constante 1,
sty solo si su TreadmillSled estd contenido en una curva heart-shaped.
Llamaremos a las superficies helicoidales con curvatura media constante,
Twizzlers.

Veamos algunas consecuencias del teorema anterior.
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Observacion 8.2.

e Usando el método de multiplicadores de Lagrange podemos demos-

trar que el punto mds cercano de la curva heart-shaped x? + y> —

. . . . VIFAM -1
\/ﬁ = M al origen estd a una distancia r1 = [V1+4M-1] Y

2
el punto mds lejano estd a una distancia ro = 7vl+éM+1. Ya que
la distancias minimas y mdzimas entre el origen y las curvas o
y TS(a) son las mismas (ver observacion 7.2) entonces podemos
concluir que la curva generadora de todo superficie helicoidal es

. : : 2 2 _ y _
acotada, mas aun, si su TreadmillSled es x* + y aerst

M, entonces la distancia entre el origen y los puntos en la curva
generadora estan entre ri y ro.

e s facil verificar que las curvas heart—shaped satisfacen las condi-
ctones del teorema 7.3, es decir, ellas estin en la imagen del ope-
rador TreadmillSled. Por lo tanto, toda curva heart—shaped deter-
mina superficies helicoidales con curvatura media constante. Es
facil ver que si dos curvas generadoras de superficies helicoidales
difieren por una rotacion con respecto al origen, entonces las su-
perficies que generan son esencialmente las mismas, una es una
movimiento rigido de la otra. Por esta razon podremos decir que
cada curva heart-shaped determina una unica superficie helicoidal
con curvatura media constante.

e Ya que cuando M = 0 la curva heart—shaped contiene el origen,
entonces la superficie helicoidal con curvatura media constante co-
rrespondiente contiene el eje de simetria.

e De la misma manera que definimos un pedazo fundamental para
los unduloides, podemos definir un pedazo fundamental para las
superficies helicoidales con curvatura media constante. FEsta vez,
diremos que una curva conexa o es un pedazo fundamental si su
TreadmillSled recorre exactamente una vez la curva heart—shaped.

e No es dificil darse cuenta de que la curva generadora de un Twizzler
completo es la union de curvas fundamentales.

e De la observacion 7.2 se concluye que el punto inicial p1 y el punto
final py de un pedazo fundamental estdn a la misma distancia del
origen. En caso de que estos puntos sean distintos, la curva ge-
neradora continuard con otro pedazo fundamental que empieza en
p2 Yy termina en ps. Si p1 # p2 entonces pa # p3. Sips = p1
entonces la curva generadora serd la union de dos pedazos funda-
mentales. En general, si sequimos con esta forma de definir p;,
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se tiene que la curva generadora es la union de n pedazos funda-
mentales cuando pn, = pn+1. Ademds, si la curva generadora no es
una curva cerrada, lo cual ocurre cuando el dngulo entre los vec-
tores p1 y po dividido por 27 es un numero irracional, entonces se
puede demostrar que esta curva generadora es densa en el conjunto

{p:r <|p| <o}

9 Superficies helicoidales minimas

La superficie helicoidal minima mads conocida es el helicoide, ver figura
9.1.

Existe una deformacién de superficies minimas helicoidales muy cono-
cida que lleva un helicoide a un catenoide. Esta familia de superficie se
puede describir explicitamente con las siguientes parametrizaciones,

da(u,v) = (cos(a) sinh(v) sin(u) + sin(«) cosh(v) cos(u),
— cos(a) sinh(v) cos(u) + sin(«) cosh(v) sin(u),
u cos(a) + sin(a)) .

Sorprendentemente las cénicas vuelven a aparecer describiendo la
curva generadora de una superficie minima helicoidal.

Teorema 9.1. Si S es una superficie helicoidal minima diferente de un
helicoide, entonces el TreadmillSled de la curva generadora de S es una
hipérbola.

Figura 9.1. Este es un helicoide, su curva generadora es una linea.
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Figura 9.2. Algunas superficies de la familia que deforma un heli-
coide en un catenoide. Explicitamente, las grafica de ¢, ¢110, P ax,
10

¢3la¢4l a¢5l .
10 10 10

L
-10

Cwrva
generadora

Hipéthola —=,

Figura 9.4. El TreadmillSled de la curva generadora de una superficie
helicoidal minima diferente del helicoide es una hipérbola.
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10 Observaciones finales

Las superficies helicoidales con curvatura media constante han estado en
la literatura por mucho tiempo. Por ejemplo, en 1970 Lawson [3] mostré6
la existencia de estas superficies como familias de superficies isométricas
a las superficies de Delaunay. Do Carmo y Dajczer en [2] y Haak en [5]
mostraron que los ejemplos de Lawson son todos los ejemplos posibles.
En [4] Hitt y Roussos muestran varias imagenes de estas superficies.

La forma dindmica de construir las superficies helicoidales con cur-
vatura media constante ayuda a entender mejor estas superficies. Por
ejemplo, las superficies que continen el eje de simetria no eran muy cono-
cidos hasta que el autor encontré estas construciones. Ademés de los
articulos en las referencias, el autor ha creado dos videos que pueden ser
vistos en

http://www.youtube.com/watch?v=wZlF1XzTrbo

http://www.youtube.com/watch?v=5puYWqd1x08
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