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Introduccion

Si K es un cuerpo conmutativo designaremos con K|[X] al dominio de
los polinomios de coeficientes en K, en la indeterminada X. Ahora bien,
existe una analogia entre las aritméticas de los anillos Z y F,[X], donde
F, es un cuerpo finito de ¢ elementos. En efecto, ambos son euclideos
y, por ende, factoriales, y las nociones de divisibilidad y sus propiedades
bésicas son esencialmente las mismas. Por esto algunos autores llegan a
decir que Z y Fy[X] son dos mundos paralelos. Es, pues, natural que se
estudien en [F,;[X] problemas aritméticos analogos a los estudiados en Z.
En particular, la ley de la reciprocidad cuadrdtica no podia escapar a este
paralelismo. Por eso vale la pena distinguir estos dos mundos: el primero
lo apelaremos el mundo racional y al segundo el mundo polinomial.

El propésito de esta nota es presentar algunos resultados sobre las
soluciones de algunos tipos de congruencias de coeficientes polinomiales
usando las leyes de reciprocidad en F,[X].

En contraste con el nimero de demostraciones de la ley de la recipro-
cidad cuadrética en Z (de la cual existian hasta hace poco por lo menos
152 demostraciones, 8 de las cuales debidas a Gauss), la historia de las
demostraciones de las leyes de reciprocidad en F,[X] es muy corta. En
efecto, el caso particular ¢ = p, primo impar, y d = 2, como extensién di-
recta de la clasica ley de reciprocidad cuadratica, lo demostré Dedekind
[5] en el ano 1857. El caso ¢ = p”", donde p es un primo arbitrario,
y d = q — 1 fue demostrado en 1928 por Schmidt [13] y por Carlitz
[2, 3] en 1932 y 1933. En este ultimo trabajo Carlitz indica que su
demostracién se puede extender al caso general. Ore la demuestra en
el caso general en 1934 e indica algunas posibles generalizaciones en un
extenso articulo [12]. Finalmente, en 1949 Hasse (7, paginas 100-103] da
una demostracién donde se requiere un conocimiento previo de resultados
bésicos de la teoria de cuerpos.

Con el fin de facilitar la lectura, en la seccién 1 recordamos, sin
demostraciones, algunos resultados previos sobre la estructura y propie-
dades de los anillos F,[X]/(h(X)).

En la seccion 2 introducimos los andlogos del simbolo de Legendre en
F,[X] y enunciamos y demostramos, siguiendo los lineamientos de Hasse,
el teorema que contiene la que podriamos llamar la version polinomial
de las leyes de reciprocidad. Y, finalmente, en la seccién 3 aplicamos
lo anterior para resolver congruencias en Fy[X] andlogas a congruencias
clésicas en Z, en el mismo espiritu de la teoria de niimeros.

1 Algunos resultados preliminares

Para la comprensién de lo que sigue suponemos un conocimiento elemen-
tal de las nociones bésicas de la teoria de anillos y de la teoria de cuerpos:
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ideales, homomorfismos, anillos cocientes, teoremas de isomorfia, teo-
rema chino de los restos, polinomios sobre un anillo, derivada de un poli-
nomio, raices de polinomios, raices simples de un polinomio, extensiones
algebraicas de cuerpos, cuerpos de descomposicion, clausura algebraica
de un cuerpo, para citar algunas; véanse, por ejemplo, [6, 8, 9, 11].

Escribiremos A* para denotar al grupo multiplicativo de los elemen-
tos invertibles de un anillo A. En particular, si A = K es un cuerpo,
tenemos K* = K ~ {0}, y si K =T, es un cuerpo finito el grupo multi-
plicativo K* tiene ¢ — 1 elementos y es, ademas, ciclico [6, pg. 361].

Al conjunto de los polinomios unitarios (ménicos) de coeficientes en
F, lo designamos con M (g; X), mientras que al conjunto de los poli-
nomios irreducibles y unitarios de coeficientes en I, lo designamos con
P(q; X). Es claro que todo polinomio de F,[X] tiene un tnico repre-
sentante en M (g; X) por la relacién de equivalencia definida como sigue:
f(z) ~ g(X) si existe a € F tal que f(z) = ag(X). En particular, todo
polinomio irreducible tiene un tnico representante en P(q; X). Por otra
parte, si f(x) ~ g(X) es facil ver que f(X) y g(X) generan el mismo
ideal: (f(X)) = (g(X)). Por estas razones, supondremos, salvo mencién
expresa contraria, que todos los polinomios de [Fy[X] en consideracién
pertenecen a M (q; X).

En [6, pgs. 362-365], se encuentran demostrados los resultados con-
tenidos en las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 1.1. Sean F, y X? — X € F,[X]. Entonces

(a) a? —a =0 para todo a € Fy;
(b) todas las raices de X? — X son simples;

(c) el conjunto de las raices de X? — X es precisamente F;

(d) F, es el cuerpo de descomposicién de X1 — X sobre F,. ™

Proposicién 1.2. Sean F, un cuerpo finito y n > 1 un entero.
Entonces subsisten las siguientes propiedades

(a) en una clausura algebraica Q de F, existe una y sélo una extension
K de T, de grado n;

(b) K =F,[X]/(p(X)) donde p(X) € P(¢q; X) es de grado n;

(¢) K =Fy(a), donde o es la clase de X médulo p(X). Los elementos

1, a, &2, ..., o™ ! conforman una base de K sobre F,,:
sy ) ) ) qs

(d) K es isomorfo a Fyn y tiene por lo tanto ¢ elementos;
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() p(X)=(X —a)(X —a?) - (X —a" ). o

Ahora bien, si a(X) € Fy[X], su clase médulo p(X) se puede escribir

en términos de la base 1, o, a?, ..., o™ ! en la forma

a(a) = Bo+ Pra+ -+ Bp_1a™

donde cada 3; € F,;. Usando que 3¢ = 3 para todo 3 € F, y que

(a+b+---+2)1=a4+014--- 429,

podemos escribir para a(X) € F,[X]

a()? = a(a?), (1)

cont=0,1,---.

También, para expresar que dos polinomios a(X) y b(X) € F,[X]
estdn en la misma clase médulo el ideal (h(X)) escribimos a(X) =
b(X)(mod h(X)). De modo quessi f(t) € Fy[X][t], resolver la congruencia
f(t) = 0(mod h(X)) equivale a resolver la ecuacién polinomial f(t) = 0
donde f(t) es el polinomio en F,[X]/(h(X))[t] cuyos coeficientes son las
clases médulo (h(X)) de los coeficientes de f(t).

Si definimos a

O(h(X)) = card [F[X]/(R(X))]*

como el andlogo de la funcidn indicatriz de Euler en Z, a saber,

o(m) = card(Z/mZ)* (m>0).

Podemos verificar que en este caso se tiene una funcion multiplicativa ®
definida sobre el monoide M(q; X). Es decir, una funcién que cumple
O(h(X)g(X)) = P(h(X))P(g9(X)) si m.c.d. (h(X),g(X)) =1. Por otra
parte,

N(r(X)) = card [Fo[X]/(h(X))] ,

se llama la norma del polinomio h(X) o si se quiere la norma del ideal
(h(X)).

Andlogamente al caso de los niimeros enteros, un conjunto r1(X), - -,
rm(X) de polinomios en M(q; X) se dice un sistema completo de restos
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mdédulo el polinomio h(X) si dado un polinomio g(X) € Fy[X] existe un
ri(X) tal que g(x) = r;y(X)(mod h(X)).

La estructura del anillo F,[X]/(p(X)") se encuentra en las siguientes
proposiciones [1, 15].

Proposicion 1.3. Sea

p(X)=m4+mX +-+ 1 X" 4 X" e P(¢; X).

Si x designa a la clase de equivalencia de X mdédulo (p(X)"), entonces

(a) Fy[X]/(p(X)") es una F,-dlgebra de dimensién vm y ¢"™ elemen-
tos;

(b) 1,z,--- ,2"™" 1 es una F,~base de esta dlgebra;

(c) sif(a(X)) = 00> 7_oarX®) :=>7_,arzk), entonces O(p(X)) =
zy cumple las condiciones z; = 0, zf‘f #£0si0<k<w;

(d) Ios polinomios unitarios de Fy[X| de grado estrictamente menor
que vm forman un sistema completo de restos médulo (p(X)");

(e) el dlgebra Fy[X]/(p(X)") contiene un cuerpo L isomorfo al cuerpo
Fq[X]/(p(X)) con el cual lo identificamos;

(f) la L—dimensién de

Fo[X]/(p(X)") ={ Ao+ A1zp + - + AZ:%; Ni € L},

es v, una de cuyas bases (llamada candnica) es precisamente 1, z,,

N

v

Proposicién 1.4. El grupo de las unidades de F,[X]/(p(X)") estd
dado por

LY=L x{14+Mzy+-+ X120 s Ny €L},
Este grupo tienen orden ®(p(X)¥) = (¢™ — 1)g™~1). o
Todo polinomio ¢g(X) € F,[X] tal que 6(g(X)) = g(z) genere a L*

se dice una raiz primitiva mddulo p(X). Esto equivale a decir que dado
a(X) € F,[X] existe un entero b tal que a(X) = g(X)’(mod p(X)).
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Utilizando los anteriores resultados y la versién polinomial del teo-
rema chino de los restos, es posible calcular efectivamente N(h(X)) y
®(h(X)) para todo h(X) € Fy[X].

Por otra parte, es posible demostrar que la clase de a(X) € F,[X] es
invertible médulo A(X) siy sélo si m.c.d.(a(X),h(X)) = 1 (la demostra-
cién sigue el modelo de la demostracién del resultado andlogo en Z).
Podemos, pues, escribir la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5. Si h(X) € M(q; X) y p(X) € P(¢g; X), entonces

(a) Generalizacién del teorema de Euler. a(X)®"X)) = 1(mod h(X))
sim.c.d.(a(X),h(X)) =1;

(b) Generalizacién del pequetio teorema de Fermat.

a(X)?" ! = 1(mod p(X)),

sip(X)ta(X). ™

Finalizamos esta seccién con dos definiciones y una proposicién, las
cuales usaremos luego.

Sea L/K una extensién de cuerpos finitos de grado [L : K| = n.
Entonces si |K| = p™, tenemos |L| = p™". Si a € L definimos la traza
de a sobre K por la relacién

trr/ k() =a+al+ - +al" €K.

La traza trp g : L — K es una aplicacion K-lineal. También definimos
la norma de « sobre K por la relaciéon

n—1

ny/g(a) =aa--a?  €K.
Estas definiciones contienen el hecho de que tanto try x(a) como
ny/k(a) son elementos de K (para estos hechos, véanse, por ejemplo,
[1, 10)).
Para finalizar es seccién enunciamos sin demostracion la siguiente
proposicién [14].

Proposicién 1.6. Sea L/F, una extensién de grado n y o € L.
Entonces el polinomio X9 — X — o € L[X] tiene una solucién en L si y

sélo si trp r, (o) = 0. of
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2 Version polinomial del simbolo de Legendre

La exposicién que sigue la hemos tomado esencialmente de [7, pgs. 100—
103]. Empezamos con la siguiente proposicién que generaliza el criterio
de Fuler del caso racional.

Proposicién 2.1. Sea d un entero positivo. Si ¢ = 1(modd), en-
tonces la sucesién

1= (F)D 5 FX S g — 1,

donde (F}.)D = {a?;a € Fi}, pg es el grupo multiplicativo de las

, s . . . r__
raices d—ésimas de la unidad contenidas en Fq y w(a) = al?" =14 g
exacta.

Demostraciéon. Claramente w es un homomorfismo de grupos con
valores en pg, pues w(a)? = 1. Sea Q una clausura algebraica de Fyr.

Dado a € IFqXT, existe B € Q tal que B84 = a. Ahora bien, a € kerw
St Nd =1 =p8""143c (]F;r)(d). Es decir, (qur)(d) = kerw.
Finalmente, dado o € p, existe § € 2 tal que pla"=N/d = . Como
al = g7t = 1, vemos que 3 € IE“;T, es decir, existe 5 € qur tal que

wf)=a. o

La funciéon w se extiende a todo Fyr haciendo w(0) = 0.

Veamos por qué hemos dicho que esta proposicion generaliza el cri-
terio de Euler. Si tomamos p(X) € P(¢;X), de grado r, entonces
L = Fy = Fy[X]/(p(X)). Sid]|q~— 1,y escribimos wp(x) en la an-
terior sucesién exacta en vez de w, definimos

(= [ (X)) = Wp(X)

como el d—simbolo de Legendre. Podemos entonces escribir el criterio de
Euler como

_ X))V dmod p(X)) s p(X) fa(X).
@00 100 = {{ Gy s p(X)|a

Como (— | p(X))q es un homomorfismo, resulta que

(i) (a(X)b(X) [ p(X))a = (a(X) | p(X))a(b(X) [ p(X))a;
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(ii) (1]p(X))a=1;
(i) si a € Fo[X]* = Fy*, entonces (a | p(X)) = oN@EX))=1/d ¢y

puesto que p(X) t a. Aqui p, designa al grupo de las raices d—
ésimas de la unidad contenidas en Fq*.

El resultado (iii) corresponde a una unica ley suplementaria de reci-
procidad como andloga a las leyes suplementarias de la reciprocidad
cuadratica en Z.

Tenemos el siguiente teorema de reciprocidad para el d—simbolo de
Legendre.

Proposicién 2.2. Sean p(X),g9(X) € P(q;X), de grados r y t,
respectivamente. Si d | ¢ — 1, entonces

(9(X) | p(X)), = (1)@= D/ (p(X) | g(X)),.

En particular, si p = 2 tenemos

(9(X) [ p(X)) ;= (=1)" (p(X) | 9(X)),-

Demostracién. Sea (2 una clausura algebraica de [y, en la cual

r—1

pX) =X -—a)(X —af)--- (X —a” ),

y sea L = Fy(a) = Fq[X]/(p(X)) C Q. En L[X] podemos definir el
simbolo de Legendre
(a(X) | (X —a)), = a(X)NX==/d(mod X — a).

Como N(X — a) =¢" en L, vemos que

!/

i = a(X)4 D/ (mod X — a).

(a(X) | (X —a))

Pero

(a(X) | p(X)), = a(X)'" D4 (mod p(X)),

implica que
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(a(X) | p(X)), = a(X)' "D/ mod(X — o).

Luego

(a(X) | (X =), = (a(X) | p(X)),-

Por otra parte, si a(X) € Fq[X], designemos con a(a) su clase médulo

p(X), de modo que a(a) € L. Pero a(a) = ap + a1 + - -+ + ar_1a" 1,

aj € Fy, de modo que a(a)? = ag + ajad + - + ar_107 D pues

ag’l = a; ya que a; € Fq. Por lo tanto, en L

(a(X) ] (X - a)); = a(a)@ D/ = g(q)lld" =D/ (@=D]la-1)/d]
a(a)(1+!I+"-+qr_1)(q71)/d
. -1)/d
= |:a(a) a(aq) e a(aq 1)j| (q )/ )

De aqui resulta que en L

(a(X) | p(X)), = [a(a)a(aq) e
donde o, a4, ..., a? " son las rafces de p(X). Pero

r—1

) =ala)a(a)? - a(@)?  =ngp (a(a)) €Fq .

Luego (8) es vialida en F,. Sea ahora

1

g(X) = (X = B)(X = B9)--- (X — p7),

la descomposicién de g(X) en Q[X], si g(X) € P(¢; X). Entonces

r—1 r—1t—1
(9(X) \P(X))dZHg (q 1/ HH 5qﬂ q-1)/d
i=0 =0 5=0

= ()" p(X) [9(X)), . @
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La demostracién anterior es distinta a la dada en [2] por Carlitz.

En particular, si tomamos d = 2 y ¢ = p un primo impar, obtenemos
el resultado de reciprocidad cuadratica demostrado por Dedekind en 1857
[5], a saber,

(9(X) | p(X)), = (=)D (p(X) | g(X)), -

Elcasod=q—1

(9(X) [p(X)),_, = (=D (p(X) | 9(X)),_, ,

fue demostrado en 1928 por Schmidt [13] y por Carlitz en 1932 y 1933
2, 3].

En [2] Carlitz generaliza (— |p(X))q_1 a un simbolo de Jacobi. Si

X)) =pi(X) -+ ps(X) € M(q; X)),
es la descomposicion de f(X) en irreducibles p;(X) € P(q; X) (cada uno

de ellos aparece repetido segiin su multiplicidad), definimos el d-simbolo
de Jacobi por la expresién

(e0), = Gioo), G,

Ahora bien, si

9(X) = q(X) - q(X) € M(q; X),
es la descomposicién canénica de g(X), y hacemos «; = grado(p;(X)) y

Bj = grado(g;(X)), vemos que

S

(j@)d = ﬁ H (ZJ&(;);E Z];Jl:(—l)aiﬁj(q—l)/d <1;Jg<(;>d

j=1 i=1

9(X)

Como grado(f(X)) =m = >, a; y grado(g9(X)) = n = >, Bj, obten-
emos

- (—1)<a1+--~+as><,61+.-.+ﬁt><q—1>/d<f(X)> .
d
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(g(X) > _ (_1)mn(q—1)/d <f(X)> 7

(X)) 4 9(X) /4

que podemos considerar como expresién de las leyes de reciprocidad para
el d—simbolo de Jacobi.

3 Sobre la solubilidad de algunas congruencias

En esta seccién utilizaremos lo expuesto anteriormente para dar condi-
ciones necesarias y suficientes sobre la solubilidad de algunas congruen-
cias en F[X]. Los resultados son andlogos de resultados conocidos en el
caso de Z.

Empezamos con la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1. Sean p(X) € P(¢; X), de grado n, a(X) € Fq[X],
tales que m.c.d.(a(X),p(X)) =1. Sid | q— 1, entonces la congruencia

1 = a(X)(mod p(X))
X
es soluble si y sélo si (a()> =1.
X)/q

Demostracion.

(=) Sea t(X) una solucién de la congruencia dada. Entonces p(X) ¢t
a(X), por hipétesis. Por el teorema de Fermat (Proposicién 1.5,
(b)), tenemos

n

a(X)@"—N/d = (1(x)H)(@" D4 = ¢(X)7" 7! = 1(mod p(X)) ,
aX)\ _
lo cual muestra que (p(X))d =

(«<=) Reciprocamente, tomemos una raiz primitiva g(X) médulo p(X),
de modo que

a(X) = g(X)’(modp(X)), b entero.

X
Como, por hipétesis, <a()> = 1, obtenemos
p(X) /4
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a(X)@"=D/d = g(x)P@"=D/d = 1 (mod p(X)) .

Esto implica que ¢" — 1 divide a b(¢" — 1)/d (por el teorema de
Lagrange para los grupos finitos) y, por lo tanto, d | b, es decir,
b = kd para algiin entero k. Es claro ahora que t(X) = g(X)"* es
una solucién de la congruencia dada. &

Proposicién 3.2. Seam > 1 un entero, p(X) € P(¢q; X), de gradon
y d =m.c.d.(m,q"™ —1). Entonces la congruencia t"™ = a(X)(mod p(X))

X
tiene d soluciones si y solo si (CL()> =
p(X) d

Demostracién. Sea g(X) una raiz primitiva médulo p(X). Podemos
escribir entonces a(X) = g(X)?(mod p(X)) y t(X) = g(X)¥(mod p(X)).

(=) Sea t(X) una solucién de la congruencia dada. Es claro que p(X) {
t(X), luego, por el teorema de Fermat (proposicién 1.5, (b)),

(t(x)™/ )"t = 1(mod p(X)).

Pero entonces

() = (4D = (g
= 1modp(X)), (3)

- a(X)
lo cual significa que <> =1
p(X) /4

(<) Reciprocamente, la congruencia t" = a(X)(modp(X)) es equiva-
lente a la congruencia my = b(mod ¢"™ — 1), la cual, por un teorema
clésico de la teorfa de numeros es soluble si y sélo si d | b, en

X
cuyo caso hay exactamente d soluciones. Si ahora <a()) =1,
p(X) /4

tenemos

a(X)(qnfl)/d = 1(mod p(X)),

y entonces
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a(X)\ "D = (g(x)") @V = ()Y@ DY) = 1(mod p(X)) .

Esto implica que ¢"—1 divide a b(¢"—1)/d, lo cual fuerza a que d | b,
lo cual, a su vez, es equivalente a la solubilidad de la congruencia
propuesta.

Consideremos ahora la congruencia

t1 —t = a(X)(modp(X)) (4)

donde a(X) € F,[X], p(X) € P(¢; X) y grado(p(X)) = n. La siguiente
proposicién contiene una condicién necesaria y suficiente para que esta
congruencia sea soluble.

Proposicién 3.3. Sea L = F,[X]/p(X)). La congruencia (3) es
soluble en F,[X] si y sdlo si trp p (a(X)) = 0(mod p(X)).

Demostraciéon. Es una consecuencia inmediata de la proposicién
1.6.

Pero en [4] se encuentra la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4. Sean

pX)=co+aX+---+X"eP(¢; X),

P(X)=c1 +2cX +---+nX"1,
Si

P(X)a(X)=by+ 01X + -+ b1 X" H(modp(X)) b €F,,
entonces trp /p (a(X)) = by—1(mod p(X)).

Combinando las dos anteriores proposiciones, encontramos otro cri-
terio de solubilidad de la congruencia (3).

Proposicién 3.5. Si grado(p(X)) = n, la congruencia (3) es soluble
si y sélo si p/(X)a(X) es congruente médulo p(X) a un polinomio de
grado estrictamente menor que n — 1.
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