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Resumen

En cursos bésicos de probabilidad, al abordar el tema de vectores aleatorios se
demuestra que las distribuciones marginales de tales vectores pueden obtenerse de
manera Unica a partir de la distribuciéon conjunta. El reciproco de esta afirmacion
no necesariamente se tiene. Este articulo de tipo divulgativo, pretende, mediante
un contraejemplo tomado de Embrechts et al. (2002), y que hace uso de la teoria
de cépulas, ilustrar la falacia: “Distribuciones marginales y correlacién determinan
la distribucién conjunta”.
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Abstract

In basic probability courses, addressing the issue of random vectors shows that
the marginal distributions of such vectors can be obtained in a unique way from
the joint distribution. The reciprocal of this affirmation does not necessarily have.
This article of informative type, tries, by means of a counterexample taken from
Embrechts et al. (2002), and that makes use of the theory of copulas, to illustrate
the fallacy: “ Marginal distributions and correlation determine the joint distribu-
tion 7.
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1. Introduccion

En cursos bésicos de probabilidad, un tema de bastante interés se refiere a los
vectores aleatorios, y relacionados con ellos estan sus distribuciones de probabili-
dad que los caracterizan de manera tnica. Se especifica en la teoria que, dada la
distribucién conjunta de un vector aleatorio, es posible obtener de manera tnica
sus distribuciones marginales aplicando el concepto de limite y haciendo uso de
las propiedades de estas funciones.

Al respecto, se afirma en Blanco et al. (2012) que:

Si la funcion de distribucion acumulada de las variables aleatorias
X1, Xs, ..., X, se conoce entonces las distribuciones marginales tam-
bién se conocen. El reciproco, sin embargo, no siempre es cierto.

Sobre la parte del reciproco en la afirmacién, se podria pensar en la posibilidad de
obtener la distribucién conjunta de manera tnica, dadas las distribuciones mar-
ginales. Esta proposiciéon con bastante frecuencia se asume como un argumento
valido, pero no lo es, en légica se habla de una falacia. Dar en matematicas un
contraejemplo es una forma de demostrar que una proposicion es una falacia.

En Embrechts et al. (2002) se establece un contraejemplo que refuta la proposi-
cién considerada. La construccién de este contraejemplo se basa en la distribucion
de probabilidad normal bivariada y la teoria de cépulas. Los autores enuncian la
falacia en su articulo como: “Distribuciones marginales y correlacién determinan
la distribucién conjunta”. El objetivo propuesto en este documento busca hacer
énfasis en la teoria que soporta la construccion del ejemplo que demuestra la fal-
sedad del enunciado, especificamente en la teoria de cépulas.

El documento estd dividido en tres secciones, la primera secciéon se basa en la
teoria expuesta en Blanco et al. (2012) y presenta los conceptos bédsicos de vectores
aleatorios restringido al caso bivariado, de manera particular se trata la distribu-
cién normal bivariada; la segunda seccién estd dedicada a la teoria de copulas,
especificamente a los conceptos requeridos para la construccién de distribuciones
conjuntas a partir del conocimiento de marginales y se basa principalmente en la
teorfa expuesta en Nelsen (2006). La tercera seccién expone la construccién del
contraejemplo que ilustra la falacia de interés y que se presenta en Embrechts et al.
(2002). Por tltimo, se dan algunas conclusiones que surgen del desarrollo tedrico
del articulo.
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2. Vectores aleatorios

El concepto de variable aleatoria es piedra angular en el desarrollo de la teoria de
la probabilidad. Dado el resultado del experimento aleatorio, el interés recae en la
medicién que se hace sobre el mismo. El concepto se puede generalizar cuando se
trata de realizar méas de una medicién sobre él mismo resultado del experimento y
sus valores son organizados en un vector denominado vector aleatorio. En adelante
se hara referencia a vectores aleatorios bivariados.

2.1. Funcion de distribucién conjunta

Definicién 2.1 (vector aleatorio). Sean X, X variables aleatorias definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad (£2,J,P) A la funcién X : @ — R?
definida por

X(w) = (X1(w), X2(w))

se le llama un vector aleatorio bidimensional y en adelante simplemente vector
aleatorio.

Asociado al concepto de vector aleatorio estd su funcién de distribucién, esta
distribucién lo caracteriza de manera tunica y se trata de una funcién que describe
el comportamiento simultaneo de todas las variables que lo componen.

Definicién 2.2 (funcién de distribucién conjunta). La funcién de distribu-
cién bivariada de un vector aleatorio X = (X1, X5) :  — R? sobre el espacio de
probabilidad (2,3, P) estd definida para todo z1, x2 en R por

F(z1,22) = P(X1 <21, X9 < x9)

Ya que la distribucién del vector aleatorio queda completamente determinada a
partir de su funcién de distribucién, es posible extraer de ella el comportamiento
univariado de las variables aleatorias que lo componen, esto es de X7 y Xo. Me-
diante un razonamiento sencillo, es posible concluir que las distribuciones de cada
variable se obtienen aplicando el concepto de limite como sigue:

Fx,(x1) = xllgloc F(x1,x2),

Fx,(z2) = lim F(x1,z2)

1 —00

A cada funcién F; se le llama la funcién de distribucién marginal de la va-
riable X;,7 =1,2.

El siguiente resultado establece las propiedades mas importantes para la funcién de
distribucién conjunta. Su demostracién puede consultarse en Blanco et al. (2012).

Comunicaciones en Estadistica, diciembre 2017, Vol. 10, No. 2



284 Jarles Andrés Marimon Herndndez & Luis Alejandro Masmela Caita

Teorema 2.1 (propiedades de la funcién de distribucién conjunta). Sea
X = (X1, X2) un vector aleatorio. La funcién de distribucién conjunta F de las
variables X7, X5 tiene las siguientes propiedades:

ALF := F(by,by) + F(ar,a2) — F(a1,b2) — F(bi,az) >0
donde a = (ay,az),b = (by,b2) € R? con ay; < by y az < by
2. F' es continua a derecha en cada componente.

3.
lim F(z1,22) =0y lim F(z1,22) =0

Tr1—>—00 To—>—00

lim F(z1,22) =1

(z1,22)—(00,00)

Siempre que exista una funcién f : R? — [0, +oc0) tal que
i) T
F(z1,22) = P(X1 <21, Xo < 19) = / / f(t,t2)dtdtz,
— 00 — 0o

se dird que el vector aleatorio (X7, X2) es absolutamente continuo y se llamard a
f la funcién de densidad de las variables aleatorias X7, X5. Una caracteristica de
[ que se obtiene de la condicién [f] en el Teorema [2:1] es que

/ / f(tl,tg)dlfldtQ =1

También, como consecuencia directa del teorema fundamental del calculo es posible
obtener el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Sea X; y X, variables aleatorias continuas con funcién de distri-
bucién conjunta F. Entonces la funciéon de densidad de probabilidad f estd dada
por
82F(x17:r2) - 82F(.’E17$2)

63318.1‘2 o 6$28$1

para todos los puntos (x1,x2) donde f(x1,x2) sea continua.

f(ffl,ffz) =

2.2. Coeficiente de correlacion p

Un estudio de mucho interés desde la estadistica trata sobre el modelamiento de
dependencia entre fendmenos, especificamente referido a la dependencia de tipo
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lineal. Se definen a continuacién dos conceptos importantes asociados a la depen-
dencia lineal entre dos variables aleatorias, estos son la covarianza y el coeficiente
de correlacion. Para abordar estos conceptos se hace uso de la esperanza ma-
temdtica y la varianza de una variable aleatoria X notadas por E(X) y Var(X)
respectivamente, mas detalles sobre las definiciones y propiedades de estas canti-
dades se pueden consultar en Blanco et al. (2012).

Definicién 2.3 (covarianza). Sean X; y X, variables aleatorias definidas sobre
el mismo espacio de probabilidad y tales que E(X?) < oo y E(X3) < cc. La
covarianza entre X1 y X estd definida por:

Cov (X1, Xz) = E{[X1 — E(X1)][X2 — E(X2)]}
Algunas propiedades de la covarianza son:

» Cov(X1, Xo) = B(X1X3) — E(X1)E(X,)

» Cov(Xy,X5) = Cov(Xa, X1)

» Var(X;) = Cov(Xy, X1)

» Cov(aX; + b, X2) = aCov(Xy, X5) para cualquier a,b € R
Un resultado adicional surge de la primera propiedad antes mencionada y es que
si Xy y X2 son independientes, entonces Cov(Xi, X3) = 0, esto debido a que

E(X1X2) = E(X;)E(X>) dada la independencia entre las variables aleatorias X
y X5. Sin embargo, el reciproco de esta afirmacién no se tiene en general.

Una forma alterna para obtener la covarianza se da en el siguiente teorema que
establece la que se conoce como identidad de Hoffding.

Teorema 2.3 (identidad de Hoffding). Si (X3, X3) tiene funcién de distribu-
ciéon conjunta F' y marginales Fy y F5, entonces la covarianza de X; y X5 siempre
que sea finita estd dada por

COV(Xl,Xg):/_OO /_oo (F(21,25) — Fy(21)Fs(22))dardas (1)

Demostracion. Ver McNeil et al. (2005, pdg 203). O

Haciendo uso del concepto de covarianza, es posible establecer una medida adicio-
nal que es libre de la escala de medida de las variables aleatorias que se involucran,
de manera intuitiva puede tratarse como un indice que mide el grado de relacién de
dos variables siempre y cuando ambas sean cuantitativas, se habla del coeficiente
de correlacion.
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Definicién 2.4 (coeficiente de correlacién). Si X; y X2 son variables aleato-
rias con 0 < Var(X;) < oo y 0 < Var(Xa) < oo, el coeficiente de correlacién entre
ellas esta dado por

o COV(Xl,XQ)
p(X1, Xa) = \/Var(X;)Var(Xz)

Este coeficiente toma valores en el intervalo [—1,1] y cumple que si las variables
aleatorias X7 y Xo son independientes p(X7, X3) = 0 como consecuencia de que
Cov(X7,X2) = 0. Si hay dependencia lineal perfecta entre las variables, es decir,
Xy =aX;+bo P[Xs =aX;+b] =1paraa € R\{0},b € R entonces p(X1, X2) =
+1; por tdltimo, cuando hay dependencia lineal imperfecta, —1 < p(X7, X2) < 1.

2.3. Distribucién normal bivariada

A manera de ejemplo, y ya que se hard uso de esta distribucién en la ultima
seccién, se presentard la distribucién normal bivariada junto con sus principales
caracteristicas.

Una distribucién normal bivariada o también conocida como distribucién gaussiana
bivariada es una generalizacién de la distribucién normal univariada. Se dice que el
vector aleatorio X = (X7, X3) tiene una distribucién normal bivariada con vector
de medias p y matriz de varianzas y covarianzas 3, que se nota como

X = (X1, X2) L N(p, =),

si su funcién de densidad de probabilidad conjunta estd dada por la expresion

o) o= (o) exp [ 30x - B - ).

2
(71 Jg12
2 - 2
921 0'2

of := Var(X;), o3 := Var(Xs)

012 = Cov(X1, X2) = 021 = po102

Mas especificamente, si

con

donde p representa el coeficiente de correlacién y
po= (p1, p2) con py = E(X1) y p2 = E(Xz)

Se tiene que

Fw1,2) = 11_p exp (1Q) , 2)

2mo1 09 2
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donde

Q=

2 2

1 (331—#1) _2p($1—ul)($2—uz) )
(1-p?) a1 0109

La familia de distribuciones normal multivariada es, en todo sentido, una familia ya

que sus marginales y condicionales son también distribuciones normales. En lo que

respecta al caso bivariado, las dos marginales del vector aleatorio X = (X7, X5)

+ <$2—M2

02

son normales univariadas, asi

o) | — ’]

flzy) = /_oo f(z1, w2)dxs = \/%01 exp __; (33101m> |

y [ ’]
flz2) = /_OO f(z1, w2)dzy = \/%02 exp __; (1520_2MQ> |

Ejemplo 2.1. Los gréficos que se presentan en la figura [I] corresponden a dos
distribuciones normales bivariadas. En la parte superior de la figura se observan,
el gréafico de la densidad y al lado, sus respectivas curvas de nivel para una distri-
bucién normal bivariada con vector de medias

p = (p1, p2) = (0,0)
y matriz de varianzas y covarianzas

2
(o7 o2y _(1 0
2<O’21 0’%)(0 1).

En la parte inferior de la Figura [I| se observan, gréficos de la densidad y sus
respectivas curvas de nivel para una distribucién normal bivariada con vector de
medias

= (p1, p2) = (0,0)

y matriz de varianzas y covarianzas
ot

g12 2
0921 0'% \@X2><0.7

esta ultima matriz aparece escrita asi para identificar facilmente el coeficiente de
correlacion, sabiendo que o192 = 091 = 01 X 09 X p.

\/§><2><O.7)
4 b

3. Resultados basicos de la teoria de cépulas

Las copulas han generado particular interés en probabilidad por ser un punto de
partida sin precedentes para la construccién de familias de distribuciones bivaria-
das, estas son, desde un punto de vista general, funciones que unen las distribu-
ciones multivariadas de un vector aleatorio con sus distribuciones marginales. Un
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Figura 1: Densidades y contornos de dos distribuciones normales bivariadas. Fuen-
te: elaboracion propia.

estudio introductorio pero muy detallado sobre cépulas se encuentra en Nelsen
(2006).

Definicién 3.1 (cépula). Una cépula C es la funcién de distribucién de un vector
aleatorio sobre [0, 1]2 con marginales uniformes-(0,1). Alternativamente una cépula
es una funcién C : 12 — I con las siguientes propiedades:

1. C(u,v) es no decreciente en cada componente.
2. Para cualquier u,v € I:= [0, 1]

C(u,0) =0=C(0,v),

Comunicaciones en Estadistica, diciembre 2017, Vol. 10, No. 2
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C(u,1) =u,C(1,v) = v
3. Para cualesquiera uy,usg,v1,v9 € I tales que u; < ug y v1 < vg

C(UQ,’UQ) — C(UQ,Ul) - C(ul,vg) + C(Ul,’l)l) 2 0

3.1. Teorema de Sklar

Se atribuye al matemético Abe Sklar el haber enlazado por medio de una cépula
la funcién de distribucién de un vector aleatorio y sus distribuciones marginales;
el resultado que lleva su nombre se considera uno de los mas importantes de la
teoria de copulas y jugara un papel importante porque, ademas, proporciona un
método para construir cépulas dada una funcién de distribucién bivariada.

Teorema 3.1. Sea F' una funcién de distribuciéon conjunta bivariada con mar-
ginales Fx, y Fx,. Entonces existe una copula C : [0,1]* — [0,1] tal que para
cualesquiera 1,22 € R =R U {—00, 00},

F(x1,22) = C(Fx, (71), Fx,(72)) (3)

Si F'x, y Fx, son continuas, entonces C' es Unica; en cualquier otro caso, C' esta
determinada de forma tnica sobre el conjunto RanFx, x RanFx,. También, si C
es una copula y Fx, y Fx, son funciones de distribucién univariadas, entonces la
funcién F' definida mediante es una funcion de distribucién conjunta bivariada
con marginales Fx, y Fx,.

Se puede ver que
C(uy,uz) = F(F);ll(ul), F);Ql(uz) )

es una cépula cuando se evalda x; = F);l (ui),1 € {1,2} en y se suponen las
i

Fx,,i ={1,2} continuas. Esto quiere decir que se puede usar la expresion para

construir cépulas cuando se conoce la funcién de distribucién y sus marginales.

3.2. Coépula gaussiana

Si el vector aleatorio (X7, X3) tiene funcién de distribucién normal estdndar bi-
variada, entonces de la expresién se sabe que su funcién de distribucion esta
dada por

—(y? — 2py1y2 + ¥3)

T xro 1
(I)g(irlva) = / / exp{ ddeylv
—o0J—c0 2m/1 — P2 2(1 - p2)

donde —1 < p < 1 es el coeficiente de correlacion entre las variables X7 y Xo.
Como consecuencia de (4) se define la copula gaussiana CS* (u, v) = ®5(®~ (u), &' (v)),

1F§_1 es la funcién cuantil de Fx,, esto es, F;l(u) = inf{z: Fx,(z) > u},i € {1,2}.
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la cual estd dada explicitamente por

W ) 1 — (s> — 2pst + 2
Ga _ PS + )
cgrwn=[ [ 27(1— )12 eXp{ 20— ) }d“”’ ®)

Aqui la funcién @ es una distribucién normal estandar. Se concluye entonces
que, variables con funcién de distribucién C5*(®(z), ®(v)) son variables normal
estdndar bivariada con coeficiente de correlacién p. La Figura[2ilustra el compor-
tamiento de la cépula gaussiana y su funcién de densidad.

0.8
|

0.4

00 02 04 06 08 1.0

0.8
|

0.4

0.0
|

00 02 04 06 08 1.0

Figura 2: Arriba: Grdfica y contorno de la cépula Gaussiana con p = 0.5. Abajo:
Grdfica y contorno de la funcion de densidad de la copula Gaussiana con p = 0.5.
Fuente: elaboracion propia.

3.3. Un método para construir cépulas

El siguiente es un método de construccién de coépulas propuesto en Embrechts
et al. (2002), el cual se encuentra desarrollado con méas detalles en De la Pena
et al. (2006).
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Si se tienen dos funciones f, g : [0,1] — R donde fo (z1)dz1 = fo (z2)dxe =0
y f(z1)g(z2) > —1 para todo x1,z2 € [0,1]. Se puede generar una variedad de
cépulas teniendo en cuenta que h(z1,22) = 1+ f(x1)g(x2) es una funcién de

densidad bivariada sobre [0, 1]2. Por lo cual,

Clar, o) = / /Mh(ul,uQ)dugdul
A A 1+ f(ur)g(us)dusduy
- x1x2+< / Flun du1> ( /0 g(uz)du2> (6)

es una cépula. Este método serd usado méas adelante.

4. La falacia

El principal objetivo de este documento es construir, con base en la teoria desa-
rrollada, un contraejemplo mediante el cual se pueda verificar que la siguiente
proposicién es una falacia.

Falacia. Distribuciones marginales y correlacién determinan de manera tnica la
distribucién conjunta.

Lo que se comprobara es que se pueden construir infinitas funciones de distribu-
ci6én bivariadas dada la correlacion y el comportamiento marginal de dos variables
aleatorias; particularmente, se tomaran variables aleatorias con distribuciéon nor-
mal, lo cual también evidenciara los riesgos de asumir normalidad en el proceso
de construccion.

Si X3, X2 son variables aleatorias con distribuciones normales estdndar ®(z1) y
®(x9) respectivamente, y p(X1, X2) = p; entonces se sabe de la expresién (b)) que
la funcién de distribucién de (X7, X5) esta dada por

F(z1,29) = CF*(®(21), D(22))

Por tanto, cualquier otra cépula C # Cf“ proporcionara una distribucién bivaria-
da cuyas marginales tienen distribucién normal estdndar, pero que no serd normal
bivariada con correlacién p.

Se construird entonces una cépula C' como en @ donde las funciones f y g sean:

2v -1

f(z1) = L9y (@1) + Li(y,1-)e} (1)

2y —1
9(@2) = =1q(y,1-7)}(32) — Tl{mw)c}(l‘z)’
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1 1
En donde, 3 <y <3y

1, siae€(a,b)
1{(a =
« ’b)}(a) {0, sia ¢ (a,b).

Luego h(z1,z2) = 1+ f(x1)g(x2) es una funcién de densidad, pues f y g satisfacen
las condiciones requeridas, es decir,

« f,9:[0,1] — R,
fo (71 dxl—O—fo (x2)dwa,

» Ademds f(x1)g(w2) > —1 para todo x1, 22 € [0,1].

La funcién de distribucién de h(z1,x2) es la cépula que se obtiene, la cual con
dominio ®(z1) y ®(z2) tiene la forma

C(P(z1), P(x2)) = /‘I)(Il)/ Iz)h(ul,ug)dugdul

(1) O(w2)
D(x1)P(x2) + </0 f(ul)du1> (/0 g(uz)duQ> .

Resulta del teorema de Sklar que C(®(z1), ®(x2)) = F(x1,2z2), donde la funcién
de distribucién F tiene marginales ®(z1) y ®(x2). Desde luego se puede encontrar
su funcién de densidad conjunta f(x1,x2), la cual estd dada por

82
Ox 1 8£E2
82

f(ﬂ?h 962)

F(J?l,l‘g)

(1) ®(a2)
921025 (z1)P(22) + (/0 f(ul)dm) </0 9(u2)du2>‘|

= O'(21)P(z2) + f(P(21)) P (21)g(P(x2)) P (22)
= O'(z1)® (z2)[1 + f(D(21))g(P(22))]
= O'(21)®(x2) + h(P(21), P(22))

donde ) .
—(z?+23)
' (21) (3) = —exp™ 7

2

La funcién h(z,y) se anula sobre el cuadrado [v,1 — 7]2 , por tanto, la funcién de
densidad f(z1,x2) también lo hace en el intervalo [®~1(v), ®~*(1 —~)]?, es decir,
en el centro como se ilustra en la Figura |3} esto implica que C' para v < % y
F(z,y) = C(®(z), ®(y)) no serd una distribucién normal bivariada. Ademds, para
cada 1/4 < v < 1/2 se obtiene una funcién de distribucién distinta, lo que permite

asegurar que las marginales dadas determinan infinitas funciones de distribucién
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Figura 3: Densidad y contorno de una distribucion que no es normal bivariada
pero que tiene marginales normal estdndar. Fuente: elaboracion propia.

conjunta.

Adicionalmente se tiene que la correlacion independientemente de v es cero. En
efecto, si se considera la funcién I definida sobre [0, 1] por

I(x)

i
S— S—

x

(u)d

2v -1

flu)du
{1{@17)}(“” 5y L (W) | du,

0
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explicitamente estard dada por

2y—1 .
(727)35, si0<zxz<~

Ia) =8 +o—y, siy<z<l-y

(2%1>(m—1), sil—y<z<1,

esta funcién posee una simetria alrededor de 1/2 por la forma en que se ha definido
f y por tanto satisface que

I(1—2) = /OH Fu)du = /01 F(u)du — /0 Flu)du = — /O F(u)du = —1(z)

para todo z € (0,1/2).
Lo anterior permite afirmar que el coeficiente de correlacién es 0, dado que segin
la expresion y teniendo en cuenta que

Ca) =y ([ ) ([ seiav).

ya que g(x) = —f(z) entonces

COV{(X17X2)} = / / (CEQ)) — @(wl)q)(xg))dxldxg

/ / (/Ml) f(Ul)dU1> </®(x2) f(u2)duz>] dxida,

[ I duldm] [ I d@d@]
- [ a@ain] | [~ @)

Estas ultimas integrales se anulan debido a la simetria de la funcién I, por tanto
se concluye que Cov(X7, X2) = 0y de ahi que p = 0 independientemente de .

5. Conclusiones

El teorema de Sklar constituye una herramienta fundamental en la teoria de cépu-
las, dentro de sus bondades se resalta la facilidad que brinda para construir mo-
delos multivariados dado el comportamiento marginal y su utilidad para obtener
informacién sobre la estructura de dependencia de un vector aleatorio, la cual se
encuentra implicita en su funcién de distribucién conjunta.

Gracias a la teorfa de copulas se logra ilustrar tedrica y graficamente que las
distribuciones marginales de un par de variables aleatorias y su coeficiente de
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correlacion lineal no determinan de manera unica la funcién de distribuciéon con-
junta, este hecho evidencia la necesidad de ser cuidadosos a la hora de construir
modelos multivariados dados los comportamientos marginales. Asi, el coeficiente
de correlacién lineal, de gran uso en la mayoria de estudios en donde el interés
recae en la estructura de dependencia de variables aleatorias, no proporciona toda
la informacién de utilidad sobre un vector aleatorio, ya que no es invariante bajo
transformaciones crecientes no lineales sobre las variables, ademés que variables
no correlacionadas en general no son independientes.
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