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Resumen

Consideremos una ecuacién =" + g(z)z’ + f(z,t) = 0 (1) junto con algunas ge-
neralizaciones.  Damos condiciones para que la ecuacién (1) tenga soluciones
que no son prolongables al futuro para el caso en que exista un ¢; € [0, +00) con
zf(z,t1) < 0 para ¢ # 0. Ademés consideramos el problema de la prolonga-
bilidad a todo el semieje ¢ > g > 0 de las soluciones de la ecuacién (1).

1. Introduccion
Consideremos la ecuacién

2" + g(z)x’ + f(z,t) =0, ' (1)

para la que suponemos se cumplen las siguientes condiciones:

C1: g(x) es continua para z € (—00, +00), con g(z) > 0 para todo x € (—o0, +00).

C2: f(x,t) es continua para z € (—00, +00), t € [0, +00), y es tal que existe un valor
t1 € [0,+00) tal que xf(z,t;) < O para z # 0.

C3: Existen funciones a;(t), fi(z) para i = 1,2, que son continuas en [0,+00) y
{—o00, +00), respectivamente, para las cuales se cumple que:

(i) aé(t)ag(t) > 0 para todo t € [0, +00), y si a1(t)az(t) = 0 entonces a?(t) +
a3(t) = 0;

(ii) zfi(z) >0 para z £ 0,i =1, 2;
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(ii)) a1(t)fi(z) < f(z,t) < az(t) fo(x).

En el caso en que zf(z,t) < 0 para toda z # 0, damos condiciones que garantizan
que todas las soluciones de (1) puedan ser prolongadas para todo tiempo futuro.

Para el caso de la ecuacién
z’ +a(t)f(z) =0,

con a(t)continua y negativa en algin punto, ha sido probado en [1] que esta ecuacién
tiene soluciones que no estédn definidas en un tiempo futuro. Ademss, esto es inde-
pendiente de la suavidad de a(t). En [2] se dan condiciones necesarias y suficientes
para que la ecuacién

2" + g(z)z’ +a(t)f(z) = 0
tenga soluciones que tiendan mondétonamente al infinito en un tiempo finito cuando
a(t) es negativo en algiin punto.

El problema de la prolongabilidad de las soluciones es de particular importancia en
la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, debido a su influencia en el estudio
de la estabilidad, oscilacién y periodicidad de las soluciones de (1). En este trabajo
daremos condiciones suficientes para que (1) tenga soluciones que tiendan a infinito
en un tiempo finito para el caso en que exista algin t; para el cual zf(z,t;) sea
negativo. Aplicaremos este resultado a una ecuacién més general en la que (1) serd
usada como ecuacién de comparacién.

2. Prolongabilidad

Por conveniencia en la notacién definamos

F(z,t) = /Oz f(s,t)ds; G(z)= /0z g(s)dsyFi(z) = /oz fi(s)dsi =1,2.

Observacién 1:
De las condiciones (C1) y (C2) se deduce que a;(t;) < 0 para i = 1,2.

Teorema 1 Supongamos que existe un N > 0 tal que G(z) < N para z > 0. Si se
cumple que

400 ,
[ u+B@ < e, @)
0
entonces las soluciones de la ecuacién (1) no son prolongables a +o0.

Demostracién. Haciendo en (1) 2’ = y — G(z) obtenemos el siguiente sistema
equivalente:

' =y-G(z), ¥ = —f(z,t). (3)
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Sabemos ademds que la tinica forma en la que una solucién (x(t), y(t))del sistema (3)
puede dejar de estar definida pasado algiin tiempo T es si

z%(t) + y2(t) — 400 cuando t — T 4)

(ver [2].)

Como a;(t1) < 0y las funciones a;(t) son continuas, existen niimeros positivos 6, m;
y M; (i =1,2) tales que

—Mi Sai(t) Smi si tl Sts_tl +6, 7= 1,2 (5)
Denotemos por (z(t), y(t)) una solucién de (3) que satisface z(t;) = 0 con y(t;)
suficientemente grande tal que y(t;) > 2N. Como (z(t),y(t)) ests definida sobre
el intervalo [t;,2; + 6), tenemos que z(t) e y(t) son monétonas crecientes. De las

ecuaciones de (3) obtenemos yy’ = f(z,t)a’ — f(z,t)G(z), la que bajo integracién
desde £ a t(t; < t) nos lleva a

t ¢
V(0 =i (0) = =2 [ f(a(s), Iar(e)ds — 2 [ f(a(s), )G (o)
ty £
pero de (C3) tenemos que f(z,t) < aa(t)f2(x), luego

bal) = 1a(tr) = 2 [ aa(8)ala(9)#'(5)ds ~ 2 | aa(0) ola(s)) Gla(a)ds

> 2ma [ fo(a()2' (s)ds + 2ms 1 Faals))Gla(s))ds.
Por consiguiente, y(t) > [y%(t;) + 2maFa(z)]3 y como &’ =y — G(z), tenemos
2'(8) 2 [P (t1) + 2ma Fy ()]} — Gl(a),

z'(t) > [¥3(t1) + 2maFa ()] — N;

pero debido a que

W2(t) + 2maFa(@)]} - N 2 26 (11) + 2maFa (e,

se tiene que
2[y2(t1) + 2maFo(z)) 2 dx > dt.

Integrando ambos miembros desde t; a  y recordando que z(t1) = 0, tenemos

z(t)
2/ (1) + 2maFa(z)]bdz > t — ;.
0

Puesto que (2) se cumple, podemos elegir y(t;) suficientemente grande para que la
‘integral sea menor que § . De aquf se sigue que () — oo antes de que ¢ alcance
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t1 + 6. Para probar que la integral sea menor que 6, tomando y(t;) suficientemente
grande, y(t1) > 2N, procedemos como sigue. Sea ¢ > 0 dado; entonces existe X > 0
tal que f;m[l + Fy(z)]"% < e . Escribamos p = [W2(t1)/2m) — 1 vy y(t1) como se
menciond antes para que p > 0. Entonces

* x
‘ 2/+ [v?(t1) + 2maFa(s)] 2 ds = 2(2mg] "4 {/ [+ 1+ Fa(s)] " 3ds+
o 0

oo X
+ /X+ p+1 +Fz(s)}“%dg} < 2[2@2]‘% {/0 +1 +F2(s)]“5ds+e} .

Como X es fijo, podemos tomar y(t;) suficientemente grande para que la integral sea
menor que €. Lo que nos lleva al resultado ya mencionado cuando ¢ es elegido de
manera tal que 45[2m2]"% < §. Por tanto hemos completado la demostracién. J§

Observacién 2

De manera andloga se puede demostrar que en el caso en que —N < G(z) < 0 para
2 <0y N >0, si se cumple la condicién

~—00
/ L+ Fy(@)]% > —oo, (6)
0
entonces la ecuacién (1) tiene soluciones no prolongables a +-oo.

Teorema 2 Supongamos que a;(t) son funciones continuas tales que a;(t) < 0 (i =
1,2) en el intervalo t; < t < to y ai(tz) = 0, y ademds existe un N > 0 tal que
0 < G(z) < N para x > 0. Entonces el sistema (3) tiene una solucidn (z(t), y(t))
definida para t =t tal que lim | z(t) |= +o0 cuandot — T sity < T < tq, sdlo si se
cumple que

/+°°[1 + Fy ()] % < +oo. | (7)
0

Demostracién. Supongamos que tal solucién existe. Para precisar, sea (z(t), y(t))
una solucién de (3) definida en ¢t = ¢; y que satisface que lim| z(¢) |= +o0 cuando
t — T'sity <T < ty. Por consiguiente (:c(t), y(t)) estd definida en el intervalo [¢;,T).
Probemos que se cumple (7).

Como y(t) = 2'(t) + G(z) y z(t) — +o0, existe algiin t € [t;,T) para el cual z(t) > 0,
y(t) > 0 parat < t < T. Debido a la continuidad de a;(t) (i = 1,2), existen
constantes positivas m;, M; (i = 1,2) tales que —M; < a;(t) < — m; < 0 para
t <t < T. Del sistema (3) obtenemos que y'z’ = yy’ — G(z)y’, y por consiguiente
~f(z,t)x’ = yy’ — G(z)y’. Una integracion de £ a t (£ > t) nos lleva a

-2 /t_t f(2(s),8)2'(s)ds = y3(t) — 42(F) — 2 /t_t G(z(s))y'(s)ds. (8)
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Por la condicién (C3) y las desigualdades (4}, mafa(z) < —f(x,t) < M f1(z), luego

-2 /t t f(z(s), 8)x'(8)ds < 2M, /t t fi(z(s))z'(s)ds,

y haciendo u = z(s) en el primer miembro de (8) se tiene
t z(t)
0 -0 -2 [ Gt (s <204 [l
t z(1t

Usando la integracién por partes en el primer miembro, tenemos:

V(1) -y (D-2(G(2)y(t)-G(z)y()]+2 /t y(s)g(z(s))z' (s)ds < 2M1 [Fi (2(t)~F1 (2(T)].

De aqui se sigue (para t € [,T)) que

¥* (£)—(0)—2G(2)y(t)+2G(2)y(}) < 2Mi[Fi(2(t)—F1((d)] -2 /t y(s)g(z(s))z'(s)ds;
pero &’ =y — G(z), luego
@(t) - G*(a(t) - 2*(8) - G*(a(®)) < 2Mi[Fu(2(t) — Fa(z(d)],
2"2(t) < 2'*(F) + 2N? + 2My[Fy (2(t) — Fi(z(®));
por lo tanto,
{@2() + 2N? + 2M, [Fy (x(2)) — Fy(2(B)]} " dz < dt.
Integrando entre { y ¢ se tiene:
(t) 1
/ ) (P + 2N L2 R - Fe@]) s <ot
z(t
Por consiguiente, como z’ 2(t) > 0 y Fy(x(t)) > Fi(z(f)), el integrando est4 definido.
Pero z(t) — +o00 cuando t — T, luego
/+—;>o {z2(F) + 2N? + 2M; [Fy(s) ~ Fl(x(f)]}_% ds<T -1
z(t

si escribimos 2( )+ 2N?
xl4(t) +
w(t) = "TM;—Fl(JK(f)),

tendremos +oo
)t [ @)+ B 2 L+ B
z(E
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y se cumple la condicién (7). Supongamos ahora que w(t) > 1; entonces

-+ 00

+oo
/ [w(®) + Fu(s)} 2 ds = [w(D)] / ) 1+ Fi(s)/w(D)] " ds

® z(

+oo
> [w(B)] / L Fy(s)]~4ds.

Como la integral del primer miembro converge, se tiene que la segunda también, y se
cumple (7).

Observacién 3

Si z(t) — —oo cuando t — T, se puede obtener una demostracién analoga en el tercer
cuadrante del plano de fases tomando —N < G(z) < Opara N >0y z <0,y la
condicién

/0 _w[l + R (@)% > —o0. (9)

Finalmente observemos que (1) puede ser usada como una ecuacién de comparacién
para

2’ + g(z)z’ + ag(t)h(z,2',t) =0 (10)

en la que h es continua para —oo < r < 400, —00 < =’ < 400,0 < t < +00, mientras
que g es continua para —oco < T < +70 y ag(t) es continua para 0 < t < +oo.
Consideremos el sistema

/

' =y, y = —g(x)y — az(t) f2(). (11)

Teorema 3 Sea a(t1) < 0 para algidn t, > 0. Supongamos que existen una funcidn
creciente fo que es continua para —o00 < & < +00 y tal que xfo(x) > 0 six #0, y
constantes positivas 61 y N tales que

fa(z) < h(x,y,1) (12)

paraxz,y> N yt; <t <t +6.

i (12) y (7) se cumplen, entonces (10) tiene soluciones x(t) que satisfacen | x(t) |—
400 cuando t — Ty para algin T, > t;.

Demostracién. Supongamos que se cumplen (7) y (10). De la demostracién del
teorema 1 existe una solucién (z(t), y(t)) de (3) que satisface z(¢1) =0y y(t1) > 2N,y
| z(t) |— +oco cuando t — Tj parat; < T < t;+6, donde 6 es el de la demostracién del
teorema 1 y puede ser seleccionado tal que satisfaga § < §;. Sobre el intervalo [t,T),
y(t) es creciente; por consiguiente, existe un nimero t3 que satisface t; < i3 < T y tal
que z(t3) > N. Haciendo en la ecuacién (10) el cambio de variables 2’ = y obtenemos
el sistema equivalente

=y, ¥ = —g(x)y - a(t)h(z, 2 ). (13)
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Consideremos una solucién (Z(t), j(t)) del sistema (13) que satisface

Z(t3) > z(t3), §(ta) > y(ta),

de manera que Z (t) estd definida en [t;,T), y tenemos que Z(t) > N y g(t) > N.
Probemos ahora que Z (t) > x(t) para todo ¢t > t3 para el cual Z(t) estd definida. Si
esto es falso, entonces existe t4 > t3 con T (t4) = z(t4) y Z(t) > xz(t) sobre [t3,14).
Ahora bien, z(t) > N y y(t) > N, y por tanto

7 (t) —y'(t) = g(x)y — g(2)7 — a@®)[h(z,z',1) — f(z)],

puesto que existe z, tal que para x > x1, g(x) es decreciente, y se tiene g(z)y—g(Z)7 >
0; ademaés, como a(t) < 0 y f(z) es creciente para todo z real,

—a(t)[h(z,z',t) — f(2)] > —a(t)[f(Z) - f(z)] > 0.
Por lo tanto, § (t) — y(t) es creciente sobre (t3,t4). Por otro lado,
Z(t) - 2'(t) =5(t) —y(t) > 0

en (ts,ts). Esto prueba que Z(t) — z(t) es creciente sobre [t3,t4). Por consiguiente
tenemos que

I(ta) — z(ts) > Z(t3) — x(ts).

Como z(t) — oo cuando t — T'~, existe algin T} tal que t3 < T < T con Z(t) — +oo
cuando t — T7. Con esto queda terminada la demostracién. Wi

Veamos ahora las condiciones que es necesario exigir para asegurar la existencia de
las soluciones de la ecuacién (1); para esta ecuacién suponemos que se cumplen las
siguientes condiciones, ademis de la condicién (C1) que ya hemos mencionado antes:

C4: f(x,t) es una funcién real y continua respecto a las variables z y ¢ para toda
z € (—00,+00) y todo t € [0, +00). y tal que zf(x,t) > 0 para todo z # 0.

C5: sea .
F(z,t) = / f(s,t)ds tal que F{(z,t) < 0.
0

Por medio del cambio de variables ' = y transformamos la ecuacién (1) en el
siguiente sistema equivalente:

’

=y, Y =-g(@)y-f(z1). (14)
Teorema 4 Sea ty > 0 y consideremos

‘ z(to) = zo.  y(to) = yo;
entonces toda solucion (x(t),y(t)) del sistema (14) se puede definir para todo

t>ty >0.
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Demostracién. Sea la funcién auxiliar
y2
V(z,y,t) = F(z,t) + 5

donde F(z,t) fue definida en (C5). Derivamos V(z,y,t) respecto a t a lo largo de las
trayectorias del sistema y obtenemos

V'(z(t),y(t),t) = —yg(z) + Fy(z,1),
lo cual bajo las condiciones (C1) y (C5) implica que
V'(2(t). y(t),t) < 0;

es decir, V es una funcién no creciente a lo largo de las trayectorias del sistema (14).

Sea (z(t),y(t)) una solucién del sistema (14) para la cual existe T > t; y que cumple
(4). Puesto que V(z(t),y(t),t) es no creciente, tenemos que

V(z(t),y(t),t) < V(z(to), y(to), to) = Vo
para todo tg <t < T, o sea )
Flz,t) + 3’2— <Ve.

Esta acotacién es posible sélo si y(t) estd acotada, es decir, si existe M > 0 tal que
| y(¢) |< M para todo t < t < T. Integrando la primera ecuacién del sistema (14)
entre tg y t obtenemos ‘
[ 2(t) <] 2(to) | +M (¢~ to),
de donde se deduce que
z(t) <N
con
N =| z(to) | +M(T — to),

lo que prueba que z(t) estd acotada. Con este andlisis podemos concluir que las
soluciones del sistema (9) son prolongables al futuro. §
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