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Resumen

Se hace un estudio comparativo entre el método STATIS de Escoufier y el
método de Procusto cuando se analizan dos o més configuraciones evolutivas
de n puntos en un espacio euclidiano, a través de un anélisis factorial sobre
tablas de distancias y de la bisqueda de un compromiso. También se encuentra
una relacién entre R? y otros indices dados en la literatura. Los resultados se
aplican a un problema meteorolégico.

Abstract

We have done a comparative study between the STATIS method of Escoufier
and Procrustes analysis across the coefficients RV and R? (normalized) to com-
pare two or more evolutive configurations of n points in an euclidian space across
factorial analysis on distance tables and the search of a compromise. Also it is
found a relation between R? and other indexes given in the literature. The re-
sults are applied to a meteorological problem.

Key Words: Método STATIS, método de Procusto, datos longitudinales,
andlisis factorial sobre tablas de distancias, compromiso, INDSCAL, coeficientes
de similitud y disimilitud.

1. Introduccion

En los tiltimos tiempos han surgido nuevos métodos de tipo factorial cuyo objetivo
principal es la biisqueda de estructuras comunes entre diferentes conjuntos de datos.
Estos conjuntos pueden estar formados por:
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- Los mismos individuos medidos en diferentes ocasiones para las mismas variables.
- Los mismos individuos medidos en diferentes ocasiones para diferentes variables.

- Diferentes conjuntos de individuos a los que se les miden las mismas variables.

Los primeros forman parte de los llamados datos longitudinales, y son aquellos a los
cuales nos referiremos en el trabajo, datos pertenecientes a fenémenos que evolucionan
en el tiempo.

Los estudios longitudinales se caracterizan por observaciones repetidas en el tiempo
para los mismos individuos. Cuando se miden més de 2 variables el problema se
complica, por lo que se recomienda hacer previamente un estudio exploratorio para
reducir dimensién y plantear un modelo (Lacourly, 1996). Estos datos se organizan
en matrices ctibicas o triples (tablas de 3 entradas donde una o més de las de las
entradas puede ser el tiempo).

Sea X una matriz cibica o triple, cuyo elemento zij, (3,7, k) € I x J x K, representa
al individuo i, para la variable j en la ocasién k. Se tienen k tablas formadas por los
mismos individuos con mediciones en diferentes momentos (Lavit, 1988).

Si py, ..., pn son los pesos no nulos de los individuos tal que p; + ... + p, = 1, entonces
la matriz X contiene los valores de las variables centradas para los pesos de los
individuos:

n
ZpiXijk =0paratodoj=1,..,.qyk=1,..,k
t=1
Se comparan los métodos y se aplican a un problema meteorolégico de comparacién

de series de temperaturas de la superficie del mar de 49 afios en 15 puntos del Pacifico
Sur.

2. Descripcién de los métodos

2.1. El método STATIS

El método STATIS es un método exploratorio del analisis de datos cuya idea esencial
es la biisqueda de estructuras comunes entre diferentes tablas o conjuntos de datos,
que pueden estar conformados por mediciones recogidas en diferentes ocasiones sobre
los mismos individuos (I x J, x K) o por diferentes individuos a los que se les miden
las mismas variables (I x J x K).

La estructura de los individuos en las tablas estd descrita por las distancias mutuas
entre individuos; es decir: sea X} la matriz de datos formada por n filas y m; colum-
nas, donde n es el nimero de individuos. my es e 1 niimero de variables en la k-ésima
matriz de datos; entonces Wy = X kX;r va a describir la estructura de los individuos
en el interior de las matrices de datos. A esto se le llama intraestructura.

La relacién entre las matrices de datos (interestructura) estard descrita por las distan-
cias entre las matrices Wy, y se deduce del producto escalar de Hilbert-Schmidt, que
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equivale a la suma de los cuadrados de las covarianzas entre las variables en diferentes
ocasiones y estd dado por

(W1, Wie) = tr (DWi1 DWigo),

donde D es la matriz diagonal obtenida de los pesos de los individuos. Si los pesos
de los individuos son iguales entonces ‘

o= ()

Los elementos de la matriz S son los coeficientes de covarianza vectorial de los pro-
ductos escalares entre las matrices Wy, es decir,

Wi ,
Skikj = <-ﬁ,—:;> = tr(DWii DWy;) = (1/n®)tr( X X5 Xk X5)

Wi\ 1
Skiki = <WZ> =tr(DWyi DWy;) = (F) tr (X XT X XT)

1
= (ﬁ)t"’(inin)%

luego
Wil = SE,.

A partir de la matriz S se calculan los coeficientes RV (coeficientes de Rayleigh)

(Escoufier, 1983) como
Sk,
RV (ki k) = ———. (1)

7 Q3
Sk.; ki Skj kj
Los coeficientes RV son llamados coeficientes de correlacién vectorial entre las ma-

trices Wy. Estos se interpretan como la evolucién promedio de los individuos en las
diferentes ocasiones.

Si se decide caracterizar los elementos de la tabla por “—vv%ﬁ,-, entonces la matriz S no
es més que la matriz de coeficientes RV

A partir de esto se construye el compromiso W, que se puede considerar como el valor
promedio de las tablas Wi. Cada estructura estd descrita por los productos escalares
entre individuos dadas por el compromiso W.

Asociado a los productos escalares entre Wy se halla una imagen euclidiana de las
matrices Xy . Las coordenadas de los puntos M; de las tablas se calculan a partir de
los valores y vectores propios de SA, donde A es la matriz diagonal de los pesos de
las tablas. Si los pesos son iguales, basta diagonalizar S para obtener las coordenadas
de los puntos My .

P
Los coeficientes a; del compromiso W = Y a,W; son los componentes del vector
k=1 ’
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P H
a = A12 (Z 7|’ng )Ale,
k=1

donde ; son los elementos del vector propio de SA asociado al mayor valor propio
A1 (todos son positivos).

En la imagen euclidiana del compromiso se sittan los individuos para cada ocasién,
y a esa gréfica continua se la llama trayectoria.

Las coordenadas de las posiciones de compromiso de los individuos sobre el eje 1 son
los elementos del vector

A (WD)e; = AT (WD)W Dey,

donde \; y €3 son los valores y vectores propios respectivos de W D.

2.2. El método de Procusto!

El método Procusto (Coz y Coz, 1994) se utiliza para comparar dos configuraciones
de n puntos en un espacio euclidiano de dimensiones ¢ y p. Sean estas configuraciones
o matrices X;,xq ¥ Yaxp . Se supone que p > g y que el r—ésimo punto de la primera
matriz estd en correspondencia uno a uno con el r-ésimo punto de la segunda matriz
de datos.

Lo primero que se hace es completar con ceros las p — g columnas de la matriz KXnxgs
y después se calcula la suma de las distancias entre los puntos de Y y los correspon-
dientes de X,

R = Y (% — X)T(Y - X,). @

r=1

Los puntos en el espacio X serdn transformados por dilatacidn, traslacién, rotacién y
reflexién a las nuevas coordenadas X,

X! = pATX, +b,
donde A es una matriz ortogonal (da una rotacién rigida), b un vector de traslacién
rigida y r una dilatacién.

El método consiste en minimizar la nueva suma de distancias entre puntos,

R? =Y (Y, — pATX, ~ b)T(Y, ~ pATX, —b). 3)
r=1

AN
Resumiendo, 16 que se hace en la practica es:

1En la mitologfa griega Procusto era un bandido del Atica, quien, tras robar a los viajeros, los
adaptaba al tamafio de un lecho de hierro, mutilando o descoyuntando a sus victimas.
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1. Se restan los vectores medios de cada uno de los respectivos puntos de las
matrices, para tener los centroides en el origen.

2. Se obtiene la matriz de rotacién
A= (XTyyTxX)?(vTx)"!
y se rota la configuracién X a X A.
3. Se multiplica cada coordenada por

_ tr(XTYYTX)1/2
T (XTX)

para escalar la matriz X.
4. Se calcula el valor minimizado y escalado

[tr(XTYYT X)1/2)2

B =1- G e vy “)

y a R? se lo llama el estadistico de Procusto.

Lo anterior se conoce como rotacién ortogonal no ponderada de Procusto.

2.3. Propiedades de los indices RV y R?
Coeficiente RV (Escoufier, 1973)

El coeficiente RV es una medida de similitud entre dos matrices de datos.

Sean Xy,zp ¥ Ynzq las matrices de datos analizadas; de (2) se tiene que el coeficiente
RV para estas matrices toma la forma

S12

1/2 a1/2°
S117 522

RV(1,2) =

donde 1 ‘
Sip = (ﬁ)tT(XXTYYT),
1
S = (;-z-)tT(XXT)z,
1
Sz = (ﬁ)tT(YYT)z;
sustituyendo tenemos ‘

_ r(XXTYYT)
(X XT)2r(YYT)2]?

RV(1,2)

Algunas de las propiedades de RV son las siguientes (ver Escoufier, 1973):
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1. Sip=¢q =1,RV = r2, donde r es el coeficiente de correlacién simple entre las
variables X y Y.

2. 0 <RV <1y RV =0 si y solamente si Si3 = 0.
3. Simetria: RV(X,Y) = RV (Y, X).

Coeficiente R2?

El coeficiente escalado R? (Coz y Coz,1994) es una medida de disimilitud para com-
parar 2 matrices de datos. Sean X, ;p ¥ Yypzq las matrices; entonces se tiene (4).

Este coeficiente cumple las siguientes propiedades:

1. Simetrfa: R?(X,Y) = R*(Y, X):

L r(XTYYTX)V?
R2(X,Y) - 1 - [t"'(XTX)tT(YTY)] =
L [r(XXTYyT2

T (XTX)tr(YTY)]
_ [tr(YTXXTY)V/2)2 _
=1- tr(YTY)ir(XTX)] R2(Y, X).

2. R¥(X,Y) >0.

Para que R? sea no negativo es necesario que

[tr(XTYYT X))
Er(XTX)ir(YTY)] =

Utilizando la desigualdad de Cauchy- Schwartz
(tr(ETF))? < (tr(ETE))(tr(FTF))
se tiene que en efecto
tr(XTYYTX)2? = tr(XXTYYT)V2? < tr[( X XT)V2HXXT)V2)tr[(YYT)(Y Y T)Y/?)
=tr(XXT)tr(YYT)V2 = tr(XT X)tr(YTY).

3. R2(X,X)=0:
 [r(XTXXTX)VR

RY(X,X)=1 tr(XTX)tr(XTX)]
_ . delxTxppeye
=TT

=1-1=0.
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4. R%(X,Y)=0siy solo si
tr(XTYYTXx)\/2 =0.

Lazraq y Cléroux (1988) y Lazraq et al. (1992) hacen un estudio comparativo
entre diferentes medidas de asociacién y redundancia entre vectores aleatorios.
A continuacién enunciaremos algunos de los indices dados por ellos y los com-
pararemos con el coeficiente R? .

’
3. Indices de asociacion y redundancia

En este pardgrafo se estudian 4 medidas de similitud y disimilitud entre 2 vectores.
Los 3 primeros son de similitud y el dltimo de disimilitud. Se comparan con RV y
R? y se encuentran relaciones entre ellas.

1. Coeficiente de Stewart y Love (1968):

RV — tr(YTX(XTX)"1XTY)
5 tr(YTY) '

2. Coeficiente de Raobert y Escoufier (1976):

tr(YTX(XTX)—IXTYV] 12

o = [ tr(YTY)?

3. Coeficiente de Lingnes y Schonemann (1974):

tr(XTYYT X)1/?

RLS = o T Xy er (Y TV

4. Coeficiente de Rao (1965):
RVio = [tr(YTY)](1 — RV%).

Se hizo un programa en MATLAB para calcular los coeficientes anteriores (Lacourly
y Lera, 1997).

Estos indices cumplen las siguientes propiedades :

1.
0<RV;, RL§<1,i=5,9. (5)

Si RVs = 0 se tiene que RVip = tr(YTY), y si RVs = 1 resulta RVjo = 0. Si se
escala RVyq y se divide por tr(YTY), entonces

RVig = 1 — RVs,

de tal suerte que (5) se cumple para todos .
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2. Sip=gq=1,RV, = RLS = r para i = 5,9, el coeficiente de correlacién simple
entre 2 variables.

3. Simetria: RLS(X,Y) = RLS(Y, X). Los otros coeficientes no son simétricos.
4. Si X =Y se cumple que
RV5 = RVg =RLS=1 y R%o =0.

Lazraq y Cléroux (1988) y Lazraq et al. (1992) encontraron las siguientes rela-

ciones :
1.
RV < RVp.
2.
@—;I—/ERLSQ < RV < (pg)"/>RLS>.
3. |
(—P—)ll—,ERvs < RVs < (p)/2RVs.

Por la forma en que se define RLS se obtiene la relacién

R?=1-~RLS*
Utilizando la desigualdad de Cauchy- Schwartz se prueba que se cumple la
relacién 1
-~ _(1-_R? 1/2(1 _ p2
(pq)1,2(1 R®) <RV < (pg)/*(1 - R?),

y que también se cumple que

1
W(l - R2) < RV2 < ergz < (pq)1/2R‘/5

4. Comparacion de los métodos

Se hizo un estudio comparativo entre los métodos STATIS y de Procusto mediante
dos técnicas diferentes:

1. Anaélisis Factorial de Tablas de Distancias.

2. Btsqueda de un compromiso y representacién de trayectorias.
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4.1. Analisis Factorial de Tablas de Distancias

El objetivo del Anilisis Factorial de Tablas de Distancias (AFTD) es construir una

imagen euclidiana simple (I,d;). Se basa en el esquema de dualidad (Cailliez y Pages,
1976)

1
W= (5)(d +d2 - df - dP),

donde d;; es el indice de disimilitud R? de (5) simétrico y escalado de Procusto.

Se confeccioné un programa en MATLAB que realiza un AFTD a través del indice
de Procusto (Lacourly y Lera, 1997). Se obtiene la matriz de disimilitud D, la matriz
de rotacién A y una representacién grafica de las tablas a comparar.

Esta técnica tiene el inconveniente de que representa solo las tablas.

4.2. Bisqueda de un compromiso y representacién de trayec-
torias .

Se busca un compromiso C que minimiza la suma de las distancias al cuadrado de k
tablas con respecto a C. Aqui se utiliza el modelo INDSCAL (Cailliez y Pages, 1976).

Si k = T entonces el compromiso C es tal que
T
, 2
miny_ || X; - p;CP; |7,
=

donde p; es el coeficiente de dilatacién, y P; es una matriz de rotacién ortogonal tal
que P, P;T =1.
Si

T T
Q =Y [(:CP, — X)(p:CP: — X)T) = > Au(RPT = 1),

t=1 t=1
se calcula el compromiso C tal que

X, PT
oc ;Pt ’
_6—9- _ _ t’f‘(Xt.PtTC)
3o, =0 P = ety

0Q

5}; =0= At = ,O?CTC - ptCTPt-

Se supone que
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Caso particular t = 2 :
_ p1 X1 PT + po Xo Pf
o+ P} ’

_ t?(X1P1TC)
PL=coTy

_ (X, PIC)
2= TrceTy
Ay = piCTC - ;CT PRy, (6)
Ag = p2CTC — pCT Py, (7

C1

Poniendo la restriccién
pi+p5=1,
y sumando (6) y (7) se tiene que
A1+ Ay = p2CTC — p1CT X1 PT + p2CTC ~ p,CT Xo PT
=CTC - CT X, PY — p1CT X, PF
- =cTc-0TC=0;
por lo tanto A; = —As.

Se hizo un programa en MATLAB (Lacourly y Lera, 1997) para calcular el éptimo.
A continuacién se describe brevemente el algoritmo.
Etapa 0:

- Con compromiso inicial centrado
_ tT(XkP,? COT )
PO = T {(CoCT)

se normaliza
Pko

PR = T35 1730
(X pko)'/?

Zpio =1

para que se cumpla

Etapa (m): I .
Pio = (CT Xp XT Co) (XL Co) L.

- Ckm

=~ Pkm

- Py,
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Etapa (m+1):
= Cm+1

= Pm+1

= I'm+1-

5. Aplicaciéon a datos meteorologicos

Se aplicaron los métodos analizados a un estudio meteoroldgico de comparacién de
series de temperaturas mensuales de la superficie del mar durante 49 anos (1946-1994)
en 15 puntos del Océano Pacifico Sur (Lacourly y Lera, 1997). Los datos pertenecen
al proyecto FODECYT 1961110.

Se hizo un anilisis STATIS para el coeficiente de disimilitud 1 — R? utilizando un
programa confeccionado en MATLAB (Lacourly y Lera, 1997), y se hizo un AFTD
para R2. Se analizé el caso en que las tablas eran los meses, las variables los puntos
de Grilla y los individuos los afios.

Se ve en las gréaficas que las representaciones son similares. Los arios 1957, 1968, 1982,
1974, 1982 y 1987 son afios cuyas trayectorias se diferencian. Los afios 1982 y 1987
son anos con temperaturas muy elevadas, siendo anos con el fenémeno de El Niro.
El ano 1968 fue un afio muy seco.
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