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Error en la Interpolacion

LEeLIS R. VAILLANT PASCUAL*
MIRTA FABA GIRON*

Resumen

En este trabajo se estudia el problema de la blsqueda de expresiones
de los errores en la interpolacién. Se detérmina una forma general de
expresar el error y se ilustra su aplicacién en distintos tipos de funciones
de interpolacién en R y en R™.

1. Introduccién

Consideremos los nodos zg, 1, . . . , T, del eje real y los valores f(xo), f(x1),- .-,
f(zn) de la funcién f(z). Sea dada una familia de funciones o, ¥1,...,¢n
linealmente independientes. El problema de la interpolacién consiste en cons-
truir una funcién ¢(z) de la forma

p(z) = Zai%(l‘) (1)

=0
que aproxime a f(z) bajo el criterio de que
f(.’Bz) =(,0(1L’i), 7= 0,1,...,TL. (2)
Este sistema de ecuaciones lineales lo podemos escribir en la forma
aopo(xo) + a1p1(x0) + - - + anpn(@0) = f(xo),
agpo(x1) + a1o1(z1) + -+ - + anpn(z1) = flo1),
: (3)
aO‘PO(xn) + a1¢1 (wn) +ooeF an‘Pn(xn) = f(:E'R)

*Departamento de Mateméticas, Universidad de Oriente, Santiago de Cuba, Cuba.

17



18

LELIS R. VAILLANT PASCUAL & MIRTA FABA GIRON

Este sistema de ecuaciones tiene solucién Gnica si el determinante de su matriz
es diferente de cero. La matriz del sistema (3) tiene la forma

wo(zo) ¢1(xo) -+ @n(zo)
wo(z1) @i(x1) -+ en(z1)

E 3 : (4)
po(xn) @1(zn) - @n(Tn)

Sea D el el determinante de esta matriz; entonces, resolviendo por Cramer,
tendremos que la solucién del sistema (3) se determina por las ecuaciones

D;
D

== i=0,1,2,..n, (5)

donde D; es el determinante de la matriz (4) con la columna é-ésima sustituida
por la columna de términos independjentes del sistema (3).

2. Término general del error

Sea E(z) = f(z)—¢(x) el error de la interpolacién. En [1] se da una expresién
del error para la interpolacién general de la forma

E(z) = Lo1(f(€))h(z) (6)
donde

_ Wipo,p1,-..,¢n, f]
Ln+1(f) - W[(;OO)(DD]-?' ..,‘pn] '

Wlpo, @1, ---,%n,] es el Wronskiano de las funciones g, 1, - ..,9n; h(z) =

/I K(z, s)ds;

a

wo(s) w1(s) - wnl(s)
e0s) ) WD)
K(CE,S) :W—l[‘po(s)’(pl(s)a"'7‘/771(3)}
o8 (s) o V(s) e @i (s)
vo(x) e1(xz) - ealT)

y € es un punto del intervalo [a, b} que contiene los nodos de interpolacién.
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Lema 1 El error de la interpolacidn se puede expresar mediante la expresidén

Al)
D )

donde A(x) es el determinante funcional

E(z) =

f@) wolx) @fx) - ealx)
f(@o) ¢o(zo) w1(z0) -+ @nlzo)

A(z) = | f(z1) @olz1) ¢i(x1) - onlz1) (8)
@) Po(ea) 1(@n) - Galon)

y D es el determinante de la matriz (4).

Demostraciéon. Desarrollando A(z) por menores de la primera fila tenemos
que A(x) = f(x)D— Doypo(z) — Drp1(x) . . .~ Dnn(x), de donde resulta (7). B

Teorema 1 Si las funciones f(z), po(z), @1(z),..., Yn(x) tienen derivadas
hasta el orden n — 1, entonces el error se puede expresar en la forma

W(z)A+D(€)
(n+1)!ID ° ‘ ©)
donde W(z) = (z — zo)(z — z1)-..(T — ).

E(x) =

Demostracién. Consideremos la funcién auxiliar

¥(z) = £(z)  plz) - W( ) ) [1(@) - pla):

como Y(x) = 0y 9¥(z;) = 0 para ¢ = 0,1,2,...,n, entonces ¥(z) tiene n + 2
raices; por el teorema generalizado de Rolle existe un punto £ en el cual

pE) =0,

7€) — o) - W) 1r0y oy = 0
W(z) ’

FPHD ) — gm0 e) "“’ B4 DY ) — pla)] = 0,
E‘"“)(f)———("“)'E(w) = o
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de aqui tenemos

W (2) B+ (€)
(n+1)t 7

de donde se obtiene (9) teniendo en cuenta (7). §

E(z) =

3. Interpolacién polinomial en una variable

Tomando como funciones base la familia ¢;(z) = z*,i = 0, 1,...,n, podemos
hallar el polinomio de interpolacién que aproxxma a f(x), el cual se puede
expresar en la forma de Lagrange,

w(w)
1
o en la forma de Newton,

n k-1
Na(z) = f(zo) + Y [[(= — =) flzo, 1, - .., i), (11)

donde "
w(z) = [ - =) (12)

k=0
y flxe,Z1, .....,xk] es la diferencia dividida de f(z) en los nodos zg,z1,. . ., zk.

Para la interpolacién polinomial son conocidas diversas expresiones del término
residual; las més conocidas son [1, 2, 3]:

w(x)

A a3)

E(z) = w(z) flzo, 21, - - - ,Zn]- (14)

Otras expresiones también son [2]:

1 tl tn n
- E(z) = w(z) /0 dtq A dty / T+ (Z tet+1(xr — xk_l)) dt,+1  (15)
. 0

k=0

o= [ I a6)

2mi —z w(z)
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donde x_; = x, z es una variable compleja y [ es una curva cerrada que
contiene en su interior a los nodos xy,x1, ..., Tn.
De acuerdo al lema, para la interpolacién polinomial tenemos que

flz) 1 = 22 ...
flze) 1 zo z3 --- =z

Az)=| f@) 1z af - 2 | (17)
@) 1 o a2 - o

y D en este caso es el determinante de Vandermonde

1 z 22 z"
1 zg :c(zz) xg
D=1 =1 =1 zt |,
2
1 =z, z; .. zp

por lo que E(X) = ﬁ‘%—Q. De aqui se deduce facilmente la expresién (13)
desarrollando A(X) por menores de la primera columna. Para el anilisis del
error también se puede usar (9), de la cual se deduce (13).

4. Interpolaciéon polinomial en varias variables

Consideremos la interpolacién polinomial n-dimensional tomemos como base
a {r(z)}, que son monomios de la forma z* = z{*z§? ... 2%, siendo su grado
igual a || = g + a2 + ... + ap, (o > 0). Tomemos N diferentes puntos de
R™ 2V 2@ . 2™ y analicemos el problema de construir el polinomio de
grado m de la forma

M
d=1

donde ¢k(z) es un monomio de grado menor o igual que m. La cantidad de
monomios de grado menor o igual ames M = M(m,n) = %"T)—' De acuerdo
con [4], para construir el polinomio de interpolacién es necesario que se cumpla
que N = M = M(m,n) y que el determinante del sistema

brpr(2™) + bapa(@®) + - + byon(@(k)) = F=®), k=T,N,  (19)
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sea diferente de cero. No es dificil verificar que P, (x) se define por

N
Pp(z) =Y Li(z) f(z®), (20)
i1
donde L;(z) = ﬁ% y
p1(z) e2(x) 0 en(2)
(Pl(iL'(l)) 992(;[;(1)) - ‘PN(x(l))
01z®)  0z®) - on(z?)
wi(x) = o1 (xéi—l)) (pz(m.:(i—l)) . QDN(iU:(i—l)) (21)
P1(z+D)  a(x@HD) .. pp(z(D)
gol(x‘(N)) 902(3;(1\’)) SON(-”;J(N))

Aplicando el lema, no es dificil darse cuenta de que el error E(z) se define por
(7) con A(z) como estd dado en (8), es decir,

fl@)  al@)  pa(x) o en(z)
Y A IR G PRIV CA0))
A) =| f@EB) oi(@®) 02a®) - on@E®) | (29
f(ka)) V1 (x'(N) ) (p,‘,(w'(N)) - S(,N(Q',(N))

siendo D el determinante formado sin la primera fila y sin la primera columna
de la matriz A(z).

5. Interpolaciéon de Hermite

Consideremos ahora el problema de construir una funcién de interpolacién
o(z) de la funcién f(z) en los nodos zg,z1, ..., Z, con la exigencia de que

cp(k)(x,-) = f(k)(x,-), 1= O,l,...,n; k= 0,1,... ,li,

que como se aprecia, definen lo+1;+. ..+, = N+1 condiciones. Por supuesto
que ¢(z) tiene la forma

N
w(z) =Y cpi(a), (23)

i=0
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la cual estd definida por N + 1 pardmetros ¢;. Aplicando el lema tenemos
entonces que el error se define por (7) con A(z) tomando la forma

f(=z) o)  pi(x)  pax) - en(2)
f@o)  wolw) ¢i(m)  wal@0) - wn(o0)
fO(z0) " (z0) “(m) o @) - wsy(xo)
£ (o) 9§ (o) <P§l°) o) $0@) - (o)
f(z1) wo(z1) (@) A1) .- SON(wl)
@) @) ¢P@) W) - soS?(mn ,
@) o) o) o) - o)
f@)  wol@m)  eiwo)  waleo) - ;oNcm
fO@n) &P @) @P(@o) (@) - PP (@)
(@) o (o) (@) Wf(@) - “1 (1)

siendo D el determinante que resulta de eliminar la primera fila y la primera
columna. Si las funciones f(x),po(x),p1(z),...,, ¥~ (z) cumplen las condicio-
nes del teorema, entonces el error también toma la forma (9),

W(z) AN+ (€)

Bl@) == § 71D 3

con

W(z) = ﬁ(m )

6. Generalizacién

Ahora analicemos los procesos de aproximacién en general, en los cuales se

tiene una funcién f(z) que se quiere aproximar por ¢(z). Tenemos entonces
que

f@) = o) =Y arpr(@);
k=0

los coeficientes oy, se hallan como la solucién de un sistema de ecuaciones que
k
podemos representar el la forma

V =d,
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donde V' es una matriz cuadrada de orden (n+1), o es el vector incognita o de
los coeficientes ap, k = 0,1,...,n y d es el vector de términos independientes
dig, k = 0,1,...,n. Por un razonamiento analogo al realizado en el lema,
podemos expresar el error en la forma

A(z)

B@) = @) - (&) = =5,

donde D es el determinante de V' y A(x) tiene la forma

f@) eolx) e1(@) . - - . . . on(@)
do V00 %91 - - - - - . Upn
d1 V10 11 e e e e Vin
A(z) = (24)
d, ’U'n,O‘ Unl  « + o+ - . . vm;

7. Conclusiones

La forma del error dada en el lema es més general que las restantes que hemos
mencionado, pues estas son casos particulares de la misma. Ademaés, se puede
aplicar a la interpolacién en espacios n-dimensionales. El uso de determinantes
funcionales en la interpolacién hace el tratamiento mds simple. Por otro lado se
presenta una herramienta para el andlisis del error en procesos de aproximacién
en general.
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