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Resumen

En este articulo se estudia un modelo matemadtico concreto proveniente de la
construccién de un equipo medidor de didmetros de particulas esféricas median-
te el empleo de técnicas laser. Se analiza la dificultad del calculo de su solucién
numérica y se describen algunas de las técnicas de regularizacién mds recomen-
dadas para este tipo de problemas. Se muestran los principales resultados de
una extensa experimentacién numérica realizada con datos reales, a partir de
los cuales se dan conclusiones sobre el mejor método a utilizar.

1. Introdu_ccién

Actualmente existe un gran nimero de procesos industriales en los que resulta impres-
cindible la determinacién de la distribucién de tamarfios de particulas en soluciones
y aerosoles. Dentro de las técnicas mas usadas para este fin se encuentran las que
utilizan la disfraccion ldser como principio fisico.

Para tal propdsito se construyen equipos comerciales de alta calidad que, basados
en estas técnicas, proporcionan resultados satisfactorios. Uno de los aspectos més
complicados en la construccién de estos equipos estd vinculado con el disefio del
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software correspondiente, el cual presupone la solucién numérica de una ecuacién
integral de Fredholm de primera especie. En este tipo de ecuaciones integrales no es
posible garantizar la continuidad de la solucién con respecto a los datos, lo cual hace
que el problema entre en la categorfa de los llamados “mal planteados” (sll-posed) a
la Hadamard. La principal caracteristica de los problemas mal-planteados consiste en
que sus soluciones resultan muy sensibles ante pequefias perturbaciones en los datos
y son, por tanto, dificiles de calcular numéricamente, si se tiene en cuenta que en la
prictica los datos generalmente presentan errores de diversa naturaleza. "

El objetivo de este trabajo consiste en estudiar y proponer dentro de las técnicas de
regularizacién numérica conocidas, aquellas que permitan procesar eficiéntemiente las
mediciones realizadas por un equipo confeccionado en el  Instituto de Materiales y
Reactivos para la Electrénica (IMRE) de la Universidad de La Habana. Los métodos
numéricos propuestos deben ser capaces de producir soluciones comparables a las
obtenidas por un equipo comercial de la firma Malvern Instruments.

El articulo est4 organizado de la siguiente forma: las dos secciones que siguen estén
dedicadas a la descripcién del modelo matemético que describe el proceso fisico y al
anélisis de la dificultad de su solucién numérica; en la siguiente se describen de manera
sencilla y unificada varias técnicas numéricas de cdlculo de soluciones regularizadas:
descomposicién en valores singulares truncada, regularizacién de Tijonov y método de
la seudoinversa minimal, y se analizan diferentes criterios de seleccién del parametro
de regularizacién para dichas técnicas; en la ltima seccién se detallan los resultados
numeéricos obtenidos utilizando las diferentes estrategias mencionadas en una coleccién
de observaciones medidas por el equipo construido en el IMRE, y se realiza un an4lisis
comparativo con las correspondientes soluciones obtenidas por el equipo come‘rcial.

2. Descripcién del modelo matemético

En esta seccién se describe, utilizando el conocimiento de las leyes fisicas que rigen
el proceso de difraccién de la luz, la deduccién de las ecuaciones mateméticas que
permiten modelar el proceso de medicién del tamarfio de particulas esféricas y opacas
en soluciones y aerosoles.

Como se sabe, segin el patrén de difraccién de Fraunhofer la intensidad dispersada
para una particula perfectamente esférica y opaca de didmetro D satisface la ecuacién

o igd%ad (2J;(ef)\?
i(6,0) = 1672 ( af ’

donde
ip  es la intensidad que llega a la muestra,
A es la longitud de onda del haz,
J1 la funcién de Bessel de primer orden,
6 el dngulo entre el eje Sptico y la direccién de observacién y
o el pardmetro adimensional dado por%.
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En una distribucién de tamafio de particulas la intensidad total dispersada resulta
ser una combinacién lineal de las intensidades dispersadas correspondientes a cada
tamano de particula, con un peso igual al niimero diferencial de particulas n(a) para
cada tamario en la muestra

1= [ ~ (6, a)m(a)dar. )

El problema de calcular la intensidad resultante I{6) para una distribucién conocida
de particulas n(a) es llamado problema directo de la difraccién de Fraunhofer, y no
presenta gran dificultad matemética. El problema que se presenta en este caso es el
célculo de n(a) a partir del conocimiento experimental de I(6) y es conoeido como
problema inverso de Fraunhofer. '

El problema inverso de Fraunhofer es una ecuacién integral de Fredholm de primera
especie, la cual se caracteriza por ser un problema matemético tipicamente mal-
planteado. La terminologia de mal-planteados fue introducida por Hadamard en 1902
[4] para caracterizar aquellos problemas mateméticos en los cuales la solucién no
existe, no es iinica o no depende continuamente de los datos. Esta tltima propiedad
.constituye una seria dificultad para la solucién numérica de estos problemas.

A partir de la expansién en funciones propias del nicleo de la ecuacién integral (1),
se sabe ([16]) que sus valores propios decaen como O(n~3), lo cual indica que el
problema no es de los més dificiles de resolver; y en general, el conocimiento experi-
mental (discreto) de la energia dispersada permitird una reconstruccién razonable de
la distribucién de los tamaiios de particulas.

Se conocen fundamentalmente dos métodos para hallar una solucién de la ecuacién
integral (1). '

Por una parte, se conoce el método de transformadas integrales, que se basa en la
determinacién de expresiones analiticas para I(f) interpolando sus valores experimen-
tales. Este método, a pesar de dar con frecuencia resultados aceptables, posee serias
limitaciones (para més detalles ver [1]).

Una familia alternativa de métodos de solucién la constituyen aquellos algoritmos

basados en cuadraturas numéricas, los cuales transforman la ecuacién integral en una
ecuacién matricial mediante la discretizacién en las variables @ y a.

En el problema particular que se tiene, la discretizacién en 8 estd determinada por
el hecho de que la medicién de las intensidades luminosas difractadas se realiza de
forma discreta, por lo que est4 gobernada por la geometria del detector utilizado. Si
se utiliza un detector de anillos concéntricos, la energia dispersada en el j-ésimo anillo
por una particula estd dada por

/ N #(0(r), a)2nrdr,

donde ri; y 7,; son los ragiios internos y externos del j-ésimo anillo del detector,
respectivamente. - ' ’
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Dada una distribucién de particulas, la energia total en el j-ésimo anillo serd

5 = /0 ~ (@) [ / i(9(r),a)21r'rdr} da. | 2)

3]

Para reducir el sistema de relaciones integrales (2) a un sistema de ecuaciones lineales
algebraicas, es necesario discretizar la variable o en menor o igual niimero de parti-
ciones que el ntimero de anillos del detector. Cada particién k tendrd asociado un
didmetro de particulas Dx que representa la clase k de partfculas. Se sustituye en-
tonces el niimero diferencial de particulas por una magnitud discreta n = n{ax)do,
que representa el peso que la clase k tiene en la intensidad difractada.

Entonces, el nimero total de particulas de la clase k se escribe como

6%
e = D}’

donde Vi es el volumen total de particulas con dia',metrd Dy.
La ecuacién (2) puede escribirse como

6Vi |7 .
S; = ; ;r—D_g [-/n-,- i(8(r), ak)27rrdr] ,
que no es mas que ¢l sistema de ecuaciones lineales
Cv=s, (3

donde C € R™*"™ m > n, es la llamada matriz de dispe}'sién, y cada elemento ¢ es
la energia dispersada por la unidad de volumen de las particulas de la k-ésima clase
en el j-ésimo anillo detector. Cada elemento ¢ estd dado por

6 =
Cjk = 1r_D;'§ l:/r z(G(r),ak)27rrdr] .

ij

El vector s contiene la energfa total detectada en el J-ésimo anillo detector y v es el

vector que tiene por elemento k-ésimo el volumen total de particulas con didmetros
Dy.

De esta forma, se ha llegado a la formulacién del problema matemético a resolver
por estrategias numéricas, que no es otra cosa que hallar la solucién de un sistema
de ecuaciones lineales sujeto a pertubaciones en su término derecho, las cuales estén
dadas por las limitaciones propias del equipo medidor de energias utilizado.
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3. Dificultades numéricas del cdlculo de la solucién
del problema matematico

Como es conocido, resolver el sistema de ecuaciones (3) equivale numéricamente a
encontrar la solucién v de norma minima que minimiza

mm||Cv -~ s||2

Este problema. es COIIOCldO comq- pmblema de ménimos cuadrados lineales.

El estudio del comportamiento de la solucién v ante perturbaciones en el vector s
ha sido ampliamente abordado en la literatura [2]. Se sabe que cuando la matriz es
mal condicionada, o sea, posee un nimero de condicién grande, la solucién puede
ser muy semsitiva a variaciones en los datos. En el problema que nos ocupa; la mala
condicionalidad de la matriz C implica que pequerios errores cometidos en el proceso
de medicién del vector energia pueden provocar que el vector de voliimenes obtenidos
se encuentre muy alejado del vector solucién real del problema.

La complejidad matemésica de:la solucién del sistema (3) que aparece en nuestro
problema radica en que la matriz C por herencia del mal plantemiento de la ecuacién
integral original (1), es una matriz mal condicionada [3].

El mal condicionamiento de la matriz en un problema de minimos cuadrados linea-
les implica que las técnicas estandares como factorizacion QR y descomposicién en
valores singulares (SV D por sus saglas en mgles) no pueden ser usadas de manera
directa.

El .efecto del mal condicionamiento de la matriz sobre la solucién del problema de
ménimos cuadrados se aprecia, de manerra clara, a partir de la expresi6n de la solucién
v en términos de las SVD 2], 1a-cual es puede escribirse como

4 t
v=3" %, @
i=1 '
donde u; y v; representan los vectores singulares y derechos de la matriz C, respecti-
vamente; o; es el valor singular i-ésimo de C estrictamente positivos.

La expresién (4) ilustra claramente que la presencia de valores singulares muy pe-
queiios puede hacer crecer la norma de la solucién, caso en el cual las componentes
del vector solucién estaran dommada.s por aquellos sumandos que corresponden a los
valores smgula.rw mas pequefios y, por supuesto, més suceptibles a errores de los
datos

Notese que no siempre la presencia de valores smg'ulates pequeiios hace que el proble-
ma sea muy suceptible a los errores en el vector de energia s. Cuando los coeficientes
|u}s|, llamados coeficientes de Fourier, decaen a cero més rapido que las cantidades
o, entonces las perturbaciones en los datos no causan grandes cambios en el vector
solucién v. Cuando esto ocurre se dice que se satisfacen las condiciones discretas de

Picard (para més detalles ver [6]).
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De lo anterior se hace’ tlaro’ que los métodos numéricos de solucién de un proble-
ma de minimos cuadrados con matriz mal condicienada deben basarse en filtrar las
contribuciones a la solucién de los valores singulares mds pequerios. Esta es la idea
fundamental de los métodos de regularizacién, que seran analizados en la préxima
seccién.

4. Caélculo de soluciones regularizadas para un pro-
blema discreto mal—planteado

El término de métodos de regularizacién fue usado ongmalmenbé para nombrar una
técnica especifica propuesta por el matemético ruso A. Tijonov [18]. - Sin embargo,
actualmente se utiliza este término para clasificar a todos aquellos métodos que, in-
corporando informacién adicional sobre la solucién desea.da, evitan el crecimiento en
norma de la solucién.

Como se habia mencionado en la seccién anterior, 1a idea de estos métodos estd basada
en filtrar las contribuciones de los valores singulares mis pequefios, lo ¢ual en térmmos
de la descomposicién SV D agmﬁca tomar solumones del txpo

'Ureg = Zfi‘""'vu ) (5)
im] . X

donde los niimeros f; se denominan factores de filtro y deben ser tales que tiendan
a cero cuando los valores singulares o; decrezcan, para que la constribucién de los
sumandos correspondientes a los valores singulares més pequefios sea efectivamente
filtrada. La diferencia entre los diversos,lpétodos de regularizacién esté esencialmente
en la forma de definir los factores de filtros. A continuacién se describirdn brevemente
algunos de estos métodos.

4.1. Descomposicién en Valores Singulares Truncada (TSVD)

Uno de estos métodos consiste en tomar los factores de filtro de la forma

1 siei>e, 4
fi= { 0, sio; <e,

donde ¢ es una cantidad que depende del nivel de perturbacién de los datos. Este
método se conoce con el nombre de descomposzczdn en valores szngulares trunca-
da (TSVD por sus siglas en inglés). Nétese que este método elimina los sumandos
correspondientes a los valores singulares pequenos, los cuales, como se analizé ante-
riormente, no siempre hacen crecer la norma de la solucién y, por el contrario, pueden
contener informacién importante que es desechada con el empleo de este método. El
método TSVD es itil cuando la matriz C del problema tiene una distribucién de va-
lores singulares que permite establecer con facilidad los grupos de valores sinigulares
grandes y pequeiios, o sea, cuando se trata de matncw mal condzczonadas pero de
" rango bien determinado [5]. '
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4.2. Método de Regularizacién de Tijonov

El método de Regularizacidn de T¢jonov [18] constituye, sin dudas, la estrategia mas
fundamentada y popular que se conoce en nuestros dias para la biisqueda de soluciones
regularizadas de problemas mal-planteados. En el caso discreto que nos ocupa, el
método propone soluciones v,y en las cuales los factores de filtro se escriben en la
forma , ‘ L
fi = a2 /(02 + \?). (6)

El pardmetro A es conocido como pardmetro de regularizacidn, y contrela el peso
del aporte del valor singular i—ésimo en la solucxc’)n, el filtrado efectlvo tendréd lugar
cuando 0; < A,

Aunque la impléementacién numérica del metodo de regulmxzaclon de Tfjonov requiere
del empleo de técnicas estdndares del dlgebra matricial numérica, su uso eficiente
involucra una juiciosa seleccién del pardmetro de regularizacién. En los tltimos afios
ha sido desarrollada una gran variedad de criterios de eleccién de A; cuya efectividad
depende mucho del problema en conereto que se tione. Los criterios de eleccién de
pardmetros se dividen en dos grandes grupos:

) los que se basan en el conocimiento del nivel de perturbacién § de:los datos.

e los que no requieren del conocimiento explicito de & para hallar la solucmn
~ regularizada.

Dentro del primer grupo se destaca el principio de discrepancia [15), el cual se basa
en hallar el pardmetro de regularizacién de forma tal que_'

(CVrey — all, = 6,

donde § es el nivel de perturbacién del vector de observaciones s.
En el segundo grupo son muy conocidos los siguientes métodos: .

e L-curva [7]. Este criterio elige el parémetro de regularizaciéh como aquel valor
de A en el cual se alcanza el punto de méxima curvatura de la curva paramétrica
continua

(log{[Cvs — sff log [|val)),

donde v, es la solucién v,y dada por la expresién (5) para un \ dado.

e Validacién cruzada generalizada {19]. Se basa en elegir el pardmetro A que
minimice la funcién de validacién cruzada
iC ”rcg —9 H2
(traza(l cecny?’

" donde Cl es' una matriz que produce la solucién vreg cuando dicha matriz 6
multiplicada por s, o sea, v, = C/s.

7
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o Cuasi-optimalidad [17]. Escoge el pardmetro de:regulatizacion como el valor de

A que minimiza la expresién
| | . 2‘ 1/2
-~ (Z (fl(l fz)——) ) ’
i=1

donde f; son los factores de filtro dados por (6).

dv;‘

Q=2 I

4.3. ‘Método de la Seudoinversa Mi)ni‘m‘all

El método de la Seudoinversa Minimal fue propuesto por A. Leénov en los articulos
[11} y [12]. Este método, a diferencia del método de regularizacién de Tfjonov, propor-
ciona un algoritmo para hallar una aproximacién a la seudoinversa de la matriz C con
independencia del comportamiento del vector de observaciones s. Esta propiedad del
método lo hace muy 1til cuando se-desean calcular las soluciones de diversos sistemas
de ecuaciones lineales que posean la misma matriz C' 'y diferentes miembros derechos
s. La aproximacién de la seudoinversa dada por este método se denomina matriz seu-
doinversa minimal, y posee la importante propiedad de ser una matriz c que estando
a una distancia de C no mayer que un nivel dado, la norma-de su seudoinversa posee
minimo.

Las soluciones regularizadas propuestas por el método de la Seudoinversa Mzmmal se
obtienen de la expresién (5) utilizando los factores de filtro

fof @O s e<ac,
0, o8t A2 A, :

donde z;(A) se define como la solucién de la ecuacién
-3 = /\(0,')‘4

que pertenece al intervalo [1,3/2].

Para la eleccién del pardmetro A en este caso se tienen dos. algoritmos fundamental-
mente: ;

e Cuando se conoce el nivel de perturbacién ¢ de los datos, Leénov propone de-
terminar el parametro A de forma tal que se satisfaga la ecuacién

n

Y @i(Nos - )’ =h

i=1

Desde el punto de vista tedrico es posible demostrar que la solucién v,y obteni-
da utilizando los factores de filtro descritos para este pardmetro ) converge a la
solucién exacta cuando el nivel de perturbacién tiende a cero, con una conver-
gencia asintética 6ptima del orden de O(h + §), donde k y 6 son los niveles de
perturbacién en la matriz C' y en el vector de observaciones s, respectivamente.
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e Cuando el nivel de perturbacién de los datos no-es conocido o solamente se
dispone de una cota méxima para esté valor, el algoritmo de Méximo Balance
[13], propone un criterio heurfsticé para determinar ¢l pardmetro A. El criterio
consiste en hallar este pardmetro como el valor de A que corresponde al punto
de esquina de la curva pardmetrica dada por

(Z (@i (Wi = 0:)* ,Zw(x;(x)ai)> :

i=1 i=1

donde o \
w(a)={ ol el

sia=0.

5. Resultados numéricos

La no existencia de resultados tedéricos que permitan de antemano elegir el método
més eficiente para-dar solucién a un problema concreto discreto mal-planteado impone
la necesidad de la realizacién de una experimentacién numérica extensa que resulte
decisiva en la eleccién del método de solucién a utilizar. En esta seccién se realiza un
estudio numérico comparativo de las soluciones dadas por los diferentes métodos de
regularizacion y los diversos criterios de eleccién del pardametro descritos en la seccién
anterior.

La experimentacién numérica fue desarrollada sobre el sistema MATLAB (Versién
5.0) y con ayuda de los toolbozes REGUTOOL (8] y SEUDOIN (14]. Se trabajé
con una matriz de dispersién C de orden 30 x 30 para la cual se confeccioné una
coleccién de vectores energias medidos por el equipo construido en el IMRE y las
correspondientes soluciones obtenidas por un equipo comercial de la firma Malvern
Instruments.

En el caso particular que nos ocupa no se dispone de informacién exacta sobre el
nivel de perturbacién a que estdn sujetas las mediciones realizadas para los vectores
energias; sélo se conoce que ésta no es superior a 10~%. Por lo anterior, para la
experimentacién numérica fueron analizadas las siguientes técnicas de regularizacién:

e TSVD

* Regularizacién de Tijonov con L-curva

o Regularizacién de Tfjonov con Validacién Cruzada Generalizada
¢ Regularizacién de Tfjonov con Cuasi-optimalidad

 Método de la Seudoinversa Minimal con el criterio de Leénov

e Método de la Seudoinversa Minimal con Méximo Balance

9



10

LOPEZ J. & GUERRA V. .

Los resultados de la experimentacion se presentan en dos partes fundamentales: pri-
meramente se analiza con detalles el problema para un vector de observacién s de la
coleccién de ejemplos de pruebas creada utilizando diferentes métodos de solucién.
En segundo lugar, se muestran y analizan los resultados obtenidos para trece de los
juegos de datos de que se dispone. '

El primer paso en la solucién de un problema de un sistema de ecuaciones lineales
con matriz C mal condicionada (cond(C) = 5,6460e+008) consiste en el anélisis de
las condiciones discretas de Picard, las cuales se presentan en la figura 1. Nétese
que en este caso los coeficientes de Fourier no decaen a zero més rapido que los
valores singulares de la matriz C, lo cual provoca que los sumandos en la expresién
(4) correspondientes a los valores singulares mds pequenos, sean muy grandes en

magnitud y, por tanto, puede afirmarse que para este ejemplo no se satisfacen las
condiciones discretas de Picard.

Como ya se menciond, es conocido que los valores propios del kernel de la ecuacién
integral (1) a resolver tienden a cero como O(k~%).  Por tanto, un anslisis de la con-
ducta de los valores singulares de la matriz del sistema de ecuaciones mostrados en la
figura 1, nos permite afirmar que los valores singulares o99,...,a39, corresponden a
los errores introducidos en el proceso de discretizacién, razén por la-cual su contribu-

cién a la solucién debe ser anulada. Utilizando lo anterior, es claro que una eleccién

adecuada del pardmetro ¢ en el factor de filiro que corresponde al método TSVD
consiste en tomar o9 < € < 09.

10
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Figura 1. Condiciones discretas de Picard.

La figura 2 muestra las diferentes soluciones obtenidas utilizando el método TSVD
tomando los factores de filtro f; para el pardmetro € = o03,...,0, y la solucién
dada por el equipo comercial para el vector energia s queé se tiene (en lo adelante
la llamaremos solucién ezacta). Nétese que para € muy pequerios el filtrado de las
contribuciones de los valores singulares pequefios, es insuficiente lo que trae como

‘consecuencia un aumento en la magnitud y en el nimero de.cambios de signo de
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la solucién dada por el método de regularizacién. Los factores de filtro obtenidos
para los valores de ¢ grandes eliminan.al ,efecto de valores singulares que si tienen un
peso importante, obteniéndose solucig# s alejadas de la solucién real del
problema. Nétese que para la elecci sugerida por el conocimiento
teérico del problema, la solucién obhﬁida'por{; ol mibod 'TSVD ¢onstituye una buena
aproximacién de la solucién exacta. ' : :

Figura 2. Soluciones obtenidas por TSVD. A la izquierda: solucién exacta, de
izquierda a derecha: soluciones para € = 01, ...,0,.

A continuacién se a.nahzarﬁn los resultados obtenidos para este ejemplo con el em-
pleo del método de Regularizacidn de Tijonov y método de la Seudoinversa Minimal
utilizando diferentes cntenos de eleccién del pardmetro.

De la figura 3 se aprecia que, de los mterios de eleccion de pardmetro que no utilizan
informacién alguna sobre el nivel de petturhamén de los datos, en este ejemplo el mis
adecuado es el criterio de Validacién Cruzada seguido muy cerca por los criterios de la
L-curva y Cuasi-optimalidad. La solucién més préxima a la exacta, se obtiene cuando
se emplea el criterio de Méximo Balance utilizando el conocimiento del nivel maximo
de perturbacién para los datos de que se dispone. Se muestra, ademds, la solucién ob-
tenida por el método de la Seudoinversa Minimal utilizando el conocimiento del nivel
de perturbacién mdximo para el cdlculo del pardmetro A. Los resultados alcanzados
por este método hubieran sido mejores si para el célculo del pardmetro se utilizara
el nivel exacto de perturbacién en los datos, el cual no es conocido en el caso que se
analiza.

11
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Figura 3. Soluciones exacta y regularizadas por diferentes métodos. 1. Exacta, 2.
L-curva, 3. Validacién cruzada, 4. Cuasi-optimalidad, 5. Maximo balance, 6.
Minimal. El valor sobre'la curva representa el error relativo de la solucién
regularizada respecto a la exacta.

Los factores de filtro usados para cada uno de los métodos usados se presentan en la
figura 4. Nétese que estos difieren en cada uno de los métodos, lo cual establece las
diferencias entre las soluciones regularizadas mostradas en la figura 3.

Figura 4. Factores de filtro para los diferentes métodos de i‘ég-lilarizacién. 1.
L-curva, 2. VCG, 3. Cuasi-opt, 4. Méx. balance, 5. Minimal. -

En la tabla 1 se presentan los errores relativos para un‘conjunto de ejemplos de
prueba dentro de la coleccién creada. Se aprecia que el método de solucién que ofrece
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Tabla 1: Erraores relativos a los diferentes métodos en la coleccién de prueba.

TSVD | L-curva | VCG: | Quasi-opt | Max Balance Minimal
1 |0,2487 | 0,2513 | . 2,1474 | 0,2513 0,2686 0,2504
2 | 0,0857 | 0,0856 0,0795 0,0851 0,0809 0,0853
"3 | 0,3770 | 0,3685 | 1,7750 | 0,767 |  0,2006 0,3761
4 10,2437 | 0,2512 0,2275 79,2514 0,1924 0,2488
5 | 0,2394 | 0,2393 | 2,3477 | 0,2392 0,1792 0,2391
6 | 0,0044 | 0,100 | 1,8053 | 0,1026 0,1200 0,0004
7 10,1316 { 0,1318 2,1753 0,1314 0,1099 0,1309
8 | 0,2743 | 0,2747 2,1753 - 0,2751 - 0,2567 0,2748
9 | 0,0688 | 0,0726 | 1,6386 | 0,0721 0,0750 0,0706
10 | 0,0346 | 0,0369 | 2,0626 | 0,0364 0,0422 0,0360
12 | 0,0321 | 0,0394 1,9312 0,0388 0,0576 0,0364
13 | 0,0826 | 0,0960 0,0’7'74 0,0956 0,0594 0,091

mejores resultados en promedio es el de Méximo Balance utilizando la informacién
del nivel de perturbacién méximo de los datos. Dentro de los métodos que no utilizan
informacién alguna sobre el nivel de ruido de las observaciones, se comportan de
manera muy similar los métodos de la L-curva y Quasi-optimalidad. Por otra parte,
resulta interesante observar que el criterio de Validacién Cruzada se comporta de
manera muy variable con respecto a los diferentes juegos de datos; nétese que existen
casos como el 2 y el 13, en los que este criterio permite obtener los errores relativos

més pequeiios; sin embargo, se tienen otros juegos de datos en los que las soluciones
son realmente desacertadas.

Los resultados que se presentan en la primera columna de la tabla 1 nos permiten
afirmar que si, ademds de la disminucién del error relativo, se tiene en cuenta la
dificultad computacional de los algoritnoes, el método mas apropiado en los ejemplos
analizados es el de TSVD utilizando los factores de filtro que corresponden a £ = og9.

6. Conclusiones

Como resultado del estudio realizado para solucionar numéricamente el modelo ma-
temético proveniente de la construccién de un equipo medidor de didmetros de particulas
en solucionesy aerosoles, podemos concluir que las caracteristicas de la matriz del pro-
blema de mfnimos cuadrados lineales proveniente de la ecuacién integral que modela el

fenomeno fisico establecen la necesidad de la utilizacién de técnicas de regularizacién
para su solucién.

Dentro de ellas los mejores resultados en cuanto a disminucién del error relativo
fueron obtenidos por el criterio de Méximo Balance, utilizando la informacién sobre
el nivel méximo de perturbacién en los datos establecido por las limitaciones del
equipo medidor de energias.

En cuanto a las técnicas que no utilizan informacién alguna sobre el nivel de ruido
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en los datos, podemos concluir que los criterios L-curva y Cuasi-optimalidad dan
soluciones aceptables y muy similares; en nuestros ejemplos no se recomienda el uso
del método de Validacién Cruzada para elegir el pardmetro de regularizacién por
comportarse de forma muy variable en los juegos de datos de que se dispone.

Si ademés de la disminucién del error relativo en la solucién propuesta se tiene en
cuenta el costo computacxonal del algaritmo, puede concluirse que el método de solu-
cién mas apropiado para la solucién del problema propuesto lo constituye el método
TSVD. Lo anterior es vélido cuando }a . distribucién de los valores singulares de la
matriz de discretizacién C permite una eleccién apropiada del parametro de trunca-
miento ¢ en los factores de filtro correspondientes.

Es importante resaltar el hecho de que sélo la conjugacién del conocimiento tanto
téorico como numérico del problema ‘a resolver posibilita la solucién eficiente de los
problemas mal pla.nteados que aparecen cada vez con mayor frecuencia en la ciencia
de nuestros dias.
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