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Resumen

A pa.rtlr de la formulaclon genera.l de un problema de reconocimiento de

_;.patrones con aprendizaje se definen los conceptos de testor generalizado
y testor genera.hzado tipico (g-testor (tipico)), y se demuestra que to-
das las definiciones de testor hasta hoy existentes son casos particulares
de g-testores. Las definiciones dadas aqui, y algunos de los resultados
enunciados aparecen en Lazo—Cortés (1994), no asi las demostraciones y
otras relaciones entre algunas definiciones de testor y g-testores.

Abstract

Starting from the general formulation of a supervised pattern recognition
problem, the concepts of generalized testor (g-testor) and generalized
typical testor are defined, and it is proved that all definitions of testor
. .given up to:the present, are particular cases of g-testors. The main
definitions given here, and several properties enunciated, were published
in Lazo—Cortés (1994), but all proofs and some other relations between
the definitions of testor and g-testor were not included in that paper. '

Keywords: pattern recognmon, testor, feature selectlon, feature rele-
vance. 3 ;-

1. Introduccién .+

El concepto de testor es la base de la llamada Teoria de Testores que surge en
la década de los cincuenta (Cheguis y Yablonskii (1955)) y se desarrolla como
una rama de la Légica Matematica.

*Instituto de beernétlca, Matemaética’ y Fislca ICIMAF-CITMA. Calle E #309 esq a
15, Vedado. C.P. 10400. La Habana, CUBA. (mlazo@cidet.iemf.inf.cu).
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Aunque en un inicio se formula el concepto de testor.a partir de la aplicacién
de métodos légicos para la localizacién de desperfectos en ciertos circuitos
eléctricos que realizan funciones booleanas, poco tiempo después se vincula
a los problemas de reconocimiento de patrones (Dmitriev et al. (1966)), y
desde entonces paralelamente a la Teoria de Testores para esquemas légicos se
desarrolla también la Teorfa de Testores para problemas de clasificacién.

Entre otros aspectos de interés, algunos investigadores se han visto motivados
a formular extensiones del doncepto de testor traspasando los umbrales de la
légica bivalente cldsica. Asi han aparecido formulaciones en una légica difusa
(Goldman (1980)), en una légica k-valente (Ruiz—Shulcloper y Lazo—Cortés
(1991)) y otras extensiones que de alguna manera flexibilizan los planteamien-
tos primarios. - v :

En este trabajo se expone un nuevo enfoque del concepto de testor y ‘particu-
larmente del de testor tipico, de modo que las generalizaciones expuestas hasta
hoy resultan casos particulares del nuevo concepto.

2. Planteamiento del problema

Consideremos un problema de reconoc1mxento de patrones con aprendizaje en
los siguientes términos:

Sea M un universo de objetos admisibles y {K1,..., K.} una familia de sub-
conjuntos difusos de M a los que llamaremos clases; en particular pudiera ser
una c-particién difusa de M (Zimmermann (1991)). A cada objeto O de M
puede asociarse un c—uplo de pertenencia a(0) = (£1(0), ..., uc(O)), de modo
que p; (0) = ;4 K,.(O) denota el grado de pertenencia del objeto O a la clase
Kj,j=1,.

Sean z1,...,Zn va.rxab]es (o rasgos) en términos de las cuales se describen los
objetos de M. Si cada variable z; toma valores en un conjunto M; (: = 1, ..., n),
entonces mediante un operador de descripcién D a cada elemento O de M se
hace corresponder un punto en M1 X -+ X My, el cual denotaremos por D(0O)
y lo llamaremos descripcién del objeto O,

‘ o
v DM — HM,-., Iy

i=1 o

Utilizaremos la notacién D(0) = (z1(0), .. xn(O)) donde z;(0) representa
la evaluac16n de la variable z; (i=1,..,n) para el ob Jeto 0.

A cada par de >bjetos de M le vamos a asociar una magnitud, que es el resul—
tado de aplicar un operador que genéricamente llamaremos de comparacion y
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que pudiera ser de semejanza, de diferencia, de cercania, etc.: " .
Formalmente se deﬁne tal operador sobre los pares de descnpcxones

ks EE D VRN

B HM.xHM,—-»V i )

=1 i=1

donde V pudiera ser {0,1} en caso de que el resultado .de la: comparacion:

se exprese en dos posibles respuestas (iguales o distintos, semejantes o no
semejantes, etc.). V puede tomarse como [0, 1] si la respuesta es por ejemplo
de naturaleza difusa (grados de diferenciacién, etc). Si en calidad de 8 se toma
una métrica, entonces V puede ser R. V podria igualmente ser el conjunto de
términos de una variable lingiiistica. . T
Una manera general de definir 3 es a partir de asociar a'cada z; (i = 1,...,n)
un criterio de: c&bmparacién. :

M,xM,——-»V,, (z-—-l ,n)
con las mismas consnderacmnes para Vi que para v,y luego deﬁmr ﬁ en funcién
de los p; (i = 1,...,n); en ese caso quedana. formalmenvte!

ﬂHm~V S )
i=1 ' I g
En cualquier caso nos referiremos al operador de comparacién como 8.:

Sea MA = {01, yOm} C M ‘un ‘conjunto de objetos admisibles, de cada uno
de los cuales se conoce su descnpc16n D(0;) y su c-uplo de pertenencm a(O i)

(G=1,. m) AMA la llamaremos muestra de aprendizaje. M A= U 'K .

siendo K! C K;; K| denota la parte de la muestra de aprendlzaje correspon
diente a la clase K;. )

El problema clésico de reconocimiento de patrones en estos términos quedaria
formulado asi:

Dadg la descripcion ’D(O) de un objeto O de M y la znformaczon
\' relatwa a M A, encontrar el (,—uplo de pertenencza de O

Sea A el algoritmo.para la solucién de este problema, entonces mmbohcamente
podemos escribir

A(D(Ol) a(0y)... D(O ), a(Om), D(O))“a‘A(O)' .

donde aA(O) representa el c—uplo de pertenencia que le asigna el algontmo .A
al objeto O y que asumimos como c—uplo de pertenencia para O.

Muy vinculado al problema de clasificacién aparece el-problema de seleccién

de variables, uno de cuyos enfoques esta en la Teoria de Testores.
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3. El concepto: de g—testor .: Can oo weibire

Supongamos qué es posible definir para cada subéonjunto R'deR = {zl, , zn}
un criterio de diferenciacién entre parés de objetos admisibles, Sg:, que tiene
como caso particular aquel en que R’ = R y se obtiene g = 3.

Br en general tendra la forma

e I bs, < [T, — v,
j=1

siendo iy, ..., i5 los indices correspondientes a las variables que pertenecenﬁa R’
y M;,; sus respectivos dominios. :

La definicién de B puede —como la de - depender de cierta fa.mlha. {gp,} de
criterios de comparacién por rasgos. Abusando de las notaciones expresaremos
los argumentos de 8 (y de Bg) como elementos de M, para evitar la referenc1a
a si se define segin (1) 6 (2).

Consideremos que existe cierto subconjunto D de V tal que “Bg:(O¢, Oy) € D”
se interpreta como que O; y O, son objetos “semejantes” para el problema
que se est4 modelando, atendiendo a R'.

‘Ademaés es preciso establecer una manera de comparar los c—uplos de perte-

nencia de los objetos, mediante algin criterio del tipo v : [0,1}°x [0,1]¢ — V'
y considerar cierto D’, subconjunto de V', para el cual “v(a(Oy), a(0y)) € D7
se entenderd como que O; y O, poseen c-uplos de pertenencia ° semejantes

Definicién 1. R’ C R es un testor generalizado (g-testor) de M A (con res-
pecto a B8, v, D, D') si, y sélo si, YO, Oy € MA[u(a 0O4), a(0Oy)) ¢ D=
B(Ot; O'U) ¢ D]

En otras palabras, R’ es un g-testor si a cada par de objetos con c—uplos de
P y g p J p
pertenencia “no semejantes” le corresponden descnpcmnes ‘no semejantes”.

Sea V(M A;8,v,D,D')la familia de g—testores de M A (con respecto apB,v,D,D )
y definamos en ¥(M A;3,v, D, D') una relacién de orden parcxal £.

Definicién 2. R’ C R es un g-testor tipico de M A (con respecto a 3,v,D,D’
y con respecto a ) si, y sélo si, R’ es un g—testor de M A (con respecto a
B,v,D,D') y es m}mmal en ¥(M A;B,v,D,D") segun Ia reIaczdn ' ‘

La familia de g—testores tipicos de M A (con respecto a ﬂ,u D,D’) la denotare-
mos por ¥*(M A; B,v, D, D). R :
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Usualmente se considera sobre ¥(M A;f,v,D,D’) la relacién de inclusién
para definir la propiedad de t1p1c1dad Aungue la definicién se ha dado | para

cualquier relacién de orden parcial, es deseable que la relacién de orden que
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se defina tenga la propiedad de que se pueda extender a todo el conjunto de )

subconjuntos de R, y que una vez extendida, satisfaga que cualquier con-
junto posterior a un g-testor tipico es un-g-testor. . Esta propiedad per-
mite construir toda la familia ¥(M A;8,v, D, D’) a partir del conocimiento
de ¥*(M A;B8,v,D,D").

4. Casos particulares

5

En ocasmnes sxempre que no sea necesario ma.yor premsmn, omitiremos la

referencxa. apg, y D D' ya 5 , Y hablaremos de g—testor&s y g—testores t1p1cos '

4.1. Testores cldsicos de Zhuravlev

La primera formulacién del concepto de testor en: el marco de la Teoria de
Reconocimiento de Patrones es dada por Yu. I. Zhuravlev-en 1966, a partir
de una idea introducida por I. A. Cheguis y S. V. Yablonskii en la década

anterior al abordar el problema de la buSqueda de des‘perfectos en circuitos

que realizan esquemas légicos.

En Dmitriev et al,, (1966) se considera un problema de reconocimiento de
patrones con aprendizaje pero de forma muy simplificada. Las variables en
términos de las cuales se describen los objetos ‘86l toman valores en {0,1} y
la matriz de aprendizaje (a la que llaman tabla) la consideran dividida en dos
subtablas Ty y ‘T disjuntas ‘que se corresponden con d@# ‘clases. A partir de
estas consideraciones dan la siguiente

Definicién 3 (Dmitriev et al. (1966)) El conjunto R' = {z,, ..., zr,} de
columnas de una tabla T = (To, T;) ‘5¢ denomina testor si después de eliminar
de T todas las columnas excepto Ias de R’ no exzste ﬁla alguna de To Jgual a
una de T;.

’ : . : : 3 Cos e s, Pl
R’ es un testor tipico s1' no existe R"C R'.»tag] que R’ ! sea ._testor. I
Posteriormente y de forma muy natural se extiende el concepto a rasgos no
necesariamente bivalentes y a una tabla con cualquier niimero de cldsés, pero
manteniéndose dentro de la teoria- -glasica de conjuntos. Entenderemos como
estos los testores cldsicos de Zhuravlev .
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Proposmxén 1. Los testores cldsicos de Zhuravlev son g—testores v

Demostracién. Vz; € R, (i € {1,...,n}) deﬁnamos wi: Mix Mi— {0 1}
del modo siguiente: : 1 ,

. 0, siz=vy, . |
¢i<x,y)={1 e - - ®

en otro ¢aso;
v Bg: en funcién de los ¢; (i € {1,...,,n}) de la manera siguiente

! iVi i R i\ s y Zi\UVv =0, :
pet0100={ 9 N SH = HeImON O g

Como M A besi tal ‘que K i,'...', K. aparecen como conjuntos duros y disjuntos,
cada objeto pertenece a una y s6lo una clase, y por tanto los c-uplos de
pertenencia tendrdn una dnica coordenada igual a uno y el resto cero; al
conjunto de tales c—uplos lo representaremos por Eg; sea v : Ec x Ec — {0, 1}

tal que
‘ 0, sia =01,
v(a,b) = { 1, en otro caso. : (5)
Para estas funciones.'es‘peciﬁcas y tomando D = D’ = {0}, se tiene que los
testores clasicos de Zhuravlev son g—testores. §

Corolarlo 1. Los testores tipicos cldsicos de Zhuravlev son g—testores t1ptcos

‘Es mmedlato conmderando & como la relacu’m de inclusién.

Obsenv;acxon 1.. Si-en calidad de ¢ épara algin i,i € {1,...,n}) se toma un

criterio menos exigente, al estilo por ejemplo de

, : 0! si Il’ - y' < €4y
_ <p,‘(‘”a‘r‘, y) B { 1, en otro caso,

siendo &; un pardmetro no negativo de tolerancia, ain con las mismas 8, v,

D y D' se obtiene un testor menos restrictivo que se mantiene dentro de la
definicién cldsica y es también un g-testor. ‘

4.2. Tégtprés_'v'd{‘ifusos“jdé Goldman |

En 1980 R. S. Goldman plantea una extensién del concepto de testor al con-
siderar los mismos presupuestos de Zhuravlev pero trabajando con criterios de
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comparacxén mﬁmto—valentes entre valores de un mismo rasgo; en particular
toma V = [0 1] mterpretando los valores de ¢; como “grados de diferen-
ciacién” y los testores como subconjuntos difusos de R (Zadeh (1965))

Deﬁmcxon 4 (Goldman (1980)) El con_)unto R = {pr |2r ;. ,p,., |zr, }
es un testor difuso respecto a M A si

VAj € MD [ap,p lor, € B [0 < iy, = pre(er,) < pay '(z'r,)]] :
R’ es un'testor difuso tipico si:

a) para cualquier subconjunto propio {i1,...,it} de {ry,...,rs} se tiene que
R = {I"R’(z"h) |z, , ---,I/'R’(zik) I:Eik} no es un testor difuso;: ...

'b) 'para cualquier R" = {ur, |25y .o i, Iz, } cOD i, < pr, VP € {1,..., 8},
¥ para algin p Ia des1gua1dad es estricta, entonces R’ ""no es un testor
deusm g : : : '

T

Aqu1 M D esta denotando la llamada matnz de diferencia (o de comparacién);
en esta matriz cada fila (A;) representa el resultado de comparar, aplicando

los ¢;, dos objetos de M A que se encuentran en clases difercntes; cntonces,
c—-1 ¢

si |K{| = m; el nimero de filas de MD es m/, siendom’ = 3, -3 m; m;.
i=1 j=i+1

Se considera M D como un conjunté de filas, de modo que el hecho de que A i
es una fild de M D se 'representa como: A i € MD. pa; (zrp) denota el valor
asociado al’ rasgo’ zr, en la fila A;.

Proposicién 2. Los testores difusos de, Goldman son g-testores.

Demostracién. Sean v y D' como hasta ahora; y consideremos que ; :
M;x M; — [0 1] es el criterio de comparaci6n asociado al rasgo =; que toma
valores en M;. 'Los ¢; son tales que iz, y) vilz, w) mgnxﬁca que z e y son
menos diferentes que 2 y w. :

Sea R = {pR:(z,1)| Ziyy .. pR(Ti,)| zi,} un subconjunto difuso de R, y defi-
namos Bgr en términos de los ¢; de la manera sxgulente '

Pr(0,0,) = { 0. 81 ey (21(00)24,(0) < “R'W] i=1.
1,' ‘en otro caso. .

Tomando D = {0} se obtienen como g—testores los testores difusos de Goldman

Proposicién 3. Los testores difusos tipicos de Goldman son y—testores tipicos.
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Demostracién. Sea ¥ la familia de testores difusos de Goldman de una
cierta matriz M A; sean t; (i € I) ] los elementos de v, y deﬁnamos 1a mguxente
relacién sobre los elementos de ¥:

t1€ta <> (11N t2) U ((sop t1\soptz) N t1) U ((sop tg\sop t1) Ntg) =

(aqui sopt denota el soporte del conjunto difuso t)
De t1£t2 se tiene que (sopt1\soptz) = 0; es decir, sopt; C sop t2. Sisop t1 =
sop to entonces t1£tz <= 3 C ).

Probemos que £ es una relacién de orden. & es trivialmente reflexiva, para
todo t se tiene que t&t. -

Féacilmente se prueba que § es ant1s1metnca a partir de la conmutatlwdad y
la asociatividad de U y N. o

Demostremos entonces que { es transitiva. Sean t3,tg,t3 € ¥, tales que t1€to
y taéts. . '

De t1£to se tiene que sop t1 C sopta, ¥y de toft3 se tiene que sopta C sop t3;
de donde resulta que sopt; C sop t3, y entonces sop t3 se puede partxcmnar en
sopt1 y (sopts\sopt1).:

Sea D = (t; Nt3) U ((sop t1\sopt3) N¢1) U ((sop t3\sopt1) Nt3); como sop t1 C
sop t3, entonces D = (t; N t3) U ((sop t3\sopt1) Nt3)

Sea r € sopty; detiéty resulta que py, (z) > pe,(z), ¥ de tafts que ptz(:c) >

1its(2); 1uego oz, (z) > itg (), ¥ se tiene que up(z) = peg(2).

Sea ahora z € (sopt3\sopt;); por definicién de D resulta que g p(x) Nts (:c)
luego Vz € sop t3, up(z) = piy(z), de donde D = t3, y queda demost_radq que
t1£t3 y con ello que ¢ es transitiva.

¢ es por tanto una relacién de orden.

Probemos ahora que los elementos minimales para esta, relacién de orden son
los testores difusos tipicos de Goldman. Sea t* un elemento minimal de v por

la relacién ¢ y supongamos que t* 10 es un testor dlquO t1p1co entonces 6 (a)

se le puede eliminar algin rasgo a t*, 6 (b) se le puede aumentar el grado de

_pertenencia a alguno de los rasgos de sop t* o a.mbas (a y b), sin que deJe de

ser un testor difuso. ‘
Supongamos primero (d)-
sea pre(zi) # O (zi € sopt*) y sea t' =t » N{sopt = \{zs}} € ¥ (aqui se esté

suponiendo que existe en ¥ un testor difuso que se obtiene de t* eliminando
algln rasgo).

"Resulta entonces que (' N t¥) = t', (sopt x \sopt') = {z;}; luego (sop £
\sopt’) Nt* = {pe(z:)|zi}, y de aqui que (¢'Nt*) U ((sopt*\sopt ) ner) =t*,
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de donde se obtiene que t'¢t*, lo que contradice que t* sea minimal.

Entonces si t* es minimal en ¥, por la relacién ¢ no existe elemento en ¥ que
se obtenga de suprimirle algin rasgo a t*.

Supongamos que es posible (), esto es, aumentarle a alguna variable el grado
de pertenencia. Sea r; € sopt* y sea t' = t*U{uy(zi)|zi} con py(z,) > m* (x,)
y sopt* = sopt’. :

Se tiene entonces que t' N t* = t*, luego t'¢t*, lo que contradice que t* es
minimal, y se tiene lo que se queria probar. §

4.3. Testores de Aizenberg y Tsipkin

Una interesante extensién del concepto de testor fue formulada por Aizenberg
y Tsipkin en 1971 utilizando una loglca blvalente y luego a su vez extendida
en 1984 a una légica k-valente por Ruiz Shulcloper, quien define el concepto
de k-testor. En ambos casos se definen los testores prxmos (k —testores pnmos)
como los minimales para la relacién de inclusién. :

Lo novedoso en la formulacién de Aizenberg y Tsipkin esté en utilizar de mane-
ra simultdnea criterios de semejanza y de diferencia para diferentes rasgos.
Consideremos que a cada rasgo zi, i € {1,...,n}, se le asocia un criterio de
comparacién del tipo ¢; : M; x M; — {0,1}, que se define de modo que
¢i(z,y) = 1 se interpreta como “r e y son semejantes” y wi(r,y) = 0 como
su negacién. Conjuntamente con ¢; podemos conmderar su negacxén, que
denotaremos p; y que estard definida. como

o sigzy)=1,
(Pt(xvy) - { 1’ si (Pi(zay) =0.

En la formulacién clasica del concepto de testor podriamos utilizar para cada
rasgo un criterio de comparacién del tipo p;, llamado de semejanza; o alter-
nativamente, para cada rasgo un criterio de comparacién del tipo ;, llamado
de diferencia.

Para cada testor de Alzenberg y Tsipkin los rasgos de R se d1v1den en tres
grupos: los que no forman parte del testor, los que s si forman parte del testor y
se asocian a un criterio de comparacién de sememnza y los qtj;g s se conslde;an
y se asocian a un criterio de comparacién de diferencia.

Definicién 5 (Alzenberg y Ts1pk1n (1971)) El conjunto de predmados
T = {@ry,...,Pr,} €5 un testor. para la muestra de aprendizaje {K 1o c}
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si

vp € {1,..,c},Vge{], ...,_c}VOi € K;,VO;_:G K;,
lp # al=®r(0i05) A ... Apr,(04,05)] -

es una tautologia.

T es un testor primo si ningin subconjunto propio es testor.

Fl simbolo “ ” encima de los predicados significa que pueden aparecer con
negacion.

Aizenberg y Tsipkin no exigen que las clases sean disjuntas, de modo que en
este caso un objeto puede pertenecer a mas de una clase a la vez; luego en
este modelo los c-uplos de pertenencia pueden tener més de una coordenada
unitaria; al conjunto de tales c—uplos lo denotaremos sunbohcamente por 3 E..
A fin de efectuar una nueva formalizacién de los conceptos de Aizenbergy Tsip-
kin, definamos un nuevo tipo de subconjunto, que llamaremos 3-subconjunto.

Sea, como hasta ahora, R = {z1,...,Zn}.

Definicién 6. Dizlcmos que R' = {(z1,p1), ---» (Tn,Pn)}, dondc p; € {0, 1,2},
j € {1,..,n}, es un 3-subconjunto de R.

Por analogia con la teorfa" de subconjuntos difusos convendremos en escribir
en R’ sélo aquellos pares en los que la segunda coordenada no es nula; asi,
R' = {(2i;,Pi), (z4,,pi.)} con pi; € {1,2},j e {1,. 5T}

Al conjunto {z;,,...,z, } lo llamaremos 3—soporte de R’ y al nimero r longitud
de R'.

Sean t1 = {(21,P1), - (Tn,Pa)} ¥ t2 = {(:cl,pll),..., (zn,p'n)} 3-subconjuntos
de R; diremos que t; esta incluido en t2 y lo denotaremos t1 C3 t2, si

o Vil =0 =0Api =1 =1Ap;=2=p=2] (6

Si representamos t; = {(ziys Piy)s -os (=4, 04,)} (Pi; € {1,2},j€{1,..,7})y
g = {(x,l,pjl) o (270 P7a)} (pj; € {1 2},i € {1,..., s}), entonces (6) es equiv-
~ alente a t1 Ctg én el sentido’ clas1co de la teoria de oonjuntos consxderando a
41y tg como conJuntos de pares ordenados :

‘Proposmlén 4 Los testores de Azzenberg y T51pk1n son g—testores

Demostracién. Sea R’ = {(zi,,pi,), ... (z,r,m,)} un 3—subcon]unt0 de R;
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definamos _
1, Si 33 [piJ = 1 = ‘Pij (mij(Ot) :vij (Ou))= O]V
Br(01,0,) = [ piy = 2 (24, (00, 74(0) =0] |
o S i=1,. N
o 0, en otro caso;

consideremos ademés v : Y E. x Y E. — {0,1} tal que

v(z,y) = {0 si [zl - ||y||.§1 —

1, en otro caso.

(7)

Entonces, si tomamos D’ = D = {0} resulta que se obtienen de la definicién
de g—testor los testores de Aizenberg y Tsipkin. § B
Realmente Aizenberg y Tsipkin formulan el concepto de conjunto testor de
predicados. A partu de R’ se obtlene univocamente el conjunto de predlcados
y viceversa. i ‘

41

:Corolario 2. Los testores primos de Aizenberg y Tsipkin son g—testores tipicos.

‘Demostracién. Sea ahora ¥ la familia de testores de Aizenberg y Tsipkin
de una matriz de aprendizaje M A.

".C3 es una relacién de orden y los elementos minimales por C3 en ¥ son los
testores primos de Aizenberg y Tsipkin. i ' '

4. 4 k—testores de Ruiz Shulcloper

Consideremps,ahora una légica k-valente de Lukasiewicz, con valores venta-
tivos en Ex = {0, ...,k — 1}, de modo que 0, ...,(s — 1) se consideran valores
destacados negativos, (k — s),...,(k — 1) valores destacados positivos y los
valores intermedios s, ..., (k =~ s — 1) valores no destacados (suponemos que
s < k/2).

‘De ese modo, aunque sé trabaja sobre una légica k-valente, para algunas cosas
se le da tratamiento 3—valente A'tada Iasgo de R se le asocia un cnteno
de comparacién del’ tlpo i Mix M; — Eg. :

Consideraremos que z e y son valores “semejantes“ del rasgo z; si @;i(z,y) >
k — s. Anslogamente podemos considerar asociado a #; el criterio que se
_obtiene de ¢; segiin la negacién de Lukasiewicz y que denotaremos ©;:

$i: M x M; — Ey; i
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en este caso p;(r,y) < s — 1 significard lo mismo que ¢i(z,y) = &k — s;
(<p,(m,y) > k — s se entlende como que z e y son valores “diferentes” del
rasgo z;).

Definicién 7 (Ruiz-Shulcloper y Lazo—Cortés (1991)). El conjunto de
predicados k—valentes T = {wg{", ey ‘p;f,"} es un k—testor para la muestra de

aprendizaje {Ki, ey K;} si
Vp € {1,..,c}, Vg€ {l,...c}, VO; € K, VO; € K,
max {k — 1~ [p # ql, k — 1 ~ min {[o7(0, 0], . [o%;+ (04 03)] } }

es una tautologia, siendo o; € {0,1}; [¥%(0i,05)] = k — 1 - ¢(0;,0;),
[¢'(0:,05)] = ¢(0s,0;). ' o
T es un testor primo si ningin subconjunto propio es testor.

Proposicién 5. Los k-testores de Ruiz Shulcloper son g-testores.

Demostracién. Sea R’ = {(zi,,p4), - (Zi,, Pi.)} un 3-subconjunto de R,
definamos

1, si 35 [Pi,' = 1= i, (2i;(01), 2i;(0y)) < s 1] Vv
ﬂRI(Ot, O‘U) = . - [pij = 2 = a-‘;(z"] (Ot)v .'Eij (O‘U)) Svs - 1]
ji=1,..,r;
0, en otro caso.
Considerando v como en (7) y D’ = D = {0} se tiene lo que se desea probar. §

Si tomamos k = 2 obtenemos como caso particular de k-testor el testor de
Aizenberg y Tsxpkm

Corolario 3. Los k-testores primos de Ruiz Shulcloper son g—testores tipicos.

‘Demostracién. Sea ¥ la familia de k~testores de una matriz de aprendizaje

M A, sobre V- podemos considerar la relacién de orden C3. Los elementos
minimales en ¥ por C3 son los k—testores primos de Ruiz Shulcloper. i

4.5, Testores de Andréev

A E. Andreev da en 1981 una definicién de testor en el sentldo clédsico de Zhu-
ravlev para un problema en el que las clases, siendo duras, no necesariamente
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son disjuntas; aqui nuevamente los c-uplos de pertenencia estan en L E.. Los
patrones —para Andréev— se descnben mediante vectores booleanos, pero es
posible eliminar tal restricgion..

Andréev formula su definicién en los mgmentes terminos

Definicién 8 (Andréev (1981)) Sea T : V — E" una tabIa bmarxa E"
denota el cubo n—dimensional binario y V un conjunto ﬁmto tal que V = U

K Un n-uplo r de E™ se llama testor de la tabla si para cualesquiera d1st1nto>
0,, 0; eIementos de V,der = T(O,) eB T(0;) & (1,..., 1) se tiene que existe
una clase K, tal que 0;, O; € Ky, t € {1,...,c}. T(O) denota la descripcién
de O en términos:dé n. variables booleanas y @ la suma mdédulo.2.

PRV SRR R B N DI QIR

T se llama tipico si no existe r € E tal que <ty 7' es un testor.
Proposicién 6. Los testores de Andréev son g—testores.

Demost_rai:ién. Sea uj S Ecx Y Ec— {0,1} tal que

o c
o= O T BT (®)
.1, en otro caso. _ .

Considerando ¢; y Sg como en (3) y (4), » como en (8), y tomando D = D’ =
{0}, se obtienen de la definicién de g—testor los testores de Andréev. B

Corolario 4. Los testores tipicos de Andréev son g,-testores tipicos.

Se tiene del hecho de que los testores tipicos de Andréev son mmlmales para
la relacién de inclusién. :

4.6. E—testoreé' h

El concepto de e—testor surge como un primer intento de resolver un problema
ma4s general.

Con frecuencia en la solucién de problemas précticos se . utilizan los pesos
informacionales de rasgos y objetos, obtenidos por ejemPlo a partlr del enfoque
clésico de Zhuravlev. Es decir, considerando un testor como comibinacién de
rasgos para la cual no hay descripciones semejantes para objetos en clases
diferentes, entendiendo por descripciones semejantes aquellas que lo son rasgo
a rasgo para el conjunto de rasgos que se considera. .
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Ocurljé, sin embargo, qn'e al aplicar un algoritmo de clasificacién puede uti-
lizarse otra concepcién acerca de la semejanza entre objetos (al comparar cada
objeto a clasificar con cada objeto de la muestra de aprendizaje), luego se pro-
duce una incompatibilidad con los pesos de objetos y rasgos que se consideran,
pues fueron calculados a partir de otra funcién de semejanza.

En este sentido, surge el concepto ‘de e-testor, de’ conmderar la funcién de
semejanza ‘

” i € R’ [ 0] )Ou. Di < y
Br(O¢, ,,) { ,",_ Z;](E:ro caso, 0i(Ot,0y) ¢ D;} <e ©)

donde ¢; : M; x M; — V; y D; es cierto subconjunto de V; tal que ¢;(0;,0,) €
D; se interpreta como que O; y O,, son semejantes atend1endo tinicamente al
rasgo ;.

Los autores definen el concepto en los siguientes términos:

Definicién 9 (Alba—Cabrera et al. (1994)). Un conjunto, de columnas T
es un e-testor si la submatriz que T define en M D no contiene filas formadas
sélo por v unos, v < ¢; es decir, sélo contiene filas formadas por al menos ¢ + 1
unos.

Un e-testor es un e—testor tipico si cualquier subconjunto propio de él no es
e-testor.

Proﬁosicién 7. Los e—testores son g—testores.

Demostracién. Se tiene de considerar 8 como en (9), » como en (5) y
D=D'={0}. 1

Corolario 5. Los e-testores tipicos son g-testores tipicos.

Es inmediato si consideramos £ como la relacién de inclusién.

4.7: Testores en cierto grado

.. Este enfoque de la nocién de testor es el tinico que considera un problema en

,.que | la _pertenencia de los objetos a las clases —partlcularmente en la muestra

.. de aprendlzaje— es dlfusa

"Definicién 10. Un subconjunto de variables lingiiisticas T = {X™,..., X"} C

R es un testor en grado pu'si al ebmma.r de M D todas las cqumnas excepto
las que figuran en T, se ‘cumple que: : -
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i) no existe fila alguna de M D formada sdlo por ceros; .
i) p(X?) #0,t=1q,...,1
p es el grado de pertenencia de T a la familia ¥ de testores en cierto

1 o
grado, y se define como p = py (T) = - Z u(XTe).
t=1

. p(X") es una magnitud asociada a la variable lingiix’stica X"‘
Un testor en grado: p -es tipico si’ nmguno de sus: subconjuntos propjos es un
testor en grado ;4 ‘ :

Sea para cada Xt deﬁn,i;do: un criterio de cbmparacién .<p,',‘

pi: T (¥Y) ‘xT( V- T (ax),
donde T (X ’) representa los términos de la variable X*y T (A X Y los términos
de la variable lingiiistica'de comparacién AX*; y sea D; tal que (p;((\.’t , X ‘) €

D; puede interpretarse como que O; y O, toman en la varlable Xt valores
semejantes.

Se considéra la pertenencia de los ObJetOS a las clases de manera. dxfusa pero
tomando cada. objeto sélo en aquella clase para la cual la pertenencxa es
maéxima (la suponemos tnica), de modo que los c-uplos de pertenencia tienen
una- sola coordenada no nula. Al conjunto de tales c uplos lo denotaremos
[0, 1}. ,

Proposicién 8. Los testores en cierto grado son g-testores.

Demostracién. Sea R' = {&™,..., X} C R un testor en grado u (con
respecto a Ry M A).

Definamos’ Br de la siguiente manera
o o { o | siBXjER'[p X")—.’"‘]'
 BR(0,0) = VA e R [ps(¥] X)) D,] ;

1, “en otro caso.

Sea v : [0,1]c x [0,1]c — {0, 1} el criterio de comparacién :entre c—-‘uplos-deﬁnido

por
IR 1, si zi ;=0 :
V(z)y)v= ' i§1 Py ' . o
0, en otro caso. : SERTETE

Entonces, considerando D = D’ = {0} se tiene el resultado. .

45




46

MANUEL'S. LAZO-CORTES

Corolario 6. Los testores tipicos én cierto grado son g—testores tipicos.

Es inmediato si consideramos ¢ como la relacién de inclusién.

5. Conclusiones

La definicién propuesta de g-testor constituye una extensién del conce®©
primario de testor, que no solo logra generalizar éste, sino que a la vez perrte
considerar todas las extensiones: conocidas hasta hoy de dicho concepto c¢no
casos particulares de la misma. Resulta un paso unificador dentro de la tria
de testores, adquiriendo fundamentalmente un valor metodolégico.

El concepto de g—testorv nos brinda un enfoque genenil de la problematis que
encierra la idea que da origen al concepto primario de testor.

Aqui hemos demostrado que todas las extensiones propuestas hasta by res-
ponden a este enfoque general; es decir, se obtienen como casos particiares de
g—testores. Sin embargo, los e—testores y sobre todo los testores en cie:0 grado
ya plantean situaciones que pueden estudiarse desde posiciones maés gnerales.

Los problemas en los que, para lograr una eficiente modelacién,ias clases
deben ser tomadas como subconjuntos difusos, surgen como necsidades en
las més f{é,riadas situaciones de la prictica, y ellos a su vez constit:yen fuentes
de intereiéantes y complejas investigaciones tedritas. o

La utilizacién de criterios més generales de comparacién por 8sgos y euntre

objetos es otra importante exigencia para el desarrollo de nue0s modelos.’

g
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