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A partir de la formulación general de un problema de reconocimiento de
iP~tronescon,JaPJ~Jl.dizaje se,definen, los conceptos de testor generalizado
y testor generaljzado típico (g-testor (típico», y se demuestra que to-
das laSdefiniCi¿~es de testor hasta hoy existentes son cas~s particulares
de g-testores. 'Las definiciones dadas aquí, y algunos de los resultados
enunciados aparecen en Lazo-Cortés (1994), no así las demostraciones y
otras relaciones entre algunas definiciones de testory g-testores.

Starting from the general formulation of a supervised pattern recognition
problem, the concepts of generalized testor (g·-testor) and generalized
typical testorare defined, and it is proved that 1'1.11 definitions of testor
given upto ,the present, are particular cases of y-testars. The main
definitions given here, and several.propertiesenunciated, were published
in LaZo-Cortés (1994), but allproofs and some other relations between
the definitions of testor and g-testor were not included in that paper.

Keywords: pattern recognitioIl, testor, feature selection, feature rele-
vance.

El concepto de testor es la base de la llamada Teoría de Testores que surge en
la década de los cincuenta (Chegl.iisy Yablonskii (1955)) y se desarrolla como
una rama de la Lógica Matemática.
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Aunque en un inicio se formula el concepto de testQJ;.,apartir de la. aplicación
de métodos lógicos para la localización de desperfectos en ciertos circuitos
eléctricos que realizan funciones booleanas, poco tiempo después se vincula
a los problemas de reconocimiento de patrones (Dmítriev et al. (1966)), y
desde entonces paralelamente a la Teoría de Testores para esquemas lógicos se
desarrolla también la Teo'ría de ~tei'res para problemas de clasificación.

Entre otros aspectos de interés, algunos investigadores se han visto motivados
a formular extensiones del'cdnceptode testor traspasando los umbrales de la
lógica bivalente clásica. Así han aparecido formulaciones en una lógica difusa
(Goldman (1980)), en una lógica k-valente (Ruiz-Shulcloper y Lazo-Cortés
(1991)) y otras extensiones que de alguna manera flexibilizan los planteamien-
tos primariós.
En este trabajo se expone un nuevo enfoque del concepto de testor y ¡particu-
larmente del de testor típico, de modo que las generalizaciones expuestas hasta
hoy resultan casos particulares del nuevo concepto.

2. Planteamiento del problema

Consideremos un problema de reconocimiento de patrones con aprendizaje en
los siguientes términos:
Sea M un universo de objetos admisibles y {Kl, ..., Kc}una familia de sub-
conjuntos difusos de M a los que llamaremos clases; en particular pudiera ser
una e-partición difusa de M (Zimmermann (1991)). A cada objeto O de M
puede asociarse un e-uplo de pertenencia 0:(0) = (1L1(O), oo., JLc(O)),de modo
que JLj(O) = ILKj(O) denota el grado de pertenencia del objeto O a la clase
Kj, j =1, ...,e.
Sean X¡"",Xn variables (o rasgos) en términos de las cuales se describen los
objetos de M. Si cada variable Xi toma valores en un conjunto Mi (i = 1, ... , n),
entonces mediante un operador de descripción Vacada elemento O de M se
hace corresponder un punto en MI x ... x Mn, el cual denotaremos por V(O)
y lo llamaremos descripción del objeto O,

n

1):M - IlMi.
i=1 ",

Utilizaremos la notación 1)(0) = (Xl(O), ... , xn,(O)) donde Xi(O) representa
la evaluación de la variable Xi (i = l~...,n) para el objeto O. /,' é,

A cada par de ~bjetos de M le vamos a asociar una magnitud, que es el resul-
tado de aplicar un operador que genéricamente llamaremos de comparación y



que pudiera ser de semejanza, de diferencia, de· cercanía, etc. ,"
Formalmente, se define tal operador sobre los pares de descripciones

- . '-x"~ .; lon"' n;' ';!.: ~::

;8 =fI Mi x IIMi --'-+ V,
i=1 i=1

donde V pudiera ser {0,1} en caso de que el res:ultado ,de la' comparación
se exprese en dos posibles respuestas (iguales o distintos, semejantes o no
semejantes, etc.). V puede tomars~ como [O, 1J ~i la respuesta es por ejemplo
de naturaleza difusa (grados de diferenciación, etc). Si en calidad de f3 se toma
una métrica, entonces V puede ser IR. V podría igualmente ser el conjunto de
términos de una variable ,lingüística.
Una manera general de definir f3 es a partir de asociar a cada 'Xi (i = 1, O", n)
un criterio de: dllmparación

rpi: Mi X Mi~ Vi, (i = 1, oo" n), ",',
~.';,

con las mi~mas consideraciones para 'Vi que para V,y luego defiD;irf3~nfunción
de los rpi (i = 1, "., n); en ese caso quedaría formalmente

. ';,\ .'
n

fJ: IIVi -- V.
i=1 '

En cualquier caso nos referiremos al operador' de comparación como, f3.
Sea M A = {O¡, ,.., Om} ~ M'un conjunto de objetos admisibles, de cadá uno
de los cuales se conoce sudes~ripCión V(Oj) y su c-uplo de pertenenci~'éi!(Oj)

)-"" " , .. 1¡ e ; .
(j = 1, .."m). AMA la llamaremos muestra de aprendizaje. MA =.U K:,

1=1
siendo K: ,f; Ki; K:dElnota, la parte de la muestra de aprendizaje corresP9!l'"
diente a la clase Ki.

El problema clásico de reconocimiento de patrones en estos términos quedaría
formulado así:

< ,1 _ •

, I?,a.4B-,la, descripción V(O) d~ un objeto O de M y la información
, re~a'tiv4 a M A, encontrar el c-uplo de pertenencia de O.
~ '" '.. .', ",~. ! , .' • i

Sea A el algoritmo. para la solución de este problema; entonces simbólicamente
podemos escribir

...... 'At!Y(O¡), a(O¡) ... , 1'(Om), a(Om), 1'(0» = aA(O), i, '

donde ~A(O };~epresenta el c-uplo p.~pertenencia que. le asigna el algoritmo A
al objeto O y que asumimos como c-uplo de pertenencia para O,
Muy vinculado al problema de clasificación aparece· el'pToblema de selección
de variables, uno de cuyos enfoques está en la Teoría de Testores.



Supongamos que es posible definir para cada subconjunto R' de R =' {x 1,"" X n}
un criterio de diferenciación entre pares de objetos admisibles, f3R', que tiene
como caso particular aquel en que R' = R Y se obtiene f3R = f3.
f3 R' en general tendrá la forma

S S

f3R' : IIMij x II.~lij ~ V, ,
j=1 j=1

siendo i1, ..., is los índices correspondientes a las variables queperteneceri'a n'
y Mij sus respectivos dominios.
La definición de f3R' puede -como la de f3- depender de cierta familia {'Pi} de
criterios de comparación por rasgos. Abusando de las notaciones expresaremos
los argumentos de f3 (y de f3It ) como elementos de M, para evitar la referencia
a si se define según (1) ó (2).
Consideremos que existe cierto subconjunto D de V tal que "f3R!(Ot, Ov) E D"
se interpreta como que Ot y Ov son objetos "semejantes" para el problema
que se está modelando, atendiendo a R'.
Además es preciso establecer una manera de comparar los c-uplos de pert~
nencia de los objetos, med~nte algún criterio del tipo v: [O,1]e x [O,1]e ~ V'
Y considerar cierto D',subc~~iunto de V', para el cual "v(a(Ot), a(Ov)) ~ D'¡~
se entenderá como que Ot y Ov poseen c-uplos de pertenencia "semejantes".

Definición 1. R' ~ R es un testor generalizado (y-testor) deM A (con res-
pecto a f3, v, D, D') si, y sólo si, VOt, Ov E M A[II(a(Ot), a (Ov)) ~ D'==*,
f3(Ot,Ov) $DJ.

En otras palabras, R' es un y-testor si a cada par de objetos con c-uplos de
pertenencia. "no semejantes" le corresponden descripCiones "no semejantes" .

Sea W(M A;f3,II, D, D') la famÜia de y-testores de M A'(con respecto af3,v,D,D')j
y definamos'en W(M A; f3,v, D, D') una relación de orden parcial ~.

Definición 2.R' ~ R es un y-testor típico de M A (con respecto a f3,II,D,D'
y con respecto a ~) si, y sólo si, R' es un y-testor de M A (con respecto a
f3,II,D,D')y esminimál, en \f!(M Aj f3,v, D, D') según la relación ~',

La familia de y-testores típicos de M A (con respecto a ¡J,v,D ,D') ladenotare-
mos por W*(MA;f3,II,D,D'). t, ,,':!



Usualmente se considera sobr,e \J!(M A; /!".II, D, D'} la relación de inclusión
para definir la propiedad detipicida.d. Aunque la deñnición se ha dado para
cualquier r~lación ~e. orden parcial, ,~i 4egeable que l~ relación de orden qu,e;,
se defina tenga la propiedad de que se pueda extender a todo el cc>njuntode. ,

, 1;)

subconjuntos de R, y que una vez extendida, satisfaga que cualquier con-
junto posterior a un y-testor típico es un y-testor .. ' Esta propiedad per-
mite construir toda la familia \J!(MA;,B, v,D, D'} a partir del conocimiento
de \J!*(M A;,B, v, D, D'}.

4. Casos particulares '

En ocasiones, siempre que no sea necesario mayor precisión, omitiremos la
referencia a,B" V: jj, D' Y. a~,; y hablarehlos 'de g-testo~es y g-testores típicos.

La primera formulación del concepto de testor en· el marco de la Teoría de
Reconocimiento de Patrones es dada pqr Yu. l. Zhuravlev en 1966, a partir
de una idea introducida por 1. A. Cheguis y S. V. Yablonskii en la década
anterior al abordar el prbbieíria de la búsqueda de despE!tfectos en circuitos
que realizan esquemas lógicos.: '

En Dmítriev, et ~k;.(1966) se considera un Pli<?~le.I,Q:".dereconocimiento de
patrones con aprendizaje pero de forma muy simplificada. Las variables en
términos de las cuales se describen los objetos'sólb:toman vaJore~,en {O,1} Y
la matriz de aprendizaje (a la que llaman tabla) la consideran dividida en dos
subtablas To Y 'TI disjuntas :que se corresponden con dtt§'clases. A partir de
estas consideraciones dan la siguiente ,! ;':\

Definición 3 (Dmítriev et al. (1966». El conjunto R' =:= {xrl' ... , xra} de
columnas de una tabla T = (To, TI} 'se d~nomina testor si después de eliminar
de T todas las columnas excepto las de R', no existe fila alguna de To igual a
una de TI. \';' o···· ,,', ,'',c.'.;" "¡;, . '

R' es un testor típico si no existe R" c'R,'t'a) que Ji," SEl3t~stor.'\;'

Posteriormente y de forma muy natural se extiende el concepto a rasgos no
necesariamente bivalentes y a una tabla con cualquiet húinero deaasés,pero
manteni~ndose dentro de la;t~p~ía:~~ásica de conju~t:os. E4~te,n..~,eremoscomo
estos los, testores clásicos de}~'P:avley. ';.'



Prop;~sici6n 1. Los testores clásicos de Zhurav1ev son g-'-testores.

Demostraci6n. "Ixi ER, (i E {l, ..~,n}) definamos CPi: Mi X Mi'--+' {O, 1}
del modo siguiente: " .'

(. ) {O, six=y,
CPi x, Y = 1, en otro~aso;

{3 (O O) = {O, si Vi [Xi E R' =? CPi(X¡(Ot), Xi(Oy)) = O] ,
Jt t, 11 . 1, en otro caso.

Como' M A es ta(que K~, ...,K~ aparecen como conjuntos dhros y disjuntos,
cada objeto pertenece a' una y sólo una clase, y por tanto los c--'uplos de
pertenencia tendrá.n una única coordenada igual a uno y el resto cero; al
conjunto de tales c-uplos lo representaremos por Ec; sea v : Ec x Ec --+ {O, 1}
tal que

( b) {O, si a = b,
v a, = 1, en otro caso.

Para estas funciones específicas y tomando D = D'.=. . .

testores clásicos de Zhuravlev son g-testores .•

Obse1"'vaeión lo. Sie.n calidad de cp¡6para algún i, i E {1, ... , n}) se toma un
criterio menos exigente, al estilo por ejemplo de

'(:l:!, ' ') = {O, si Ix -y\ ~ éi,
cp~ , y 1, en otro caso,

( l'". , .....; . ,,'. :

siendo t¡ un par~etio rió negativo de tolerancia, aún COnlas mismas {3, v,
D y D' se obtiene un testor menos restrictivo que se mantiene dentro de la
definición clásica y es también un g~testor.

4.2. 1'~stores difusos )de Goldman .

En 1980'R. S.Goldmanplantea una extensión del concepto de testor al con-
siderar los mismos presupuestos de Zhuravlev pero trabajando con criterios de



comparación infinitO-:valentes entre valores de un mismo rasgo; en particular
toma V = [0',1.], int'erpretando los valores de 'Pi como "grados dé diferen-
ciación" y los testores como subconjuntos difusos de R (Zadeh (1965)).

DefiniciÓn 4 (Goldman (1980». El ~~njunto R' = {JLrl IXr1" ... , JLra IXra}
es un testor difuso respecto El M A si

'VAj E''u D [3JLrplxrp E R' [O < JLrp = JLR'(Xrp) $ JLAj(Xrp)]] .

R' es unÚ~stÓr difuso típico si:

a) paracua1quier subconjunto propio {il, ..., ik} de {rl, ...,Ta} se tiene que
R" = {JLR'(Xil) IXil , ... ,JLR'(Xik) IXilc} no es un testor difuso;~, '

b) 'parlt'cu'alquierR" == {~~lIXrl , ..., JL~a IXra lcon JLrp $ JL~p 'Vp E {1, ... , s},
y para algún p la desigualdad es estricta, entonces R" no es un testor

'. difuso:.'

Aquí M D está denotando la llamada matriz de diferencia (o de comparación);
en esta matriz cada fila (Aj) representa el resultado de comparar, aplicando
los 'Pi, dos objetos de M A que se, encuentran en clases difcrcn~cs; entonces,

e_lO e
si \KII = mi el número de filas de M D es m', siendo m~ = E E mi' mj.

o i=lj=i+l
Se considera M D como un conjunto de filas, de modo que el hecho de que Aj
es u~afilade MDse'representa corno: A; E M D. JLAj(Xrp) denota el valor
asoCia.do al i"asgoxrp en la fila Aj.

Demostráeión. Sean 11 y D' como hasta ahora; y consideremos que 'Pi :
Mi x Mi --'lb, 1] es el criterio de 'comparación asociado al rasgo Xi que toma
valores en 'Mi.'Los'Pi,son tales que 'P'i(X, y) < 'Pi(Z,W) significa que x e y son
menos diferent'eS que Z y tu.
Sea R' = {JLR'(Xil)1 Xil' ... , JLR'(Xia)1 Xia} un subconjunto difuso de R, y defi-
namos f3R' en términos de los lpi de la manera siguiente:



Demostración. Sea '11la familia de testores difusos de Goldman de una
cierta matriz MA¡ sean t.i (i EJ) loselement~s de '11,Y definamoifía:siguiente
relación sobre los elementos de '11: . ," .. . .

tl{t2 <=:==> (tI n t2) U ((sop tI \sop t2) n tI) U ((sop t2\sop tI) n t2) = t2. "

(aquí sopt denota el soporte del conjunto difuso t).
De tl{t2 se tiene que (SOptl\SOpt2) = 0¡ es decir, SOptl ~ SOpt2' Si SOptl =
sop t2 entonces tIet2 <=:==> t2 ~ tI.
Probemos que e es una relación de orden. e es trivialmente reflexiva, para
todo t se tiene que tet. '
Fácilmente se prueba que e es antisimétrica a partir de la conmutatividad y
la asociatividad de U y n.

Demostremos entonces que e es transitiva. Sean tI, t2. ta E '11., tales que tIet2
y t2eta·
De tIet2 se tiene que SOptl ~ SOpt2. y de t2eta se tiene que SOpt2 ~ sopta;
de donde resulta que sop tI ~ sop ta, y entonces sop ta se puede particionar en
SOptl y (sopta\soptI) ..

Sea D = (tI n ta) U ((sdp tI \sop ta) n tI) U ((sop ta\soptü n ta)¡ como SOptI ~
sopta, entonces D = (tI n ta) U ((sop ta\sop tI) n ta)
Sea x E sop tl¡ detlet2 resulta que IStl (x) ~ ISt2(X), y de t2€ta que ISt2 (x) ~
ISt3(X)¡ luegc,>IStl(X} ~ ISt3(X), y se tieneque ISV(x) = ISt~(X).
Sea ahora,x E (sopta\sopt¡)¡ por definición de D resulta que 1S,o(X) = JH3(X,),
luego \/x E sopta, ISV(x) = ISt3(X), de donde D = t3, Y quedl'lo.demostrado que
tl€ta Y con ello que € es transitiva.
€ es por tanto una relación de orden.
Probemos ahora que los elementos minimales para es.tarelación de .orden son
los testo res difusos típicos, de Ooldman.Sea t* uIl;ele~~nto minimal de 4tp,or
la relación e y supongamos que t* no es untestor difuso típico; entonces ó( a)
se le puede eliminar algún rásgo a t*, ó (b) se le pu~de a,umentar el grado' de
pertenencia a alguno de los rasgos de sopt*, o ambás (a y b), sin que deje de
'ser un testor difuso. .....

Supongamos primero (a):
sea ISh(Xi) i= O (Xi E sopt*) y sea t':; t * n{sopt * \{xd} E '11(aquí se está
suponiendo que existe en '11un testor difusp que se obtien~ de t* eliminando
algún rasgo) .

.:Resulta entonces que (t' n h) = t', (sop{* \sopt') = {Xi}; luego (sopt *
\sopt') n t* = Ü~t.(xi)lxi}, y de aquí que (t' n t*) U ((sopt*\sopt') n t*) = ~*,

", . . ~. .¡, ,



de donde se obtiene que t' {t*, 10 que contradice que t* sea minima1.
Entonces si t* es minimal en 'Il1, por la relación ~ no existe elemento en 'Il1 que
se obtenga de suprimirle a,lgúnrasgo a t*,

Supongamos que es posible (b), esto es, aumentarle a alguna variable el grado
de pertenencia, Sea Xi E sopt* y sea t' = t*u{ILdxi)lxi} con ILt'(Xi) > ILt*(Xi)
y sopt* = sopt'.
Se tiene entonces que t' n t*' = t*, luego t' ~t·,10 que contradice que t* es
minimal, y se tiene 10 que se quería probar .•

4.3. Testores de Aizenberg,y Tsipkin

Una interesante extensión del concepto' de'testor fue formulada por Aizenberg
y Tsipkin en 1971 utilizando una lógícabivalente, y iu~g¿ a SU vez extendida
en 1984 a una lógica k-vaiente por RuizShulcloper, qúieIi define el concepto
de k-testor, En ambos casos se definen los testores primos (k-testores primos)
como los minimales para la relación de inclusión.
Lo novedoso en la formulación de Aizenberg y Tsipkin está en utilizar de mane-
ra simultánea criterios de semejanza y de diferencia para diferentes rasgos.
Consideremos que a cada rasgo Xi, i E {1, ... ,n}, se le asócia un cdterio de
comparación del tipo lI'i : Mi x Mi -- {0,1}, que se define de modo que
lI'i(X,y) = 1 se interpreta como "X e y son semejantes" y lI'i(X,V) = O co~o
su negación~ Conjuntamente con lI'i podemos considerar su negación, que
denotaremos lI'i y que estará definida como

_(' ) {O, si lI'i(X,y)::::: 1,
lI'i x, Y = . ( ) O1, Sll1'i X, Y = .

En la formulación clásica del concepto de testor podríamos utilizar para cada
rasgo un criterio de comparación del tipo lI'i, llamado de semejanza; o alter-
nativamente, para cada rasgo un criterio de comparación del tipo lI'i, llamado
de diferencia.

Para cada testor de Aizenberg y Tsipkin los rasgos de R se dividen en t~es
grupos: los que no fo~IWIDparte del testor, los,q,~~~í forman parte del testor y
se asocian a un criterio de comparación de sem~~~nza y ~os q~~sí se consideran
y se asocian a un criterio de comparación de diferencia,

')

Definición 5 (Aizenberg y Tsipkin (1971». El conjunto de predicados
T = {lI'rl"'" II'r.} es un testar para la muestra de aprendizaje {K ~.',".:K.~}



, ,
Vp E {1,.oo,c},Vq E {1,oo.,C}VOi E Kp,VOjfft Kq,

[fp :f: q] ~CPri (Oi, Oj) 1\ ... A ¡P;::(Oi, Oj)] ,

es una tautología.
T es un testor primo si ningún subconjunto propio es testor.

El símbolo "-ll encima de los predicados significa que pueden aparecer con
negación.
Aizenberg y Tsipkin no exigen que las'clases sean disjuntas, de modo que en
este caso un objeto puede pertenecer a más de una clase a la vez¡ luego en
este modelo los c-uplos de pertenencia pueden tener más de una coordenada
unitaria¡ al conjunto de tales c-uplos lo denotaremos simbólicamente por EEc.

A fin de efectuar una nueva formalización de los conceptos de Aizenberg y Tsip-
kin, definamos un nuevo tipo de subconjunto, que llamaremos 3-subconjunto.

Sea, como hasta ahora, R = {Xl, .'" xn}.

Definición 6. Diremos que R' = {(XI,PI), oo., (xn,Pn)}, donde Pj E {O,1, 2},
j E {1,oo, n}, es ~n 3-subconjunto de R.

Por analogía con la ,tooríadesubconjuntosdifusos convendremos en escribir
en R' sólo aquellos pares en los que la segunda coordenada no es nula¡así,
R' = {(Xii' Pii)' ... , (Xi,., Pir)} con Pij E {1, 2}, j E {1, '" r}.
Al conjunto {Xii"",Xir} lo llamaremos 3-soporte de R' y al número r longitud
de R'.

Sean tI = {(XI,PI), oo., (xn,Pn)} y t2 = {(XI,P;), .oo, (Xn,P~)} 3-subconjuntos
de R¡ diremqs que tI está incluido en t2 y lo denotaremos tI ~3 t2, si

, .' , ;,. ] [p'" I ]]
VJ[[Pj T .Q~Pj =:= O 1\ j =:=: 1 ~ Pj = 1] A [pj = 2 ~ Pj = 2 .

Si representamos tI = {(XillPii),.oo,(Xi •.,Pir)} (Pij E {1,2}, j E {1, .. ,r}) y
t2 == {(3t¡,?ji)' .oo, (xj., Pja)} (Pj¡ E {1, 2}, i E {1, ..., s}), entonces (6) es equiv-
alentea·ti~t2 en el sentid<f clásico de la teoría de conjuntos, considerando a
tlY t2'-tbmo conjuntos dé' pates ordenadol!!; ,;"

Proposición 4. Los testores de Aizenberg y Tsipkin son g-testores.
-,:",



¡1,

f3R,(Ot, O'!) =

, O,

[
[Pi; =1 =* ct'ij(Xi;(Ot),Xij(Ov))= O]V ] ,
[Pij = 2 =* ct'ij(Xij(Ot), Xij(Ov» = O]

j == 1,.oo,r; '.
en otro caSo;

( )
{
O, si \Ixli'IiYIi' t xi' Yi = 1,

1/ X, Y = i=l
1, en otro caso.

Entonces, si tomamos Di = D = {O} resulta que se' obtienen de la definici6n
de y-testor los testores de Aizenberg y Tsipkin. •

Realmente Aizenberg y Tsipkin formulan el concepto de conjunto testor de
predicados. A partir de R' se obtiene unívocamente el conjunto de predicados
y viceversa. \,

Demostración. Sea ahora q, la familia de testores de Aizenberg y Tsipkih
de una matriz de aprendizaje M A .

. "~3 es una relaci6n de orden y los elementos minimales por ~3. en q, son los
testores primos de Aizenberg y Tsipkin. •

4.4. k-testores de Ruiz Shulcloper
.:1) .:q ,::'<:.t'

Co~ide~enw!i,ahora una 16gica k-:valente de Lukasiewicz, con valores verita-
tivos en Ek = {O,OO" k - 1}, de modo que O,oo., (s - 1) se consideran valo~es
destacados negativos, (k - s), oo., (k - 1) valores destacados positivos y los
valores intermedios s, .1., (k ;..:..s - 1) valores no destacados (suponemos que
s ~ kj2).

De ese modo, aunque sé trabaja sobre una 16gicak-valente, para algunas cosas
se le da tratamiento 3-vaIEmte. A cada rasgo Xi de R se le asocia un criterio
de cOnlparaci6n delÚpcr\Pi : AhxMi - Ek.

Consideraremos que x e y son valores "semejantes" del rasgo Xi si ct'i(X,y) ~
k - s. Análogamente podemos considerar asociado a Xi e~ criterio que se

, obtiene de ct'i segú~ la, ne.gaci6n de Lukasiewicz y que denotaremos ct'i:



en este caso rp¡(x, y) ~ s - 1 significará lo mismo que rp¡(x, y)'~. k - Sj

(rp¡(X, y) ~ k - 8 se entiende como que x e y son valores "diferentes" del
rasgo Xi)'

Definición 7 (Ruiz-8hulcloper y Lazo-Cortés (1991)). El conjunto de
predicados k-va1entes r = {rp~?, ... , rp~;. } es un k-testar para la muestra de

aprendizaje {K~, "" K~} si

'Ip E {l,.,.,c}, 'Iq E {l, ... ,c}, 'IO¡ E K~, 'lO; E K~,

max {k - 1 - [p -¡. q], k - 1 - min {[rp~? (Oi' O;)], ... , [rp~;. (O¡, Oi)]}}

es una tautología, siendoC1¡ E {O,l}; [rpO(O¡,O;)] = k - 1 - rp(O¡,O;),
[rpl(Oi,Oj)] = rp(O¡, O;).
r es un testor primo si ningún subconjunto propio es testor.

Demostración. Sea R' = {(X¡l'Pil)' ... , (X¡r,P¡r)} un 3-subconjunto de R,
definamos

[ [P'j = 1=> \P'j.('.¡j(Ot)'X¡j(.OV)).~ s -1] V]
[P¡j = 2 =? rpij(X¡j(Ot),Xij(Ov)) ~ s-l]

j = 1, ... , r'j

en otro caso.

Considerando v como en (7) y D' = D = {O} se tiene lo que se desea probar .•
Si tomamos k = 2 obteIÍémos como caso particular de k'::'testor el testDr de
Aizenberg y Tsipkin., '

:r;

;Demostración:. Sea'¡' la familia de k..•testores de una matriz de aprendi~je
M A, sobreq, 'podemos' considerar la relaci6n de orden S;3. Los: elemen\os
minimales en q, por S;3 son los k-testorespriínos de Ruiz Shulcloper .•

A, E. Andréev da en 1981 una definici6n de testor en el sentido clásico de Zhu-
ravlev para un problema en el que las clases, siendo duras, no necesariamente



sondisjunt8f$; aquí nuevamente los C-Upl98de pertenencia están, en I:Ec. Los
patrones Tpara Andréev- !l:e d~~riben mediante vectores bQoleanos, pero ~s

. " ' ,

posible,eli~inartal restricqjq~.;
Andréev formula su defin..iciónen los siguientes .términos

... ¡ " i! ,;

Defi~icióll¡ 8 (Andréev (1981». Sea T : V -. En ulla tap1~ binaria. En. , { '~~ .. e
denota el cubo n-dimensiona1 binario y V un conjunto finito tal que V = ,U,=1
K~. Un n-::up10T de Ense llama testar de la tabla si para cuales<Iuiei:adistintos
Oi, Oj elementos de V, de T ~ T(Oi) $T(Oj) E9 (1, oo., 1) se tiene que existe
una clase K; tal que Oi, Oj E K;, tE' {1, OO" e}. T(O) denota la descripción
de O en.ténninos. de n variables boo1eanasy E9 la suma módu1Q:2.

'. ¡..

;se'llam~ típico ~i no existe r' E E talque r' < T y r' es un'te~tor.

~,j j

Demostración. Sea V:, EEc x I:Ec -. {O, 1} tal que
'. \

.{ Ov(x,y) = '
; 1,

c
si I: Xi' Yi = 1,

i=l
en otro caso.

Considerando <l'i Y f3R' como en (3) y (4), v como en (8), y tomando D = D' =
{O}, se obtienen de la definición de y-testor los testoresge Andréev...•

.
Se tiene del hecho de que los testores típicos de Andréev son minimales para
la relación de inclusión.

El concepto de e-testor surge como un primer intento de resolver un problema
más generaL . .' :
Con frecuencia en la solución de problemas prácticos se utiliza.n los peSos
in~o~macionalesde rasgos y o~jetos,~btenidos por eje.~~l~'~~~~.if:~Je~e~:oque
claslco de Zhuravlev. Es deCIr,considerando un testor como cOmbm8.ClOnde
rasgos para la cual no hay descrip«ion~ semejap-tes para objetos en clases
diferentes. entendiendo por descripcioqes seIDejantesaquellas que lo son r8,$go.-.... . ,

a rasgo para el conjunto de rasgos que se·considera...



Ocurre, sin embargo, que al aplicar un algoritmo de clasificación puede uti-
lizarse otra cóncepcÍón'acerca de la semejanza entre objetos (al comparar cada
objeto a clasificar con cada objeto de la muestra de aprendizaje), 'luego se prc:r
duce una incompatibilidad con los pesos de objetos y rasgos que se consideran,
pues fueron calculados a partir de otra función de semejanza.
En este sentido, surge el concepto de e-testor, de considerar la función de
semejanza

{3 ,(O O) = { 0';, si ¡{Xi E R' : t,Oi(Ot,Ov) f1 Di}1 ~ e,
R t, v 1 'en otro caso, ,

donde t,Oi : Mi x Mi -Vi y Di es cierto sub conjunto de Vi tal qlie t,Oi(Ot,Ov) E

Di se interpreta como que Ot y Ov son semejantes atendiendo únicamente al
rasgo Xi.

Los autores definen el concepto en los siguientes términos:

Definición 9 (Alba-Cabrera et al. (1994». Un conjunt,?,de columnas T
es un e-testar si la submatriz que T define en M D no contiene filas formadas
sólo por 'Y unos, 'Y ~ e; es decir, sólo contiene filas formadas por al menos e + 1
unos.
Un e-testor es un e-testar típico si cualquier subconjunto propio de él no es
e-testor.

Demostración. Se tiene de considerar {3como en (9), v como en (5) y
D =l?' = {O}.•

,~te_enfQq~e de la noci9n de testor ~s el único que considera un problema en
que la pertenencia de los objetos ~_.lasclases -particularmente en la muestra

,de ~p~endizaJe- es difusa. -" ..

'Definición 10. Un subconjunto de variables lingülsticas T =-{XlI'l', oo., XrB} ~
R es un testor en grado ¡i: si al eliminar de M D todás 'las columnas, excepto
las que figuran en T, se 'cumple que:



i) no existe fila' alguna' de M D formada sólo por ceros;

ii) p (Xt) # Ort di1, .." is' ,

p es el grado de pertenencia de T a la familia W de testores en cierto

grado, y se deñne como p = P-w (T) = !t P (X1"t).'
s t=l

P (Xi) es una magnitud asoCiada a la variable lingüística Xi,
(l.. i

Un testar en grado' pes típicosi'ninguno de sus:subconjuntos propios es un
testOr en grado ¡t.

Sea ppra cadEloXi definido un criterio de comparación CPi,

donde T (Xi) representa los términos de la variable Xi y T (6.Xi) los téJ.:minos
de la variable lingüÚJtica!decomparación 6.Xij y sea Dita1que cpi(Xl, X~) E

Di puede interpretarse como que Ot y Ov toman en la varia.,ble Xi valores
semejant~s.
Se considera la pertenencia de los objetos a las clases de manera, difusa, pero
tomando cada objeto sólo en aquella das,e para la cual la pertenencia es
máxima (la suponemos única), de modo q'!1elos c-uplos de, pertenencia tienen
una sola coordenada no nula. Al conjunto de tales c-;-;uploslo denotaremos
[0, lJc. '

Demostración. Sea R' = {Xr1, oo., Xr;,,} ',§; R un testor en grado p (con
respecto a R y M A). '

Definamos.8R' de fa siguiente manera ;

~i3xj E R' [p(Xi) = :Q] (y,

'VXi E R' [cpj(xl, XJ)E Dj];
'~motro caso, .

Sea 11 : [O;:1le X [O,1le -+ {O,1}el criterio de comparación entre c.....uplos·definido
por

'( ); {1, si t Xi' Yi = 0,
11 X, Y = i=l

0, en otro caso.

Entonces, considerando D = D' = {O} se tiene el resultado. I



Corolario 6. Los testores típicos en cierto grado son g-testores típicos.

Es inmediato si consideramos e como la relación de inclusión.

La definición propuesta de g-testor constituye una extensión del conce'O
primario de testor, que no solo logra generalizar éste, sino que a la vez perrte
considerar todas las extensiones conocidas hasta hoy de dicho concepto ('..no
casos particulares de la misma. Resulta un paso unificador dentro de la t>ría
de testores, adquiriendo fundamentalmente un valor metodológico.

. ,

El concepto de g-testor nos brinda un enfoque general de la problematjA. que
encierra la idea que da origen al concepto primario de testor.

Aquí hemos demostrado que todas las extensiones propuestas hasta j>yres-
ponden a este enfoque general; es decir, se obtienen como casos particlares de
g-testores. Sin embargo, los c-testores y sobre todo los testores en cie;o grado
ya plantean situaciones que pueden estudiarse desde posiciones más ~nerales.
Los problemas en los que, para lograr una eficiente modelación, las dases
deben ser tomadas como subconjuntos difusos, surgen como nectdidades en
las más ~~riadas situaciones de la práctica, y ellos' a su vez constit.yen fuentes
de inter~~8.ntes y co:lÍiplejas investigaciones teóridas.

,La utiliz'ación de criterios más generales de comparación por asgos y entre
objetos es otra importante exigencia para el desarrollo de nue<>Smodelos!i
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