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Resumen

Se establecen algunos resultados relativos a autosemejanza en el conjun-
to de funciones XY, con la topologia producto (obteniendo como con-
secuencia inmediata que el espacio de Cantor es autosemejante) y con
otras topologfas sobre XY que constituyen generalizaciones de la topo-
logia producto. Se presentan también algunas ampliaciones de la nocién
de autosemejanza topoldgica.

1. Introduccion

En la primera parte de este trabajo [4] se inicia un estudio sistemdtico de la
nocién de autosemejanza topoldgica, haciendo inicialmente una breve descrip-
cién de algunas formalizaciones existentes del concepto y luego presentando
diversos ejemplos, propiedades e interrelaciéon con conceptos afines como auto-
semejanza simbolica y atractor de un sistema iterado de funciones. En esta
segunda parte se demuestra que X Y es autosemejante para cualquier espacio
X y cualquier Y conjunto infinito; como consecuencia inmediata el espacio
de Cantor es autosemejante. También se estudia la autosemejanza de X con
otras topologias que corresponden a generalizaciones de la topologia producto,
todo lo cual proporciona (proposiciones 2.2, 2.3, 2.5 y 2.8) formas de construir

K ey words and phrases. Autosimilitud, espacios autohomeomorfos, espacios de funciones.
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espacios autosemejantes. Finalmente, en la tltima seccién se presentan y ana-
lizan algunas generalizaciones de la nociéon de autosemejanza y se plantean
algunas preguntas y tareas pendientes. La mayor parte de los resultados que
se presentan en este trabajo fueron expuestos en diferentes sesiones del Se-
minario Sabatino de Topologia, realizado en la Universidad Nacional de
Colombia, durante el segundo semestre de 1996 y constituyen un avance del

trabajo de tesis que realiz6 la autora, bajo la direccién del Doctor Carlos J.
Ruiz S.

2. Autosemejanza y Espacios de Funciones (Otros
metodos de construccion)

2.1. Autosemejanza y XY con la topologia producto

En la parte I de este trabajo [4], se proporcionan (Proposiciones 2.1 (v), (vi),
3.3, 3.5 y 3.6) formas de obtener espacios autosemejantes. En esta seccién se
presentan otros métodos de construccién.

Proposicion 2.1. Si X es un espacio topoldgico cualquiera yY es un conjunto
infinito, entonces XY es autosemejante.

Demostracién. Sea O = Oy, X --- x Oy, x [],,, X, un abierto bdsico de

XY (es decir cada Oy, es un abierto de X y X, = X para cada y # y;). Sea
(2y)yey un punto de O. Entonces

(Ty)y € C={my } x - x{xy, } ¥ H Xy CO
Y#Yi

y se tiene que C' ~ XY, O

Una consecuencia inmediata es el siguiente resultado, que ya se habia demos-
trado directamente en [4], Proposicién 3.1.

Corolario 2.1. El espacio de Cantor {0,1}" es autosemejante

Corolario 2.2. Todo espacio topoldgico es (homeomorfo a) un subespacio de
un espacto autosemejante, este subespacio es a su vez un cociente de un espacio
autosemejante. Ademds, si X es hiperconezo (es decir, todo par de abiertos no
vacios se intersectan), entonces tal subespacio es denso en el correspondiente
espacio autosemejante.
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Demostracién. XV es autosemejante (Proposicién 2.1) y ¢ : X — XN
definida por: ¢(z) = (x,z,---) es un homeomorfismo de X en ¢(X). Por otra
parte la funcién f : X — ¢(X) definida por f(z1,x2, ) = (z1,71,---) es
continua, abierta y sobre, por lo tanto ¢(X) es un cociente de XN. Ahora, si
X es hiperconexo, sea O = O1 x --- x Oy, x X" un abierto (bésico) no vacio
de XNy sea z € %, Ox. Entonces (z,z,---) € O N ¢(X). O

Observacion 2.1. En [1] se muestra que [0, 1] es un conjunto autosemejante
que no es el producto de conjuntos autosemejantes y por lo tanto no puede
ser un espacio producto XY con Y infinito.

Observacion 2.2. En realidad, en la Proposicién 2.1 se ha demostrado algo un
poco mas fuerte: para todo abierto O y todo x € O existe un conjunto C
tal que x € C C O y C es homeomorfo al espacio total. Esto corresponde
al concepto de autosemejanza punto a punto, definido en [2], pag. 217,
Definicién 2.3, el cual implica autosemejanza, aunque no reciprocamente (ver
[2], pag. 218, Ejemplo 2.8).

A partir del resultado establecido en la Proposicién 2.1, se planteé la siguiente
pregunta: ; Qué otras topologias (distintas de la trivial y de la producto) dotan
a XV de estructura topoldgica autosemejante? A continuacién se establecen
algunas respuestas.

2.2. Autosemejanza y la topologia de compacto-abierto

Se sabe que la topologia de compacto-abierto 7o coincide con la topologia
producto 7p, cuando Y se considera con la topologia discreta. El siguiente

ejemplo muestra que en general (XY, 7¢) no es autosemejante:

Ejemplo 2.1. Considere {0, 1} donde {0,1} tiene la topologia discreta y N
la topologia de complementos finitos. Entonces N — {1} es un compacto de N,
y se tiene,

<N {1}, {0} >={ f 2" | F(N—{1}) = {0} } = {fo, f1}

es un abierto (sub-bésico) que tiene exactamente dos elementos, lo cual prueba
que (QN, T¢') no puede ser autosemejante.

Una condicién para que XY con la topologia 7¢ sea autosemejante, es que Y
sea infinito y discreto, pues, como ya se anotd, en este caso 7¢ coincide con la
topologia producto, que notaremos 7p. Méas generalmente se tiene:
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Proposicién 2.2. SiY es infinito y anti-compacto entonces (XY

semejante.

,TC) es auto-

Demostracién. Un espacio topolédgico se dice anti-compacto si sus tnicos
subespacios compactos son los conjuntos finitos (ver [3]).

Veamos que en las condiciones dadas, las topologias 7« y 7p coinciden. La
contenencia 7, C 7¢ siempre se tiene, pues si O = Oy, X --- X Oy, X [[, . Xy
es un abierto béasico de la topologia producto, entonces

0 =< {yl}vOyl >N---nN< {yn}aOyn >

que es un abierto béasico de la topologia compacto-abierto. Reciprocamente,
sea < K,O > un abierto sub-bésico de 7¢. Sea K = {y1,--- ,yn} . Entonces
< K,0>=0N x Hy?éyi Xy que es abierto de 7p. a
Algunos ejemplos de espacios anti-compactos son los siguientes,

Ejemplo 2.2. Todo espacio infinito y discreto.

Ejemplo 2.3. R con la topologia de complementos enumerables: dado K
compacto de este espacio, si K fuera infinito, sea {1, x2,---} enumerable y
contenido en K. Sean O; = R—{xzg, 23, -}, Oy = R—{x3, 24, }, -+ ,0p =
R—{zpt1,Tnt2, -}, - -. La familia de los conjuntos O,, forma un cubrimiento
abierto de K, pero ninguna subfamilia finita de esta familia recubre al conjunto
{x1, 9, - }. Por lo tanto K debe ser finito.

Ejemplo 2.4. X un conjunto y a € X. La topologia <a>=:{ GC X |a €
G } U {0} es anti-compacta pues si K es un compacto en (X, < a >) entonces
{{z,a} | z € K } constituye un recubrimiento abierto de K, por tanto existe
N tal que K C U?;l{xi, a}, lo cual implica que K es finito.

Ejemplo 2.5. El ejemplo anterior se puede generalizar tomando A un sub-
conjunto finitode X y < A>={ GC X | ACG }uU{0}.

Observacién 2.3. Siempre se tiene 7p C 7¢, pero en general son distintas:
considere 2V donde 2 = {0, 1} se considera con la topologfa discreta y N con la
topologia de complementos finitos. Entonces, como ya se vié en el ejemplo 2.1,
< N—={1},{0} >= {fo, f1} es abierto de 7¢ pero no lo es en 7p (los abiertos
de la topologia producto son infinitos).

Observacion 2.4. Un abierto sub-bésico de la topologia de compacto-abierto
es de la forma OF x XY~ donde K es un compacto de Y y O es un abierto
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de X, por tanto 7o es siempre menos fina que la topologia de cajas Toa.
En general, la otra contenencia no se tiene: para 2V, 2 con la topologia de
Sierpinski y N con la topologia discreta, el conjunto {0} = {fo} es abierto en
la topologia de cajas, pero no lo es en la de compacto-abierto pues ya sabemos
que en este caso < 2N, Tc > es autosemejante y por lo tanto no tiene puntos
aislados.

2.3. Autosemejanza y una generalizacion de la topologia pro-
ducto sobre XY

La demostracién de la Proposiciéon 2.1 sugiere una forma de construir topolo-
gfas sobre XV (més finas que la topologia producto), de tal manera que este
siga siendo autosemejante.

Proposicion 2.3. Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto infinito y «
un cardinal infinito fijo tal que o < |Y|.

i) Los conjuntos de la forma,

[[Oyx XY " ={feX”| f(y) €Oy, VyeT}
yel

donde I CY tal que |I| < o, y cada Oy es un abierto de X, forman una
base para una topologia T4 sobre XY .

i) (XY, 7,) es autosemejante punto a punto.

Demostracién. i) Cuando I = {) se obtiene el espacio total XY . La inter-
seccién de dos conjuntos de la forma dada es nuevamente un subconjunto
de la misma forma, pues |I| < a y |I'| < o implican [TUI'| < .

i) Sean O =[], ¢,
de O. Entonces,

O, x XY =1 un abierto basico de 7, y (z,)ycy un punto

(zy)y € C = H{my} xX¥-'co
yel
y C ~ XY pues si |I| < a entonces |Y — I| = |Y]|
O

Observacion 2.5. 1. La topologia producto 7p es menos fina que 7, para
cualquier a y ademés 7,, = 7p, es decir tomando a = xo = |N| se obtiene
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la topologfa producto sobre XY, con lo cual la construccién definida en
la proposicién anterior corresponde a una generalizacién de la topologia
producto sobre XY . Como consecuencia inmediata, si Y es enumerable,
TP = Ta = Tly|-

.Sia < B < |Y|, ay (B infinitos, entonces 7, C 73 C Tca. De esto se

deduce que 7p = N{7, | @ es un cardinal infinito, o < |Y|}.

. De la proposicién 2.3 y las observaciones anteriores, tenemos una cadena

(de topologfas) en el reticulo Top(XY), con Y infinito:
Tirivial © Ty =7P S - ST C - Ty, X0 < a <[V

cada una de las cuales dota a X de una estructura autosemejante.

. En general 7¢ y 7)y| no son comparables: tome 2N donde 2 = {0,1} se

considera con la topologia discreta y N con la topologia de complementos
finitos. Como N es enumerable, 7jy| = 7p y ya se vi6 en una observacion
anterior que en este caso ¢ gZ 7p. Por otra parte, considere 28 donde 2
se considera con la topologia de Sierpinski y R con la topologia usual. Se
puede probar entonces que {0}@ x {0, 1}¥-Q(= {f € 2F | f(Q) = {0}})
es un abierto en 7y pero no lo es en 7¢.

. Si Y es finito, XY puede no ser autosemejante (cuando no se especifica

la topologfa de XY se entiende que se estd considerando la topologia
producto). Por ejemplo S* x S! no es autosemejante. Sin embargo sabe-
mos ([4], Proposicién 2.1, (vi)) (vi)) que si X es autosemejante entonces
X™ también es autosemejante.

. (XY,704) no es autosemejante, en general. Por ejemplo considere

{0, 1} donde {0, 1} se toma con la topologfa discreta. Entonces {0} =
{fo} es un abierto (unitario) de la topologia de cajas, con lo cual ¢4
no puede ser autosemejante. Si X es autosemejante entonces (X Y, TCA)
resulta también autosemejante: si O = Her O, es abierto no vacio de
XY con la topologia de cajas, entonces para caday € Y, Oy es un abierto
no vacio de X, por tanto existe Xz// homeomorfo a X y tal que Xz// C Oy.
Se puede probar que Her Xz// C O y es homeomorfo a XY .

La construccion que se describe en la proposicién 2.3, se puede generalizar de
la siguiente manera,
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Proposicion 2.4. X eY espacios topoldgicos y F una familia de subconjuntos
de Y, cerrada para uniones finitas. Entonces los conjuntos de la forma

[0, x X" F={feX”| f(y) €Oy, Vy<cF}
yeF
donde F' € F y cada Oy es un abierto de X, forman una base para una

topologia T sobre XY .

Demostracién. Cuando F = () se obtiene X* y por ser F cerrada para
uniones finitas, entonces la intersecciéon de dos conjuntos de la forma dada, es

nuevamente un conjunto de la misma forma. O
Observacion 2.6. 1. Para cualquier F, 7r C 704, y si F C G entonces
T C 15.

2. SiF=Pp(Y)={ACY| Aes finito} entonces 7 = 7p.

3. 81 Fy ={I C Y| |I| < a}, donde a es un cardinal infinito, a < |Y,
entonces Tr, = Tq-

4. SiY € F entonces T = Tc4-

5. Si X tiene la topologia trivial entonces 77 es la topologia grosera, para
cualquier F.

En el siguiente resultado, se establecen condiciones sobre Y para que XY,
con cierta topologia construida como se describe en la proposicién 2.4, sea
autosemejante.

Proposicién 2.5. X, Y espacios topolégicos. Sea C = {F CY | F es cerrado
y F #Y} SiY # 0 es autosemejante e hiperconexo (es decir todo par de
abiertos no vacios se intersectan), entonces (XY,Tc) es autosemejante punto
a punto.

Demostracién. En primer lugar debe verse que C en efecto satisface las con-
diciones de la Proposicién 2.4. Claramente () € C. Si F'y F’ son cerrados y
distintos de Y entonces F'U F’ es cerrado y también distinto de Y, por ser Y’
hiperconexo.

Sea Op = HyeF Oy x XY—F un abierto bésico no vacio de 7¢. Entonces F
es un cerrado de Y y distinto de Y. Luego Y — F es un abierto no vacio
de Y y como Y es autosemejante, existe Y/ C Y — F tal que Y/ ~ Y. Sea
(zy)yey € Op. El conjunto de funciones X Y" se considera con la topologfa
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7 donde C' = {F' C Y' | F' es cerrado en Y' y F' # Y’ }, (como Y es
hiperconexo y Y’ es homeomorfo a Y entonces Y’ también es hiperconexo.)

(a)

X Y ~ XY': Sabemos que existe h : Y — Y un homeomorfismo. Sea
h: XY — XY definida por h(f) = fh. Claramente h(f) € XY’
ademds, * h es uno a uno: Si h(f) = h(g) entonces fh = gh luego f = g.

* h es sobre: Si g € XY entonces gh—1 € XY y E(gh_l) =g.

* I es continua: Sea On10) ={f € XY'| f(y) € Gy, Yy € hHCO)}
abierto basico de X Y/, ( todo cerrado de Y’ se puede expresar de la
forma h~!(C) donde C es un cerrado de Y; cada Gy es un abierto de
X). Entonces

hil(Ohfl(C)) = {fff1 e XY | fly) € Gy, Vy € h’l(C)}
= {ge XY |gly) €Gy, VyeC}

y este dltimo conjunto es un abierto de XY .

* h es abierta: Sea O = {f € XY | f(y) € Gy, Vy € C} abierto bdsico
de XY (cada Gy es un abierto de X y C es un cerrado de Y). Entonces

WOc) = {fhe XV | [(y) € Gy, VyeC}
= {9e X" | gly) € Gy, Yy € h71(C)}

siendo este tltimo un abierto de XY

V=AfeX | fly)=a, VyeY -Y}=X"sa¢p:V— XV
definida por ¢(f) =: fly. Claramente ¢(f) = fly € X¥.

* ¢ es uno a uno: Si ¢(f) = ¢(g) entonces f y g coinciden en Y’. Pero
también, por estar en V, coinciden en Y — Y’ luego f = g.

* ¢ es sobre: Sea g € X¥'. Sea §: Y — X, definida por

L z, siyeY -Y’

entonces g € V' 'y ¢(g) = g.

* ¢ es continua: sea Ocryr = {f € XY | fly) € Gy, Yy e CNY'}
abierto bésico de X (cada Gy es un abierto de X y C es un cerrado
de Y). Entonces

o (Ocry) = {feV|fly) €Gy, YyelCnY'}
= Vn{ge XY |gly) €G,, VyeC}



SOBRE AUTOSEMEJANZA TOPOLOGICA, PARTE II

donde G}, =Gy siye CNY'y G =X siye C-Y"

*¢ es abierta: sea Oc = {f € V' | f(y) € Gy, Vy € C} abierto basico de
V (cada G es un abierto de X y C es un cerrado de Y'). Entonces

$(Oc) = {fly € X' | f(y) € Gy, Yy € C}
= {ge XY | g(y) €Gy, VyeCNY'}

que es un abierto de X Y’

(¢) VCOp:Sea feV.Seay e F;comoY' CY — F entonces y € Y — Y/,
luego f(y) = x, € Oy. Asi f € Op. De (a), (b) y (¢) se concluye que

(XY, 7¢) es autosemejante punto a punto.

Se probard ahora que las topologias 7, (ver Proposicién 2.3

y la observacion 2.6, 3. anterior), son del tipo descrito en la Proposicién 2.5.

Proposicién 2.6. Si F, = {I CY | |I| < a}, a cardinal infinito, o < |Y|,
entonces la coleccion Fo U{Y'} es la familia de cerrados correspondiente a una
topologia sobre Y, hiperconexa y autosemejante.

Demostracién. Usando propiedades de los cardinales no es dificil demostrar
que la familia F, U{Y} satisface las condiciones para ser una familia de cerra-
dos de una topologia. Sea o, = {A CY | |V — A] < a} U {0} la familia de
abiertos correspondiente. Si A y B son dos abiertos no vacios de piq, entonces
Y —(ANB)| =|(Y —A)U(Y —B)| < a, por tanto Y —(ANB) # Y o lo que es
lo mismo AN B # (), lo que prueba que pu, es hiperconexa. Para probar que jio
es autosemejante, tomemos A un abierto no vacio de p, es decir |[Y — A| < «
lo que implica |A| = |Y|. Sea entonces h : A — Y una biyeccién. Como la
topologia de subespacio para A es {G C A | |A— G| < a}U{0} y h conserva
cardinales, se puede concluir que A es un homeomorfismo. ]

Nota 2.1. Obsérvese que (Y, u,) es “fuertemente autosemejante”, pues todo
abierto no vacio es homeomorfo a Y y lo es bajo cualquier biyeccion.

En la proposicién anterior se dan condiciones sobre Y para que el espacio
(XY, 77) sea autosemejante. A continuacién se generaliza ligeramente esta
construcciéon y se dan condiciones sobre X para obtener nuevamente autose-
mejanza en (XY, 75).
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Proposicion 2.7. X e Y conjuntos, O una familia de subconjuntos de X y
F una familia de subconjuntos de Y que satisfacen:

i) O es cerrada para intersecciones finitas;

i1) F es cerrada para uniones finitas.

Entonces los conjuntos de la forma

[[O,x X F ={feXx¥| fly) €Oy, VyecF}
yeF

donde F' € F y Oy € O para cada y € F', forman una base para una topologia
To,F sobre XY,

Demostracién. Al tomar () como conjunto de indices se tiene por i7), que ()
pertenece a F y al tomar F = () se obtiene X" .

Usando las condiciones i) y ii) se concluye que la interseccién de dos conjuntos
de la forma dada, es nuevamente un conjunto de la misma forma. O

Nota 2.2. Cuando O es una topologia se tiene la 7r construida en la propo-
sicion 2.4.

Proposicién 2.8. Si O es una topologia sobre X tal que (X, O) es autoseme-
jante, entonces (XY, 70, 7) es autosemejante.

Demostracién. Sea O = {f € XY| f(y) € O,, Yy € F} un abierto bésico,
no vacio de (XY, 10,F), es decir F' € F y O, es abierto de X para caday € F'.
Debemos probar que O contiene un subespacio homeomorfo a (X Y 70,F). Si
F = (entonces O = XY y yase tendrfa. Si F # 0, paracaday € F, f(y) € O,
luego cada O, es no vacio y como X es autosemejante, existe Xg’/ C O, tal
que X! ~ X.Sea A= {f € XY| fly) € Xy, Vy € F}. Claramente A C O.
Veamos que A ~ XY . Para cada y € F existe hy: X — le/ homeomorfismo.
Sea h: A — XY que a cada f € A le asocia h(f): Y — X definida por,

~1 si
rhm = { R Sl

Claramente h(f) € XY.

* h es uno a uno: si h(f) = h(g) entonces para y € F se tiene h;'f(y) =
h;lg(y) de donde f(y) = g(y), y paray € Y — F obviamente f(y) = g(y).
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*h es sobre: sea f € XY . Entonces f = h(f) donde f:Y — X se define por:

| hyfly) siyeF
1) { Yt) siyeY —F

y facilmente se ve que fE A.

* h es continua: sea G = {f € XY| f(y) € Gy, Vy € F'} abierto bésico de
XY (cada G es un abierto de X y F’ € F). Entonces

h10) = {h ')l fly) € Gy, Vy € F'}
= {9e€Algly €Ay, Vye FNF', y,9y) € G, Yy F' — F}

donde A,N X, = h,(Gy), Ay es abierto en X. Puesto que (F'NF)U(F'—F) =
F'y A,, G, son abiertos de X se concluye que h~1(O) es un abierto de A.

*h es abierta: sea G = {f € A| f(y) € Gy, Yy € F'} abierto bdsico de A.
Entonces

MG) = {hf)l fly) € X)) Yye Fy f(y) € Gy, Yy € F'}

= {ge XY gly) e h, (G,NX]), Vye FNF', yg(y) € Gy,
Vy e F' — F}

que es un abierto de XY, O

Nota 2.3. La proposicién anterior sigue siendo valida si en vez de tomar O
una topologia, se toma una base de topologia.

3. Algunas generalizaciones de la nocion de autose-
mejanza

En la definicion del concepto de autosemejanza topoldgica intervienen dos ele-
mentos importantes: la “lupa”bajo la cual se examina el espacio y el “espacio
modelo”que se busca bajo la lupa (en el caso de la autosemejanza son los
abiertos no vacios del espacio X y el mismo espacio X, respectivamente). Mo-
tivados por algunos ejemplos, se variaron estos dos elementos, y se obtuvieron
algunas generalizaciones interesantes de la nocién de autosemejanza. En esta
seccién se presentan estas generalizaciones, estableciendo para cada una de
ellas una lista de propiedades. Ademds se muestran algunas caracterizaciones
de la misma nocién, en términos de sus generalizaciones.



128

SONIA M. SABOGAL P.

Definicién 3.1. Y-semejanza: Dado Y un espacio topoldgico (fijo), un es-
pacio X se dird Y-semejante si todo abierto no vacio de X contiene un
subespacio homeomorfo a Y .

Obsérvese que en el caso particular Y = X se tiene la nocion de autosemejanza.

Ejemplo 3.1. S! no es autosemejante pero si es R-semejante.

Propiedades.

a)

b)

Es inmediato que 0 es Y-semejante para cualquier espacio Y; X es ()-
semejante y también {x}- semejante, para todo espacio X .

Si X es Y-semejante entonces |Y| < |O] < |X| para todo O abierto
no vacio de X: Esto es consecuencia inmediata de la definicién de Y-
semejanza.

De la proposicién anterior se deduce que si X es Y-semejante, y si |Y| > 1
entonces X es perfecto.

Y -semejanza se hereda por semi-abiertos: sean X espacio Y-semejante y
H tal que O C H C O para algtin O abierto de X. Si H = () entonces H
es Y-semejante. Si H no es vacio, sea G N H un abierto no vacio de H,
(G es abierto de X). Sea x € G N H, entonces x € G N O de lo cual se
deduce que GNO # ) y por hipétesis existe Y C GNO tal que Y ~ Y,
luego Y/ € G N H y esto prueba que H es Y-semejante.

Y -semejanza es una propiedad topoldgica: es inmediato.

La suma de espacios Y -semejantes es Y -semejante: si { X, }aea €s una
familia de espacios Y-semejantes, sea O abierto no vacio de » A Xa.
Entonces para cada funcion iq : Xo — > ca Xa, definida por iq(z4) =
(T4, ) se tiene que i, 1(O) es abierto de X,, y como O # (), entonces
para algin «, iy1(0) # (). Por hipétesis existe Y/ C i 1(O) tal que
Y' ~ Y, luego i, (Y') C O y como i, es inyectiva, continua y abierta,
entonces i,(Y’) es homeomorfo a Y’ y por consiguiente a Y.

Si {Xuotaea es una familia de espacios topoldgicos, y cada X, es Y-
semejante, entonces [ [, Xo es [[, Ya-semejante: sean X =[], Xo, Y =
[[,Ya y O =]l Oq un abierto (basico) no vacio de X, (es decir cada
O, es abierto no vacio de X, y O, = X, salvo para un nimero finito
de indices). Por hipétesis para cada « existe Y. C O, tal que Y, ~ Y.
Por tanto Y/ =[], Y, ~Y yY' CO.
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h) Sean (X, 7) espacio topolégico, Y un conjunto y F una familia de sub-
conjuntos de Y cerrada para uniones finitas. Si (X,7) es Z-semejante
entonces (XY, 77) (ver Proposicion 2.4) es ZY -semejante ( Z¥ se con-
sidera con la topologia pur donde p es la topologia sobre Z ): sea

[[0, x X" F ={feX”| f(y) €Oy, VycF}
yeF

donde F' € Fy O, € 7 para cada y € F, abierto (bésico) no vacio de
(XY, 7£). Si F = () entonces O = XY. Existe Z' ~ Z tal que Z’ C X.
Entonces Z'Y C XY y z/¥ ~ zZV.

Si F' # () entonces cada Oy y el mismo X son abiertos no vacios de
X. Como X es Z-semejante, para cada y € I existe Z; C Oy tal que
Z, ~ 7 y para cada y € Y — F' existe también Z; C X tal que Z, ~ Z.
Sea A = Her Z;; entonces A C Oy A ~ Z¥ bajo el homeomorfismo
h:Z¥Y — A queacada f € Z¥ le asigna la funcién h(f) : ¥ —
X definida por h(f)(y) =: hyf(y) para cada y € Y, donde hy es un
homeomorfismo de Z en Z.

i) Si X es Y-semejante, Y # 0 y Y es Z-semejante, entonces X es Z-
semejante.: sea O un abierto no vacio de X. Existe Y COy Y’ ~Y.
Como Y es Z-semejante y la Z-semejanza es una propiedad topolégica,
entonces Y’ es Z-semejante. Ademds Y’ es abierto no vacio en si mismo,
luego existe Z' CY', Z' ~ Z y claramente Z' C O.

Definicion 3.2. C-autosemejanza: Dados un espacio topolégico X y C C
PX, se dird que X es C-autosemejante, si todo C' € C contiene un subespacio
homeomorfo a X.

Obsérvese que en el caso particular en que C es la coleccién de abiertos no
vacios de X, se tiene la nociéon de autosemejanza.

Ejemplo 3.2. OGN no es autosemejante pero si es C—autosemejante, donde
C={CCpPN|C escerrado e infinito } y también A-autosemejante donde

A={ACPN | A es abierto no contable }
Propiedades.

a) Claramente X es {X }-autosemejante y también (- autosemejante para
todo espacio X.
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b) Si X es C-autosemejante entonces |C| = |X| para todo C € C: esto es
consecuencia inmediata de la definicién de C-autosemejanza.

c) Si X es C-autosemejante y A C X entonces A es C'-autosemejante,
donde C' =:{C € C | C =C"NA para algun C' € C}: claramente cada
elemento de C’ es un subconjunto de A y un elemento de C; por hipétesis
contiene un subespacio homeomorfo a X, el cual a su vez contendra un
subespacio homeomorfo a A.

d) Si X es C-autosemejante y X ~'Y bajo un homeomorfismo h, entonces
Y es h(C)-autosemejante: sea h(C) donde C' es un elemento de C. Por
hipédtesis existe X' C C tal que X’ ~ X; luego h(X') 2 X'~ X ~Y y
h(X'") C h(C).

e) Si Xo es Cq-autosemejante para todo o € A, entonces [[, Xo es C-
autosemejante donde C =: { [[, Ca| Co € Cq, Vo }: para cada C, existe
X! C C, tal que X! ~ X,. Por tanto [[ X, C[[Cua v [I1 X, =~ ]] Xa-

f) XY es C-autosemejante para cualquier espacio X, cualquier conjunto

infinito Y y cualquier coleccion C cuyos conjuntos son de la forma Cy, X

- x Oy, X XY~} donde n € N y cada Cy, es un subconjunto

no vacio de X: sean C' = Cy, x --- x Cy, x XY ~W¥n} yn elemento

de la coleccion C y x = (vy)yey € C. Sea A =: {xy, } x -+ x {xy,} X
XY~Aviun} entonces AC Cy A~ XY,

g) Sean (X, T) espacio topoldgico, Y un conjunto y F una familia de subcon-
juntos de Y cerrada para uniones finitas. Si (X, 7) es C-autosemejante
entonces (XY, 77) es C'-autosemejante, donde C' =: { [[Cy| C, €
C,VyeY }:sea][Cy € C'. Como cada C, € C, por hipétesis existe para
cada y, X, C Cy tal que X ~ X. Por lo tanto [ X}, C [] C, y se puede
verificar que [[ X, ~ X Y bajo el homeomorfismo h : XY — [1X,
que a cada funcién f € XY le asocia la funcién h(f) : Y — Uyey X5
definida por h(f)(y) = hyf(y) donde h, es un homeomorfismo de X en
X,

Definicién 3.3. C-Y-semejanza: Dado un espacio topolégico Y (fijo), un
espacio X se dird que es C-Y-semejante, donde C C PX, si todo C' € C
contiene un subespacio homeomorfo a'Y .

Obsérvese que en el caso particular en que C es la colecciéon de abiertos no
vacios de X y Y = X se tiene la nocién de autosemejanza.

Ejemplo 3.3. R es C-Cantor-semejante, donde C={ [a,b] | a < b }.
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Propiedades.

a)

Claramente X es C-0-semejante y también ()-Y -semejante para todo par
de espacios X e Y y toda coleccion C de subconjuntos de X; y X es C-
{z}-semejante para todo X y toda coleccion C de subconjuntos no vacios
de X.

Si X es C-Y-semejante entonces |Y| < |C| < |X| para todo C € C: esto
es consecuencia inmediata de la definicién de C-Y -semejanza.

Si X es C-Y-semejante y A C X entonces A es C'-Y -semejante, donde
C'={C eC | C=C"NApara algun C' € C}: es inmediato.

St X es C-Y-semejante y X ~ Z bajo un homeomorfismo h, entonces
Z es h(C)-Y -semejante: sea h(C) donde C' es un elemento de C. Por
hipétesis existe Y/ C C tal que Y/ ~ Y; luego h(Y') ~ Y ~ Y y
h(Y') C h(C).

Si X es Co-Y-semejante para todo o € A, entonces Y X, es |JCq-
Y -semejante: la coleccién | JC, se puede ver como una coleccién de sub-
conjuntos de Y X,. Sea C' un elemento de dicha coleccién. Entonces
C € C, para algin « y por hipdtesis existe Y’ ~ Y tal que Y’ C C.

Si Xo es Co-Yo-semejante para todo o € A, entonces [[, Xo es C-[] Ya-
semejante donde C =: { [[,Cal Co € Cqo, Va }: para cada C, existe
Y! C C, tal que Y, ~Y,. Por tanto [[Y, C [[Co ¥y [1Y. =[] Ya-

Sean (X, 7) espacio topoldgico, Y un conjunto y F una familia de subcon-
juntos de Y cerrada para uniones finitas. Si (X, 7) es C-Z-semejante en-
tonces (XY, 75) es C'-ZY -semejante, donde C' =: { [[C,| C, € C, Vy €
Y } (ZY se considera con la topologia jur donde i es la topologia sobre
Z):sea [[Cy € C'. Como cada Cy, € C, por hipétesis existe para cada y,
Z,, € Cy tal que Z; >~ Z. Por lo tanto [[ Z, C [[C, y se puede verificar
que [[Z; =~ ZY bajo el homeomorfismo h : Z¥ — [1Z;, que a cada
funcién f € ZY le asocia la funcién h(f) : Y — Uyey Z; definida por
h(f)(y) = hy f(y) donde hy es un homeomorfismo de Z en Z.

Si X es C-Y-semejante yY es F- Z-semejante, F # ), entonces X es
C-Z-semejante: Sea C € C. Existe Y/ CC y Y/ ~ Y. Sea I € F. Existe
7' CFyZ ~Z. Ademés existe F/ C Y’ tal que F/ ~ F. Como Z' C F,
existe Z” C F' tal que 2" ~ Z'. Luego Z" CY' CCy 7" ~ Z.
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Definicion 3.4. £-semejanza: Sea £ una familia de espacios topoldgicos.
Un espacio X se dirda E-semejante si todo abierto no vacio de X contiene un
subespacio homeomorfo a alguno de los espacios de la familia £.

Obsérvese que en el caso particular £ = { X'} se tiene la nocién de autoseme-
janza y si &€ = {Y'} se tiene la Y-semejanza.

Ejemplo 3.4. Si X es el espacio formado por S! y un disco cerrado, tangente a
S1, entonces X no es autosemejante pero si es £-semejante donde £ = {R, R?}

Propiedades.

a)

b)

Es inmediato que () es £-semejante para cualquier coleccion € de espacios
topoldgicos, y que X es {0, {x}}-semejante para todo espacio X .

Si X es E-semejante entonces m < |O| < |X| para todo O abierto no
vacio de X, donde m = min{|E|; E € £}: esto es consecuencia inmediata
de la definicién de £-semejanza.

De la proposicién anterior se deduce que si X es E-semejante y |E| > 1
para todo E € £ entonces X es perfecto.

E-semejanza se hereda por semi-abiertos: sean X espacio £-semejante y
H tal que O C H C O para algtin O abierto de X. Si H = () entonces H
es E-semejante. Si H no es vacio, sea GN H un abierto no vacio de H, (G
es abierto de X). Sea x € GNH, entonces z € GNO de lo cual se deduce
que GN O # () y por hipétesis existe £/ C G N O tal que £’ ~ E para
algin E € €. Luego E' C GN H y esto prueba que H es £-semejante.

E-semejanza es una propiedad topoldgica: es inmediato.

Si Xo es Eq-semejante para todo o € A, entonces Y cn Xa €5 |JEa-
semejante: Sea O abierto no vacio de ) . Xo. Entonces para cada
funcién iy @ Xo — > ca Xa, definida por i (z4) = (24, ) se tiene
que i1 (O) es abierto de X,, y como O # (), entonces para algin a,
i71(0) # 0. Existe E!, C iZ'(0O) tal que E', ~ E,, para algin E, €
Ea CJEq- Entonces io(EL) C O y in(E") es homeomorfo a E,.

Si {Xataea es una familia de espacios topoldgicos, y cada X, es Eq-
semejante, entonces [[, Xo es £-semejante donde € = { [[, Fua | Ea €
Ear, YV a}isean X =[], Xo y O =[], Oq un abierto (bésico) no vacio
de X, (es decir cada O, es abierto no vacio de X,. Para cada a existe
E!, C O, tal que E), ~ E, para algin E, € &,. Entonces [[, E/, C
[[I.Oay 1l EL~1],Eacé.
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Veamos ahora algunas caracterizaciones de la nocién de autosemejanza, en
términos de sus generalizaciones. Para esto se usara la siguiente definicion:

Definicion 3.5. X espacio topoldgico y C una coleccion de subconjuntos de
X. C se dird una coleccion de superabiertos si para todo C' € C existe O abierto
no vacio de X tal que O C C.

Proposiciéon 3.1. X espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son e-
quivalentes:

i) X es autosemejante;

i1) O es X-semejante para todo O abierto de X ;
iii) O es A-semejante para todo O abierto de X y todo A subespacio de X ;
iv) X es C-autosemejante para toda coleccion C de superabiertos;

v) X es C-autosemejante para alguna coleccion C de superabiertos, mds fina
que la coleccion de abiertos no vacios de X.

Demostracién. i) = ii): Si O = () se tiene el resultado. Si O # () tomemos
GNO un abierto no vacio de O; es decir G es un abierto no vacio de X. Entonces
G N O es también un abierto no vacio de X y por tanto existe X’ C GNO tal
que X' ~ X.

i1) = 4i1): Nuevamente si O = () se tiene el resultado. Si O # () sea G N O
abierto no vacio de O. Existe X’ C GN O tal que X' ~ X. Si A es subespacio
de X existe A’ subespacio de X’ tal que A’ ~ A y claramente A’ C X' C GNO.

ii1) = iv): Sea C' € C. Existe O abierto de X, no vacio, tal que O C C. Por
hipétesis O es X-semejante luego existe X’ C O C C tal que X' ~ X.

iv) = v): Basta tomar C como la coleccién de abiertos no vacios de X.

v) = 1i): Sea O abierto no vacio de X. Por hipédtesis O € C luego existe X’ C O
tal que X' ~ X. O

Finalmente se plantean algunas preguntas, inquietudes y tareas pendientes
que fueron surgiendo a lo largo del trabajo realizado:

1. Comportamiento con funciones: ; Si X tiene algin tipo de semejanza y
f: X — Y, bajo qué condiciones se obtiene el mismo tipo de seme-
janza en Y? ( una respuesta para el caso particular de ciertos cocientes
del espacio de Cantor se proporciona en la Proposicién 3.3 de [4]. Otra
respuesta corresponde a la Proposicién 3.6 de [4]).
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2. ; Es en general §(X) — X autosemejante?.
3. ¢ Si B(X) y B(Y) son autosemejantes entonces 3(X x Y) es autoseme-
jante?.

4. ;Como se puede caracterizar la familia de subespacios de un espacio
autosemejante, que hereda la autosemejanza?.

5. ¢ Bajo qué condiciones un espacio autosemejante es un espacio autosimi-
lar simbdlico?.

6. Claramente todo espacio cuasi—invariante es autosimilar simbdlico y de
cancelacién, jse cumple lo reciproco?.

7. (Si X es un cociente de Cantor y X es perfecto, entonces X es un espacio
de cancelacion 7.

8. Obtener caracterizaciones topolédgicas para los atractores de SIF’s.
9. ( X™ autosemejante implica X autosemejante?.
10. ;Vale el reciproco de la Proposicién 3.4 7.

11. Investigar la estructura de la coleccién SA(X) de todos los subespacios
autosemejantes de un espacio topolégico X.

12. ;Qué estructura tiene el conjunto de las topologias autosemejantes sobre
X, dentro del reticulo T'op(X)?.

13. ;Qué propiedades se tienen para cada nocién de semejanza, con respecto
a los cocientes 7.
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