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Resumen

Los problemas inversos para ecuaciones diferenciales no lineales aparecen
en diferentes campos de la ciencia, como por ejemplo en la transferencia
de calor, en fisico—quimica, fisica del plasma e hidrologia. Este trabajo
estd dedicado a la demostracién del teorema de unicidad de la solucién
de un problema de identificacion.
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1 Introduccion

Una de las condiciones importantes para la solucién de problemas en las dife-
rentes areas de la ciencia y la tecnologia contempordneos es la asimilacién y
profundizacién de temas modernos de la matematica aplicada. Entre ellos se
encuentran los relacionados con los llamados problemas inversos. En este tra-
bajo se considera un problema inverso que consiste en identificar el coeficiente
cinético través de los resultados de un experimento dindmico. En calidad de
informacién suplementaria para la determinacién de la caracteri stica se em-
plea una curva dindmica de salida, esto es, la concentracién del gas a la salida
de la columna en un punto. El problema inverso se plantea para el modelo
matematico de sorcién dindmica con cinética de difusién mixta [6].
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2 Formulacién del problema inverso

Consideremos el modelo matematico del proceso de sorcién dindmica con ciné
tica de difusiéon mixta:

vu, + B(a)u = B(a)F(v), (z,t) € Qr, (2.1)

ar = B(a)(u— F(v)), (x,t) € Qr, (2.2)

vy +yv =va+ AB(a)u — A\3(a)F (v), (x,t) € Qr, (2.3)
uw(0,t) = pu(t), 0<t<T, (2.4)

a(z,0) = v(z,0) =0, 0<x<l, (2.5)

1

donde A\ = —, v, 7 son constantes positivas, la funcién F(&) es la funcién
oy

inversa a la isoterma f(§); Qr = {(x,t) : 0 <2 <[,0<t<T}.

Supongamos que la funcién u(t) satisface las condiciones

peClo,tl, w0)=0, 4 (t)>0, tel0,t, (2.6)
F e CY(—o0,), F(0)=0,
F(+00) > F(u(T)); 0 < F'(€) < ¢, ¢ = const. (2.7)

Supéngase que la funcién ((§) que aparece en las ecuaciones (2.1)—(2.3) es
desconocida y se debe identificar a través de informacién complementaria sobre
la solucién del problema. Sean las constantes -y, A, v conocidas, y parat € [0, 7]
se conocen las funciones p(t),

o) =ult), 0<t<T, (2.8)
y la funcién inversa de la isoterma F'(£). Se deben determinar las funciones
B(&), u(x,t), a(x,t), v(z,t) que satisfacen las ecuaciones (2.1)—(2.5), (2.8).

El estudio del problema inverso (2.1)—(2.5), (2.8) estd basado en el empleo de
algunas propiedades de la solucién del problema (2.1)—(2.5). En forma andloga
como se hizo en [6], se demuestran los siguientes resultados.

Teorema 2.1. Supdngase que las funciones u(t) y F(§) satisfacen las condi-
ciones (2.6) y (2.7), y que B(&) satisface la condicion

BeCl(—o0,00), B0)=0; 0<F(E)<L

para £ € (—00,00). Entonces existe una unica solucion del problema (2.1)—
(2.5) y las funciones u,a, v € C[Q7]. Ademds,

ug(x,t) >0, ag(z,t) >0, ve(z,t) >0, (z,t) € Q%, (2.9)
ug(z,t) <0, az(z,t) <0, vy(z,t) <O, (z,t) € QY%, (2.10)
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donde Q% = {(z,t) : 0 <z <1[,0<t<T}.

Corolario 2.1. Si las funciones u(z,t),a(x,t),v(z,t) son soluciones del prob-
lema (2.1)~(2.5) y se satisfacen las condiciones (2.6)—(2.7), y F(+o00) > u(T),
entonces para cualquier T € (0,T] en Qr son vdlidas las siguientes desigual-
dades:

u(z,t) <u(0,7) = p(r), (2.11)
0 <a(x,t) <a(0,7), (2.12)
0 <w(z,t) < flulx,t) < fu(r)). (2.13)

Demos la definicién de solucién del problema inverso del problema (2.1)—(2.5),
(2.8).

Definicién 2.1. El conjunto de funciones {3(§),u(z,t),a(z,t),v(z,t)} se llama
solucion del problema inverso (2.1)—(2.5), (2.8), si

B e (—00,00), B0)=0, 05 <L (2.14)
para £ € (—00,00), L es una constante, u(x,t), a(z,t), v(x,t) € CHQr] y las
funciones 5(§), u(x,t), a(x,t), v(z,t) satisfacen (2.1)—(2.5), (2.8).

2.1 Unicidad de la solucién

Para el problema inverso (2.1)—(2.5), (2.8) demostremos el teorema de unicidad
de la solucién, suponiendo que la funcién ((§) es conocida para valores lo
suficientemente pequefios de su argumento.

Teorema 2.2. Supongamos que la funcion p(t) satisface la condicion
pe CHO,T), u(0) =0, w'(t) >0, tel0,T], (2.15)
y la funcion F(§) satisface

F e CY(—o0,00), F(0)=0,

, (2.16)
F(400) > F(u(T)); 0< F'(§) < ¢, ¢ = const.

Entonces, si 3;(§),ui(x,t),a;(z,t),vi(z,t), con i = 1,2, son soluciones del
problema inverso (2.1)—(2.5), (2.8), y existe un &y > 0 tal que (&) = Pa(§)
para § € [0,&,], se tendrd u1(x t) = ug(x,t), ai(x,t) = as(x,t), vi(z,t) =
va(z,t) en Qr, y B1(§) = Pa(&) para € € [0,a2(0,T)].
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Demostracién. Sean 5;(§),ui(x,t),ai(z,t),vi(x,t), para i = 1,2, soluciones
del problema inverso (2.1)—(2.5), (2.8). Supongamos que a1(0,7) < a2(0,T).
Introduciendo las funciones

q(z,t) = ui(x,t) — us(x, t), p(x,t) = a1 (z,t) — as(z, t),
w<x7t) =vi(z,1) — UQ(x7t)7 Z(f) = /31(5) - ﬁ2(§)a

se desprende de (2.1)—(2.5), (2.8) que el conjunto de las funciones {q(z, t), p(x, t),
w(z,t)} es la solucién del problema

vqy + b(x,t)qg = z(az(x,t))g(x,t) + r(x, t)p + Az, t)w (2.17)
pe+r(x,t)p =0b(z,t)qg — z(az(x,t))g(x, t) — A(z, )w (2.18)
wy + B(x, t)w = c(z,t)p + Ab(x,t)qg — Az(az(z,t))g(x, 1), (2.19)
q(0,t) =0, 0<t<T, (2.20)
p(z,0) =w(z,0) =0, 0<z<lI, (2.21)

donde

1
A(z,t) = By(az(x, 1)) / F'lva(w, 1)) + 0(vi (@, 1) — va(x,t))]db,

0
g(a,t) = F(oi(z,1)) — ar(z, 1),

r(2,1) = gla, 1) / B las(x, 1) + 0(ar(z, ) — as(z, £))]d0,
b(z,t) = 52((12(1’ t),

c(x,t) =~y — Ar(zx,t),

B(z,t) = —l—)\ (x,t).

Integrando las ecuaciones (2.17), (2.18) con las condiciones (2.20), (2.21),

obtenemos
1
q(x,t) / exp{ / b(s,t) ds} z(aa(h,t))g(h,t)dh
0 ViJn

1 1

+— [ exp { - b (s,t) ds} A(h,t)w(h,t)dh (2.22)
v 0 v h
1 1

+ — exp{ - b (s,t) ds} r(h,t)p(h,t)dh,
vJo VJhn
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{ e
B /Ot exp {— /Ttr(ffﬁa@)de} b(z,7)q(z, T)dT (2.23)
2.

’ ) » T)q\L,
_/ / exp{—/ b(s,t)ds—/:r(x,ﬁ)dﬁ}r(h,T)A(h,T)w(th)dth.

(2.24)
Representemos por Rj(x,t, h,T) la resolvente respecto al nicleo

%exp{—% /h " (s, t)ds — / r(z,0)d0}r(h, )b(h, )

de la ecuacién de Volterra. Entonces (2.24) se puede escribir de la forma

q(l‘,t) = fl(m7t) + f2(xvt)

t rx 2.25
" /0 /0 Ru(z.t,hy7) (Fo(ha7) + folh 7)) dhdr, (229)
donde
1 [* 1 [
fl(xat)zi €EXpq—— b(S,t)dS Z(CL?(hvt))g(hat)dh
V/O { V/h } (2.26)

1ot
- /0 /O H(z, hy t,7)r(h, 7)2(as(h, 7))g(h, 7)dhdr,
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14

folw,t) = - /0 Cexp {—i /h bls “ds} Aot D (2.27)

1 t T
- / / H(z, h,t, 7)r(h, 7)A(h, 7Y (h, 7)dhdr
0 JO

1 T t
H(x,h,t,7) = ~ XD —1/ b(s,t)ds —/ r(w,@)d@} .
h T

v

btenemos
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(2.28)

XU’x&maWMﬁmm+mmm%m
0

_ /Ot exp {—/Ttr(:r,e)dé?}A(x,T)w(x,T)dT.

Cambiando el orden de integraciéon y denotando por

t t
Bi(w.hyt,7) = / exp {— / r(, 6)d0} Ry (x, 1, by ) b(ee, ),
T n

obtenemos
t
[ {- / )
/OteXp{ / d9} fi(z, 7)b(x, 7)dr
)

/texp{ / 0)do b b(x, 1) falx, T)dT (2.29)

+

+
H~O

+/0/0 By(z,t,h,7) (f1(h,7) + fa(h, 7)) dhdT

/ot P { / d9} Az, T)w(z, T)dT.
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Reemplazando (2.25) y (2.29) en (2.19), e integrando y haciendo los respectivos
cambios de variables de integracién, tenemos la siguiente ecuacién para la
funcién w(x, t):

w(z,t) =
= /Otgl(x,t,T)g($,7')z(a2($,7'))d7'—|—/Otgl(l'ataT)b(xaT)fl(xaT)dT
+/ t
/

t T
1(1’,t,T)b(l',T)f2(.ZE,T)dT+/0 A 92($at7£?7—)f1(€77—)d£d7—

Q

t
2($7t’£77—f1(§a )dde_/O gl(l"t,T)A(,CE,T)’U)(IE,T)dT (230)

exp {
t
Xp {

t

\

t
B(z,6) de} (az(x,7))g(x, T)dT

+A

+A

o\o\o\

/
/tB (z,0) de} z,7) fi(z, 7)dT
e

exp{ tB dﬁ} x,7) folx, T)dT,

donde

(2,4, 7) /te {—/ (x,e)de}exp{—/an(x,e)de}c(:c,mdn,
go(at,6,7) = / exp{ - /n B, 08 | e, ) B ,7) 4 Ml ) .
Reemplazando (2.27) en (2.30), tenemos:

w(z,t) =

Gyt + / (w4, 7)b [//Hmw@,)
X A(E, (€, 6)dédo + / exp{ | e ace e ] ar
—i—/o/o hi(x,t,&,7) X {/0 /OT H( k,7m,0)r(k,0)A(K, )w(k, 0)d0dk

+% /05 exp {_i /: b(s,r)ds} A(K,T)w(x,T)d/{} drde

- /0 g1(z,t, 7) Az, T)w(z, 7)dT,
(2.31)
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donde

g3(x,t,7) = q1(x,t,7) + Xexp {— /tB(:J:,Q)dQ} ,
hl(x7t7§77—) = 92($7t7§>7—) + )\exp {_/tB(x7‘9)d9}

G1($,t) =
t

:/ gg(l‘,t,T)g(l‘,T)Z(ag(l‘,T))dT—l-/ g3(x,t,7)b(z, 7) f1(x, T)dT
0

0

t x
+/0/0 hi(x,t,&,7)f1(§, 7)dédr.

Cambiando los érdenes de integracién en la anterior expresion obtenemos

w(z,t) = Gi(x,t)—

- /t /m [/tH (2,7, €, 0)r(&, 0)A(E, 9)93(33,t,7')b($,7')d7'] w(E, 0)dEdo

// g3(x, t, 7)b(x, T exp{ 1/xb(s T)ds} A€, TYw(E, T)dedT
// [/ / H(g, k7, 0)h(x,t, &, 7)r (K, 9)de£] A(k, 0)w(k, 0)dfdr
/ / [/ hi(x,t,&, 1) exp{—y/: b(s,T)ds}dg] Ak, Tw(z, 7)drdk

/0 gi(x,t, 7)A(z, T)w(z, 7)dT.
(2.32)

En forma final podemos escribir

w(z,t) =
=G1(ﬂf7t)+/0 /Om Bo(x,t, &, 7)r(€,0)A(E, T)w(€, 7)dédr (2.33)

—/0 g1 (z,t, 7) Az, T)w(z, 7)dT,
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donde
B2(x) ta 67 T) =
== /t H(xa T, 57 Q)T(€7 T)gg({li, t, Q)b(xa Q)de
+ %gg;(.ilf,t,’]’)b(l’,’]’) exp {_i /:’ b(s, T)ds}

-/ | H(,0.6,7) s (0,8,,0)r s, )8
13 T

1 (" 1 (¢
+ - / hi(x,t, Kk, T)exp {—/ b(s, T)ds} dk
v 13 vV Jk

Usando la resolvente del nicleo —g; (z,t,7)A(z, 7), lamada Ra(z,t,7), obte-
nemos:

w(x,t) =

= Gi(x,t) + /t Ro(x,t, 7)G1(x, t)dr
0
t x 234
+ /O /0 Bo(a, 1, €, 7)A(€, 7w (€, T)dEdr (2:34)
t T x
+ /0 [R2<x,m> /0 /0 Bo(a,t,£,0) A(€,0)w(E, 6)dedd | dr.

Cambiando el orden de integracién en la ultima integral de la ecuacién anterior
tenemos:

w(z, t) =
t
= Gy(z,1) —I—/ Ry(z,t,7)G1(x, 7)dT
0
t T 235
+ /O /O By, t,€,7)A(€, TYw(€, 7)dEdr (2:99)
t x t
+ /O /O / Ro(a, 1, 7) Ba(x, &, 1, 0)w(E, 0)d0dedr.

De aqui, haciendo

t
B3(337 L, 67 T) = BZ (JZ" t, 57 T)A(&, T) + A(f, T) / R?(lﬂa L, G)BQ(xy 9) 57 T)dev
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se obtiene

w(z,t) = Gi(x,t) + /t Ro(x,t, 7)G1(x, T)dT
(2.36)

0
t x
+ /0 /O B, 1, €, r)w(&, 7)dedr.

Resolviendo la ecuacién (2.36) con ayuda de la resolvente Rs(x,t,&,7) del
nicleo Bs(z,t,&,7), se tiene:

w(z,t) = Gl(x,t)+/tR2(ﬂ?,t,T)G1(JI,T)dT
0
+/Ot /Ow Rs(x,t,&,7)G1 (&, 7)dédT

t x T
+/O/O Rg(l’,t,f,T)/O Ry(x,t,0)G1(€,0)dodEd.

Ahora, cambiando el orden de integracién en la integral triple y haciendo
t
Ri(oht.7) = Balayt,6.7) + [ oo, t,6,0)Rala, 0,7

T

tenemos

w(z,t) = Gi(x,t) + /t Ry(z,t, 7)G1(z, T)dT

b P (2.37)
= [ ] Rwte.m6ae e

Reemplazando esta expresion en (2.27), y luego en (2.25) obtenemos
f2($at) =

x T t
1 [ew{-) [(wsoasfaco aens [ rennoien

toré

[ raenn, T)GI(H,T)me} ¢ 2.35)

| t [ enrenaen [Gien+ [ R oG o

g
+/0 /0 R4(§,T,/€,9)G1(f<;,0)d/<;d0} drde.
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Cambiando los limites de integracién y denotando
t
Bl .6,7) = ~H(a 6,6 (e DA ) = [ Ral€0.7)H(z,1.6.0)%
xr(&,0)A(,0)do — / / Ry(k,0,&,7)H (2, K, t,0)r(k,0)x
x A(k,0)d0dr + exp{ / b(s, t)ds} A& t)Ra(E,t,T)
viJe

+ % /{x €exXp {_V /g b(s, t)dS} A(£7 t)R4(’%7 t, ga T)d’%

podemos escribir (2.38) como

t x
fg(x,t) = /0 /0 B4(ﬂ?,t,§,T)G1(€,T)dde
N T T

L exp{_i L b(s,t)ds} A€ G (& D)de.

Reemplazando el valor para G1(x,t) en la anterior expresién tenemos

f (."L‘,t) =
:/ /m B4($7t7§77-) |:/Tg3(€77-79)9(679)Z(a2(§70))d9
0 0 0
T 13 T
4 /0 g5, 7, 0)b(E, 0) f1(£, 0)dB + /0 /0 ha(€, 7, 5, 0) f1 (5, 0)d0di]drde
1 x 1 x t
e [ { = [ i) aen | [ ot ot st s
¢ € ot
+ /0 G5, TIB(E, 7)1 (€, 7)dr /0 /0 hi(.t, 5, 7) f1 (s, 7) e | dE.

Haciendo los cambios de variables de integracion, la anterior expresién puede
ser escrita de la forma

t T
fQ(J:,t):/O/O Bs(x,t,&,7)z(a2(&,7))dEdT

t x
N /O /0 Bs(x,t,6,7) f1(€,)dE,
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donde
By(r,t,6,7) = / Bi(z,1,€,0)g3(6.0,7)9(¢.7)d8
eXp{ 1/:17 s,t) ds} (& t)gs(&,t,T)g(&,t),

R

t
Bo(a,t,€,7) = / Ba(z,1,€,0)gs(&, 0,7)b(€, 7)d0

t rx
+ / / B4(337t,K79)h1(ﬂ,9,§,7)d0d5

exp{—/ bstds} (€4, 7)b(E, 1)

1
+V/§ exp{ V/g b(S,t)dS}A(H,t)hl(lﬁ?,t,g,T).d/ﬁ
Reemplazando en (2.25), tenemos
q(z,t) =
T t
= file+ [ ] Bt m)sate )i

x t
+ /O /0 Ry(z,t,€,7) f1(€, 7)drde

T t
+/0 /0 Bo(x, &1, 7) fu(&, 7)dedS (2.39)

z pt E T
—i—/o /ORl(x,t,f,T) {/0 /0 Bs(&, 7, kK, 0)z(az(k, 0))d0dk
& pT
—I—/O /0 B6(§,T,ﬁ,9)f1(n,9)d9d/{] drd§.
Introduciendo

B7(£L‘,§,t,7’) =
x t

:B5($,£,t,7)—l—/ / Ri(x,t,k,0)Bs(k,0,&,7)d0dk + Bs(x,&,t,7)
& T

x t
= Ra(o. €67+ Baw&.7) + [ [ Ralan s 0)Bo(, 6.6, 7)o,
13 T
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y cambiando el orden de integracién en (2.39), tenemos

Q(xat) = fl(xvt) + /Ox/o B7(x7ta§77—)z(a2(§77—))d7—d§
(2.40)

x t
+ /0 /0 Bs(w,€,1,7) f1 (€, 7)drd.

Por ultimo se reemplaza (2.26) en (2.40):

o) = [T {=] [ bs.0s} s(oate pate 0
2 [ [ st nstoste myote ridsin

x t
—i—/o /0B7(x,t,§,T)z(ag(ﬁ,v'))dv'dg

w1 By(r.6.t.7) [1 / 5 exp{—i / g b(s,T)dS}Z(az(m ))g(k,7)dr
% /0 ' /O CH (€. 5. 0)r(x.0)2(an(x. ) (. G)dﬁ;dG] drde:

realizando los cambios de variables tenemos

q(z,t) = % /: exp {_i /0"” (s, t)ds} Aaal&mate e (2.41)

+/096/Olth(a:,&t,7')2(@2({,7'))g(§,7')al7'd§7
donde

B9(xa€)t7 T) = _%H(J")S)ta T)T(é-)T) + B7($7t7§77)

1 (" 1 /"
+ / Bs(z,t,k,T)exp {— / b(S,T)dS} dr
vV Je vJe

t T
_% / /g Bs(w,t,k,0)H(k,0,8,7)r(E, 7)]drdo.

Haciendo en esta igualdad x = [ y teniendo la condicién (2.8), tenemos

0= [on{-1 [ rts.tyis} stantemnate.nee o)

VJo
l t
n /O /0 Buo(&,t,7)2(as(€, 7))g(&, T)drde,
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donde la funcion
BlO(&? ta 7—) — B9(l7 57 t) T)

tiene primeras derivadas parciales continuas para £ € [0,], 0 <7 <t <T.

Definamos la magnitud Ty como la raiz de la ecuacién ag(0,7y) = . Puesto
que en @7, se cumple la desigualdad 0 < ag(z,t) < a2(0,7p) = ¢ para
0 <z <1 ytel0,Tp], entonces z(az(x,t)) = 0 para (z,t) € Qi 1,, por lo
tanto en (2.42) tenemos

l
_ / h(l, €, 1)z (az(€,1)) €
; (2.43)

t l
Jr/To/o B(&,t,7)z (az(&, 7)) dédr, t € [Ty, T,

donde

l
h(l,&,t) = %exp {—11//0 r(s,t)ds} g(&,t),
B(fvtﬂ-) = B10(§7t7 7)9(677—)'

De la desigualdad (2.10) para la funcién ag(z, t) se desprende que para cualquier
t € (0,7 la funcién ag(z,t) decrece mondtonamente respecto a x. Haciendo
en la primera integral que aparece en (2.43) el cambio de variable n = as(&, 1),
obtenemos

o= [ .02 (2 win0.0) an

Q(lt

/to/ lf)t) n,t),t,7)z (m(ﬂ)(%cf(y(n,t)’t))1d§d77 (2.44)

TOStSTa

donde y(n,t) es la funcién inversa a ag(§,t).

Tomemos como 77 la raiz de la ecuacién as(l,t) = ( Ty). Empleando la
igualdad a cero de la funcién z( &) = 0 para £ € [0, a2(0,Tp)], e introduciendo
la variable 8 = a2(0,t), obtenemos la ecuacién

0
/ N(0,n)z(n)dn =0, 6 € [a2(0,Tp),a2(0,T1), (2.45)
(0,70)
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donde

~1
N (6. = ALyl ) (G211 05760 )

t —1
+ [ Bn.050.0) (G200.0.00))
To <L

La ecuacién (2.45) es una ecuacién de Volterra de primera clase. Derivando
(2.45) respecto a 0 y teniendo en cuenta que la funcién N(0,7) tiene primera
derivada continua respecto a 6, tenemos una ecuacion de Volterra de segunda
clase para la funcién z(n).

Por consiguiente
2(€) =0, cuando & € [a2(0,Tp), az(0,T1)].

Definiendo la magnitud 75 como la raiz de la ecuacién as(l,t) = a2(0,77)
en el caso a2(0,71) < az(l,T) y tomando Th = T para a2(0,71) > as(l,T),
analogamente como se hizo anteriormente obtenemos que z(§) = 0 para £ €
[0,a2(0,T%)]. Puesto que ay(x,t) < const < O para 0 <z <[, Ty <t < T,
entonces continuando con el proceso semejante obtenemos en un nimero finito
de pasos que z(§) = 0 para £ € [0,a2(0,7)]. En virtud que en Q7 se cumple
la desigualdad 0 < ag(z,t) < a2(0,T), entonces z(az(z,t)) = 0 en Qr, y de
(2.41) obtenemos que wui(z,t) = uz(z,t) en Qp. De esta igualdad y de la
ecuacién (2.37) obtenemos que vy (x,t) = va(x,t) en Q. De la representacion
para p(z,t) y z(az(z,t)) = 0, ui(z,t) = ua(z,t), vi(z,t) = va(z,t) en Qr, se
desprende que ai(z,t) = az(x,t) en Q. |
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