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Resumen

Un espacio topoldgico X se dice autosemejante (topolégicamente) si todo
abierto no vacio contiene un subespacio homeomorfo a X. Se presentan
ejemplos (entre ellos SN — N), propiedades e interrelacién con conceptos
afines como autosemejanza simbdlica y atractor de un sistema iterado de
funciones.

Palabras claves. Autosimilitud, espacios autohomeomorfos, cocientes
del espacio de Cantor, fractales.

1 Introduccion

Aunque ejemplos de conjuntos autosemejantes (o autosimilares) son conoci-
dos desde hace mucho tiempo, al parecer es sdlo recientemente que se hacen
intentos para establecer una base tedrica, formal y sisteméatica acerca de ellos.
Un objetivo de este trabajo es contribuir con el establecimiento de dicha base.

La nocién intuitiva de autosemejanza (o autosimilitud) es muy sencilla y na-
tural; muy seguramente todos la hemos percibido en algin momento y de
alguna manera en muy diversos contextos: por ejemplo al observar difer-
entes objetos de la naturaleza como los arboles, algunas clases de helechos,
una cabeza de coliflor, las nubes, las olas del mar, entre muchos otros. Se
encuentra también, claro estd, en el contexto de las matematicas: algunas
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fracciones continuas, conjuntos cuyos elementos son conjuntos, filtros cuyos
elementos son filtros, la categoria de las categorias, la estructura de Top(X) y
numerosos conjuntos, hoy ejemplos clasicos de conjuntos autosimilares como
el conjunto de Cantor, el tridangulo de Sierpinski y la curva de Koch. En todos
estos entes se percibe de alguna forma y en mayor o menor grado la siguiente
caracteristica: el todo estd formado por varias copias de si mismo, solo que
reducidas y colocadas en diferente posicion; o, dicho de otra manera: el todo
es igual a sus partes salvo un factor de escala.

La mencién explicita quizd méas remota en la historia sobre el fenémeno de
autosemejanza, se remonta al siglo V a. de J.C. al examinar las ideas del
filésofo jonio Anaxagoras de Clazomene (;5007-428 a. de J.C.). Segin
Anaxdgoras, el universo fue un caos de innumerables semillas (spermata), al
cual la mente (nus), mediante un movimiento de rotacién (perichoresis), dio
orden y forma. Estas “semillas” no son elementos pues cada una es tan com-
pleja como el todo. La alusién a la autosemejanza es clara: segin Anaxdgoras,

todo el universo y sus partes, por pequenas que sean, son ho-
mogéneos; sus diferencias son solo diferencia de tamano, no de
COMpPosicion.

Asi, cada semilla o sperma,

no es mds simple que el resto, ni esencialmente distinta en su
composicion ([16], p. 297)).

B. Mandelbrot [15] describié (de una manera muy informal) la nocién de
autosemejanza, a la que él denomina “escalante”, de la siguiente manera:

Dicese de una figura geométrica o de un objeto natural cuyas partes
tienen la misma forma o estructura que el todo, salvo que estdn a
diferente escala y pueden estar ligeramente deformadas.

J. E. Hutchinson [9] presenté una teorfa muy formal y bien fundamentada
de los que él llamé conjuntos estrictamente autosimilares. Demostré que dado
S ={S1,...,Sn}, un conjunto finito de contracciones sobre un espacio métrico
completo (esto es lo que mas adelante Barnsley [3] denominé un Sistema Iter-
ado de Funciones, SIF), entonces existe un tinico conjunto compacto no vacio
K, invariante con respecto a S, es decir tal que K = Uf\il Si(K), (por ejem-
plo el conjunto de Cantor es el inico compacto no vacio, invariante bajo las
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contracciones S1(z) = 3z, Sa(x) = 3z + 2 de la recta real) y discutié las
propiedades de dicho conjunto invariante principalmente en relacién con su
medida, para luego proponer la siguiente definicion:

Un conjunto K se dice autosimilar con respecto a S (como antes
S es un conjunto finito de contracciones sobre un espacio métrico
completo (X,d)) si cumple las siguientes dos condiciones:

(1) K es invariante con respecto a S;

(i) H*(K) > 0, HFY(K; N K;) = 0, para i # j, donde H*(K) es la medida
de Hausdorff de K en dimension k, k = dim K, K; = S;(K) Vi.

Sugirié también una nocién de autosimilitud que podria ser mas til, usando
la llamada “condicién del conjunto abierto”, e hizo un estudio muy formal y
riguroso de los conjuntos autosimilares principalmente desde el punto de vista
de la teoria de la medida, y para el caso particular en que S es un conjunto
de similitudes (es decir, composiciones de isometrias y homotecias) y (X, d) es
R™ con la métrica euclidiana.

K. J. Falconer [6] estudié diversos conjuntos fractales como ejemplos de
conjuntos autosimilares, adoptando la definicién dada por Hutchinson y tra-
bajando aproximadamente desde el mismo punto de vista de este ultimo.

M. Hata [8] investigé propiedades topolégicas del inico conjunto compacto K
tal que K = ) . fa(K), donde cada fy es una contraccién débil de un espacio
métrico completo y A es finito 6 A = N, proponiendo asi una nueva definicion
de conjunto autosimilar y generalizando algunos resultados de Hutchinson.
M. Barnsley y S. Demko [4] formalizaron una aproximacién a los fractales
autosimilares, y més adelante el mismo Barnsley amplié esta aproximacion
en [3] e hizo un estudio formal de la obtencién, mediante SIF’s, de conjun-
tos autosimilares , a los que él llamé atractores de SIF’s. Barnsley omitié la
condicién (ii) de la definicién dada por Hutchinson, con lo cual obviamente
generaliz6 el concepto. C. Bandt y K. Keller [2] presentaron una descripcién
de la topologia de ciertos conjuntos autosimilares y consideraron propiedades
de ramificacién y conexidad. F. Takeo [17] estudié la estructura de conjuntos
autosimilares que son invariantes con respecto a dos contracciones sobre R .
G. B. Lewellen [14] definié un conjunto autosimilar como un conjunto com-
pacto que es la union de sus imagenes bajo los miembros de una coleccién de
contracciones, indizadas por un conjunto compacto A, extendiendo el trabajo
de Hutchinson, Barnsley y Hata en cuanto la coleccién de contracciones que
actian puede ser o no contable. A. Kameyama [11] estudié propiedades
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topoldgicas de los conjuntos autosimilares, trabajando con la definicién de
Barnsley. Introdujo objetos mas generales a los que llamé espacios autosimi-
lares simbdlicos, que son cierto tipo de espacios cociente del espacio de Cantor,
y di6 condiciones para la metrizabilidad, conexidad y conexidad local de estos
espacios. El mismo Kameyama presenta en [12], presenta otra definicién de
conjunto autosimilar, por medio de sistemas dinamicos simbdlicos, obteniendo
otra generalizacion de la definiciéon formulada por Hutchinson.

Las definiciones anteriores de la nocién de autosemejanza estan restringidas
al contexto de los espacios métricos. W. J. Charatonik y A. Dilks [5]
investigaron espacios topoldgicos en los cuales se puede encontrar, en todo
abierto no vacio, una imagen homeomoérfica del espacio total. Plantearon
entonces la siguiente definicién (y algunas modificaciones de ella), con la cual
se pretende estudiar el concepto en el contexto mas amplio de los espacios
topolodgicos; tal definicién es la que adoptaremos en este trabajo.

Definicién 1.1. Un espacio topolégico X se dird autosemejante (topold-
gicamente), si todo abierto no vacio de X contiene un subespacio homeo-
morfo a X.

La propiedad de ser autosemejante es necesaria para que un espacio sea au-
tosimilar estricto (ver seccién 2 de [5]); por lo tanto, la familia de espacios
topolégicamente autosemejantes incluye muchos de los llamados “fractales”.
Ademds, esta familia contiene propiamente la familia de espacios invariantes
(ver definicién 3.1 y Figura 1).

En la siguiente seccién se presentan ejemplos (entre ellos GN—N) y propiedades.
En la seccién 3 se analizan interrelaciones con algunos conceptos afines como
espacios autosimilares simbdlicos y atractor de un sistema iterado de funciones.
Se demuestra (Corolario 3.2) que, bajo cierta condicidn, el atractor de un SIF
es autosemejante. Aunque este resultado aparece mas general en [5] (Teorema
3.4), la demostracién que nosotros presentamos es diferente y ademés la pode-
mos generalizar facilmente para otro tipo de cocientes (Proposiciones 3.5 y
3.6). Se presentan formas de construccién, algunas de las cuales corresponden
a espacios de filtros y ultrafiltros. En la parte II de este trabajo se presen-
tardn otras construcciones en espacios de funciones, se demostrara que XY es
autosemejante para cualquier espacio X y cualquier Y conjunto infinito; como
consecuencia inmediata el espacio de Cantor es autosemejante. También se
estudiard la autosemejanza de XY con otras topologias que corresponden a
generalizaciones de la topologia producto. Finalmente, en la 1ltima seccién
de la Parte II se presentan y analizan algunas generalizaciones de la nocién de
autosemejanza y se plantean algunas preguntas y tareas pendientes.
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La mayor parte de los resultados que se presentan en este trabajo fueron
expuestos en diferentes sesiones del Seminario Sabatino de Topologia,
realizado en la Universidad Nacional de Colombia, durante el segundo semestre
de 1996 y constituyen un avance del trabajo de tesis que realizé la autora, bajo
la direcciéon del Doctor Carlos J. Ruiz S.

2 Ejemplos y propiedades

En lo que sigue se entendera que autosemejanza significa autosemejanza topo-
l6gica, tal como se defini6 en la seccién anterior. Estamos interesados, entre
otras cosas, en estudiar cémo se propaga la propiedad de autosemejanza a
través de las operaciones que son propias de los constructos, por ejemplo su
conducta con respecto al orden en Top(X) con respecto a los procedimientos
de imagen inversa e imagen directa, y mds particularmente con respecto a
subespacios (imagen inversa bajo inyeccién) y cocientes (imagen directa bajo
sobreyeccién). Por ejemplo, es claro que el espacio trivial (X, {0, X}) (el
minimo en (Top(X), C)) es autosemejante, pero el espacio discreto (X, PX),
(el méximo en (Top(X), C)) no es autosemejante (X es un conjunto con méas
de un punto). De la misma forma, un espacio finito no trivial con mas de un
punto no es autosemejante. Ademés, un espacio no trivial con exactamente un
nimero finito de abiertos, no es autosemejante. Por otra parte, la propiedad
de autosemejanza no se preserva por topologias mas finas ni menos finas: R
es autosemejante con la topologia usual pero no lo es con la topologia cuya
base es la topologia usual agregando el singletén {0}, ni lo es con la topologia

=10, R, (0,1) }.

Otros ejemplos son los siguientes:

Ejemplo 2.1. R, R? y en general R™ son autosemejantes. Cualquier intervalo
de R también es autosemejante.

Ejemplo 2.2. En R? un disco D = {(z,y) | 2? + y?> < 1} es autosemejante,
pero por ejemplo el circulo S* no lo es.

Ejemplo 2.3. Un conjunto infinito con la topologia de complementos fini-
tos, es autosemejante. En este caso se tiene una especie de “autosemejanza
fuerte”, en el sentido de que cualquier abierto no vacio resulta ser él mismo
homeomorfo a todo el espacio, y no sélo eso, sino que ademds cualquier bi-
yeccion entre el abierto y el espacio total sirve como homeomorfismo. And-
logamente ocurre con un conjunto no enumerable dotado de la topologia de
complementos enumerables, y en general con un conjunto infinito de cardinal
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a, tomando como abiertos los subconjuntos cuyo complemento tiene cardinal
estrictamente menor que o, ademds del conjunto vacio.

Ejemplo 2.4. N con la topologia de las colas a la derecha, es autosemejante.
En este caso también ocurre que cualquier abierto no vacio es €l mismo homeo-
morfo a N, aunque a diferencia del ejemplo anterior, no lo es bajo cualquier
biyeccion.

En la siguiente proposicion se enumeran algunas propiedades de la autoseme-
janza topolodgica.

Proposicién 2.1.

(7) Sitodo punto x € X admite un sistema fundamental de vecindades, cada
una de ellas homeomorfa a X, entonces X es autosemejante.

) Si X es autosemejante, |O| = | X| para todo O abierto no vacio de X .
) Un espacio autosemejante con mds de un punto es perfecto.

(1v) La autosemejanza es una propiedad topoldgica.
)

La autosemejanza se hereda por semiabiertos', es decir un subespacio
semiabierto de un espacio autosemejante, es autosemejante.

(vi) Si{Xa}a es una familia de espacios autosemejantes, entonces el espacio
producto Ha X es autosemejante.

(vit) En general, la autosemejanza no se preserva por subespacios, sumas, ni
cocientes.

Demostracién. (i), (i7), (ii7), (iv) y (vi) son inmediatas.

(v) Sean X autosemejante, O un abierto de X y H tal que O C H C O. Se
probard que H es autosemejante. Si O = () entonces también H = (), que es
autosemejante. Si O no es vacio, sea AN H un abierto no vacio del subespacio
H (es decir, se estd tomando A un abierto de X). Sea z € AN H. Entonces
A es una vecindad de x y € O, luego O N A es un abierto no vacio de X.
Sea entonces X’ homeomorfo a X y X’ C ON A. Sea H C X' tal que H' es
homeomorfo a H. Como X' CONAyONACANH, entonces H C ANH,
lo que prueba que H es autosemejante.

1'Un subconjunto H de un espacio topoldgico X se dice semiabierto si existe O abierto
en X tal que O C H C O (vedse [13]).
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(vii) Basta considerar por ejemplo S' como subespacio de R?, S como co-
ciente del intervalo [0, 1], y la suma de un intervalo con un disco, respectiva-
mente.

1

Observacion 2.1. Vale la pena anotar que lo reciproco de (i) no se cumple.
Por ejemplo, el tridngulo de Sierpinski (véase ejemplo 3.2) S es autosemejante
en virtud del Corolario 3.2, pero para el punto donde se intersecan wq(S) y
wa(S) no existe un sistema fundamental de vecindades homeomorfas a S. Por
otra parte, es claro que lo reciproco de (ii) tampoco se tiene, como se deduce
al considerar por ejemplo el circulo S*. Con respecto a (v) cabe decir que si
un subespacio H de un espacio autosemejante X es también autosemejante,
no necesariamente H es un semiabierto, como ocurre tomando por ejemplo
X =R y H = Q; y finalmente, con respecto a la afirmacion (vi) también
podemos decir que lo reciproco no se cumple, como se deduce de la proposicion
3.1

Ejemplo 2.5 (Autosemejanza y el compactado SN). Una forma de cons-
truir el compactado de Stone—Cech del espacio discreto N de los nidmeros na-
turales consiste en tomar

BN ={ U |U es ultrafiltro sobre N }
con la topologia que tiene como base la familia
B={F4|ACN},

donde Fy ={U € PN | A € U } para cada A C N. Asi, es facil ver que
ON — N es autosemejante (ver [18]); tenemos que

B = BN-N={UecpPN|U es ultrafiltro no principal }.
Sea
Fy=Fanp ={U|U es ultrafiltro no principal y A €U }
abierto bdsico de (3'. Entonces 8 y F'y son homeomorfos.
Observacion 2.2.
1. En general, X autosemejante no implica BX autosemejante. Por ejem-

plo, R es autosemejante, pero el intervalo (0,1) claramente no contiene
una copia de SR. Sin embargo, del ejemplo anterior surge una pregunta

natural: ses en general X — X autosemejante? (esta pregunta queda
planteada en la ultima seccion de la Parte II de este trabajo).
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2. El ejemplo 2.5 se puede generalizar como sigue: st X es espacto discreto,

su compactado de Stone-Cech estd dado por
BX ={U|U es ultrafiltro sobre X }
con la topologia que tiene como base la familia
B={Fs|ACX },
donde Fy ={U € BX | A€U }. Entonces el subespacio
B ={UcpX||Al=|X|, VAcU}

es autosemejante.

. Aunque BN no es autosemejante, si satisface por ejemplo la siguiente

propiedad: “todo subconjunto abierto no contable contiene una copia de
BN” (véase [18]). FEsto induce a pensar en una nueva nocion, mds ge-
neral:

C-autosemejanza: sean X un espacio topoldgico y C C PX. X se
dird C-autosemejante si todo C' € C contiene un subespacio home-
omorfo a X.

O ain mas generalmente:

C-Y -semejanza: sean Y un espacio topoldgico (fijo), X un espacio
topologico yC C PX. X se dird C-Y —semejante si todo C € C con-
tiene un subespacio homeomorfo a Y. De esta manera la autose-
mejanza corresponderia a la T* —autosemejanza= 7*-X —semejanza,
donde T* es la coleccion de abiertos no vacios de X. Otro ejem-
plo que motiva esta sequnda generalizacion lo constituye la nocion
clasica de variedad, que corresponderia entonces a la 7F-R"™—se-
mejanza. En la Parte 11 de este trabajo se exploran un poco este
tipo de gemeralizaciones.

. El complemento del compactado de Stone—Cech de un espacio topoldgico,

con respecto al cubo donde se sumerge, es autosemejante. En efecto:
dado un espacio de Tijonov, se construye su compactado de Stone—
Cech como sigue: si C*(X) denota el conjunto de las funciones de
dominio X y wvalor real que son continuas y acotadas, sea para cada
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[ € C*(X), Iy un intervalo cerrado y acotado que contiene el recor-
rido de f. Sea e : X — Hf Iy la funcion evaluacion definida por
e(x)(f) =: f(z). Entonces el compactado de Stone—Cech de X es la
clausura B(X) = e(x). Puesto que cada intervalo Iy es autosemejante,
entonces el producto Hf I; es autosemejante (Proposicion 2.1, (vi));
claramente Hf Iy — B3(X) es abierto en el producto, luego es semiabierto
y se tiene el resultado (Proposicion 2.1, (v)).

. Siguiendo la misma idea de la observacion 2.2, parte 2, pero tomando
ahora todos los filtros sobre un conjunto, se obtiene otra forma de con-
struir espacios autosemejantes: si X es un conjunto y

§(X)={ F|F es filtro sobre X },

entonces la familia
B={F4|ACX},

donde Fy ={ FeF(X)| A€ F }, es base para una topologia Ty sobre
F(X) tal que el subespacio

F={FedX)||F|=|X|, VFeF}

es autosemejante. Ademds, se puede probar que si X es dotado con una
topologia tal que todo abierto no vacio de X tiene el mismo cardinal que
X, entonces

a) la funcion V : X — §' que a cada x € X le asocia su filtro de
vecindades V(z), es continua.

b) Si X es Ty entonces V es un homeomorfismo.

. Para ON se tiene que
N={U € BN |U es ultrafiltro principal }

es minimal en la familia de subespacios 2 de BN tales que SN — A es
autosemejante. Andlogamente, notando F(N) = F UF", donde

F={FeFN)|VFeF, F esinfinito }

§'"={FegN)|3IFeF, F finito}

entonces §" es minimal en la familia de subespacios A de F(N) tales que
S(N) — 2 es autosemejante (o equivalentemente, § es maximal en la
familia de subespacios autosemejantes de F(N)).
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7. La observacidon anterior hace pensar que, dado un espacio (X, T), podria
ser interesante estudiar las colecciones sa(X) =: coleccion de subespacios
autosemejantes de X y cas(X) =: coleccion de subespacios de X, de
complemento autosemejante. Esta es una tarea pendiente por realizar.

3 Autosemejanza versus atractor de un SIF, versus
autosemejanza simbdlica

Se mostraran ahora algunas interrelaciones entre los espacios autosemejantes,
los atractores de Sistemas Iterados de Funciones y los espacios autosimilares
simbdlicos, que son cierto tipo de cocientes topoldgicos del espacio de Cantor.
En particular, de las Proposiciones 3.2 y 3.3 se deduce que la autosemejanza
topolodgica constituye efectivamente una extension de algunas nociones de au-
tosemejanza métrica.

En primer lugar se mostrara que el espacio de Cantor es autosemejante. Para
esto se usa el llamado Espacio de los Cédigos([3], pdg. 12): fijo N entero
positivo y notando ¥ =: {0,1,..., N — 1}, entonces

EN:{x:xle'--|wi€Z},

con la métrica d definida por

o0
T — Y
d(ﬂﬂlivz"' ,ylyz"') = ZM?
i=1

es un espacio métrico (llamado el Espacio de los Cédigos) homeomorfo al
espacio de Cantor C. Ademaés:

i) si k es un entero positivo fijo y z € XN, entonces la bola de centro = y

radio m esta dada por

1 .
B<x’(]\f+1)k> :{yEEN\xi:yi, Vi=1,...k }.

Esta bola se puede denotar también por [w), el subespacio de todos los
codigos que empiezan por la “palabra” w = x1x9 - - - .

i1) La familia de las bolas descritas en i) forma una base para la topologia
de ©N.
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Proposicion 3.1. El espacio de Cantor C es autosemejante.

Demostracién. Por la Proposicién 2.1, parte (iv), y como C es homeomorfo
al espacio de los cédigos BV, basta demostrar que este dltimo es autosemejante.

Sea B (m, m) un abierto bésico de ©N. No es dificil probar que la funcién

h: B (w, m> — YN definida por h(yiy2 ) =: Yrp1Yks2 -, €8 un

homeomorfismo. ]

La proposicién anterior muestra que no se tiene lo reciproco de la parte (vi),
Proposicion 2.1.

En la siguiente definicién se precisan cuatro tipos distintos de cocientes del
espacio de Cantor. Las nociones (i) y (iv) aparecen en la literatura (ver [11]
y [12]), mientras que las nociones (ii) y (iii) se proponen en este trabajo:

Definicion 3.1. Sea X un espacio topoldgico,

(i) X se dird un espacio autosimilar simbdlico si X es homeomorfo
a un cociente XN/ ~ de Cantor que satisface: Vr,y € XN, Vi € %,
x ~ y implica iz ~ 1y. A una relacion que satisfaga esta propiedad la
llamaremos (como en [10]) una relacién de congruencia.

(1i) X se dird un espacio de cancelacion si X es homeomorfo a un co-
ciente XN/ ~ de Cantor que satisface: Yr,y € YN, Vi € &, iz ~ iy
implica x ~ y. A una relacion que satisfaga esta propiedad la llamare-
mos cancelativa.

(ii1) X se dird un espacio cuasiinvariante si X es homeomorfo a un co-
ciente XN/ ~ de Cantor que satisface: Vr,y € ¥, Vi € &, = ~ y si
y solo siix ~ iy. A una relacion que satisfaga esta propiedad (es decir
que sea simultdneamente de congruencia y cancelativa) la llamaremos
una relacion de tnvarianza.

(iv) X se dird un factor o espacio invariante si X es cuasiinvariante y
de Hausdorff, o equivalentemente si X es cuasiinvariante y ~ es cerrada
(es decir ~ es un cerrado del espacio producto XN x N )2,

A los factores invariantes los llamaremos también factores o espacios invari-
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3.3.

2véase [7], Proposicién V.3.25.
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Claramente todo espacio invariante es cuasiinvariante, y a su vez todo espacio
cuasiinvariante es autosimilar simbélico y de cancelacién. Por otra parte, en el
ejemplo 3.8 se muestra que el espacio de Sierpinski es un espacio autosimilar
simbdlico que no es de cancelacién (y por tanto no es invariante, ni cuasiinvari-
ante). En el ejemplo 3.7 se muestra que S! es un espacio de cancelacién que no
es invariante ni cuasiinvariante, y en el ejemplo 3.5 se muestra que el espacio
trivial de dos puntos es un espacio cuasiinvariante que no es invariante. El
siguiente teorema, tomado de [3], permitird concluir que todo atractor de un
SIF es un cociente del espacio de Cantor, y se usard ademas en la demostracion
de la Proposicién 3.2.

Teorema 3.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Sea {X; wi,...,wN}
un SIF. Sean A el atractor del SIF y XN el espacio de cddigos asociado al SIF
(es decir con ¥ = {1,...,N}). Para cada cédigo o0 = o109+ y cada x € X,
sea

®(o) =: lim wy, 00wy, (x).
n—oo
Entonces ®(o) siempre existe, pertenece a A y es independiente de x. La
funcion ® : N — A es continua y sobre.

Puesto que ¥V es compacto y A es Hausdorff, entonces ® es (ademds de
continua y sobre) cerrada, lo cual permite concluir (ver [19], Teorema 9.2) el
siguiente corolario:

Corolario 3.1. El atractor de un SIF es un cociente topologico del espacio de
Cantor.

Observacion 3.1. Un teorema muy conocido (ver [19], Teorema 30.7) afirma
que todo espacto métrico compacto es una imagen continua del espacio de
Cantor; lo cual, teniendo en cuenta que todo espacio métrico es de Hausdorff,
permite concluir que todo espacio métrico compacto es un cociente del espacio
de Cantor. Asi se obtendria una prueba mds directa del corolario anterior.
Sin embargo se muestra explicitamente la funcion ®, debido a que se usard en
la demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2. FEl atractor de un SIF es un espacio autosimilar simbdlico.
Ademds, si las contracciones del SIF son inyectivas entonces el atractor es un
factor invariante.

Demostracién. Sean A el atractor de un SIF {X;w1,...,wx}, ¥ el espacio
de cédigos asociado al SIF y & : YN — A la funcién definida en el teorema
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A. Entonces A ~ YN/ ~, donde la relacién ~ estd definida por: z ~ y siy
solo si ®(z) = ®(y). Supdngase entonces que z ~ y y sea i € 3. Se tiene:

z o~y = 0(z) = 2(y)

= lim wy, 0+ 0wy, (p) = lim wy, o---owy, (p)
n—0oo n—o0

— wi( lim wy, 00wy, (p) = wil lim wy, 0+ 0wy, (p))

= lim w; 0wy, 00wy, (p) = lim w;ow,y, o---owy,(p)
n—oo n—oo

= O(iz) = P(iy)
= 1T ~ Y.

Ahora, si las contracciones son inyectivas, entonces cada una de las implica-
ciones anteriores es reversible. Obsérvese ademés que A es de Hausdorff por
ser un espacio métrico. |

Existen espacios autosimilares simbdlicos que no son atractores de SIF’s, y
tampoco son autosemejantes como el espacio de Sierpinski (ver ejemplo 3.8).

En el siguiente resultado se establecen condiciones suficientes para que un
espacio autosimilar simbdélico resulte autosemejante. Se recuerda que X es un
espacio finito discreto y ¥* denotara el conjunto de todas las palabras finitas
sobre el alfabeto X.

Proposicion 3.3. Todo factor invariante es autosemejante.

Demostracién. Sea X un factor invariante, es decir X ~ EN/ ~, donde
YN/ ~ es de Hausdorff y Va,y € ¥, Vi € &, z ~ y si y solo si iz ~ iy. Sean
O un abierto no vacio de XN/ ~ y j : ¥N — $N/ + la funcién de cociente.
Entonces j~!(O) es un abierto no vacio de =, y por la autosemejanza de este
ultimo sabemos que existe una palabra w € X* tal que el subespacio [w) de
todos los c6digos que empiezan por la palabra w estd contenido en j~!(O)
y es homeomorfo a ¥V bajo el homeomorfismo h : ¥ — [w) definido por
h(z) =: wz. Setiene que j([w)) C O, luego basta mostrar que j([w)) =~ YN/~
Sea h : YN/ ~ — j([w)) definida por h([z]) =: [h(z)]. Por las propiedades que
cumple la relacién ~, h queda bien definida y resulta inyectiva. Claramente
h es sobreyectiva y si j| denota la restriccién de j a [w) entonces se verifica

facilmente que jjh = Ej , con lo cual ﬁj es continua (pues j; y h lo son). Puesto

que j es una funcién de cociente, entonces h es continua ([19], Teorema 9.4).
Finalmente como ¥/ ~ es compacto y j([w)) es de Hausdorff, se concluye
que h es un homeomorfismo. ]
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Aunque el resultado que presentamos en el siguiente corolario aparece para
un caso un poco mas general en [5] (Teorema 3.4.), aqui lo obtenemos como
consecuencia directa de las proposiciones 3.2 y 3.3, cuyas demostraciones son
distintas de la que se hace en [5], y ademads, la demostracién de la proposicién
3.3 se puede generalizar facilmente en otro sentido para otro cierto tipo de
cocientes, como lo hacemos en las proposiciones 3.5 y 3.6.

Corolario 3.2. FEl atractor de un SIF cuyas contracciones son inyectivas, es
autosemejante.

Demostraciéon. Como ya se comentd es consecuencia directa de las proposi-
ciones 3.2 y 3.3.

El siguiente ejemplo muestra la importancia de exigir inyectividad en las con-
tracciones del SIF.

Ejemplo 3.1. Al considerar el SIF: { R; wy(z) = fz, wao(z) =1}, su atrac-
tores A={(3)"|n=0,1,... }U{0}, el cual claramente no es autosemejante
segin la propiedad (iii) de la Proposicion 2.1.

Sin embargo, los ejemplos clésicos de los llamados conjuntos de tipo fractal se
pueden obtener mediante contracciones inyectivas, con lo cual también resul-

tan ser autosemejantes en nuestro sentido topolégico

Ejemplo 3.2. En el plano complejo el atractor del SIF

1 1 1 1 1.
{ C; wi(z) = §z,w2(z) = §z+ §’w3(2) = 5% + 5t }

es el llamado Tridngulo de Sierpinski, y claramente corresponde a un SIF
con contracciones inyectivas en C, por lo cual es autosemejante.

Ejemplo 3.3. La curva de Koch es el atractor del SIF

1 1 .= 1
{ C; wi(z) = 3% wa(z) = gzelg +t3
1 3 2
w3(z) = cze "5 + - + \({i’ wy(z) = Sz + 3 } ;

luego es autosemejante topoldgicamente.
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Ejemplo 3.4. En el plano complejo el atractor del SIF

1 1 1 1 2
{ (C7 ’l,l)l(Z) = §z7 ’U}Q(Z) = 52 + ga 'Ujg(Z) = gz + ga
1 2 1. 1 2 2. 1 1 2.
w4(z):§z+§—|—§z,w5(z):§z+§+§z, U)6(Z):§Z+§+§Z,
(2) = 22+ S, ws() = 22+ 2
w7 \z2) = —% —7, Wl Z) = =% —1
T 3° T3 "R 3° 73

se llama la carpeta de Sierpinski, y claramente corresponde a un SIF con
contracciones inyectivas en C, por lo cual es autosemejante.

La proposicién 3.3 establece que para que un cociente del espacio de Cantor
sea autosemejante, es suficiente que sea de Hausdorff y cuasiinvariante. Es-
tas condiciones no son necesarias, como lo prueban los ejemplos 3.5 (espacio
trivial de dos puntos) y 3.12 (abanico arménico autosemejante); el primero es
autosemejante y cuasiinvariante pero no es Hausdorff, mientras que el segundo
es autosemejante y de Hausdorff pero no cuasiinvariante.

En el siguiente resultado se establece una condiciéon necesaria para que un
espacio sea de cancelacion,

Proposicion 3.4. 57 X es un espacio de cancelacion y tiene al menos dos
puntos, entonces es perfecto.

Demostracién. X es homeomorfo a un cociente >/ ~ de Cantor que
satisface: iz ~ iy implica x ~ y, Vz,y € XN, Vi € 3. Supongamos que X no
es perfecto. Entonces XN / ~ tampoco es perfecto. Sean p un punto aislado
de XN/ ~ qg#pyj: 2N — ¥/ ~ la funcién de cociente. Como {p} es
abierto, j7!(p) es un abierto no vacio de N, luego existe una palabra w € ¥*
tal que [w) C j71(p). Sea x € j71(q) y considérense los cédigos w (w denota el
cédigo www ... ) y wz, que claramente pertenecen a [w) y por tanto a 51 (p).
Entonces w ~ wz, lo cual implica, por ser ~ cancelativa, que w ~ x; pero esto

es imposible, porque implicaria a su vez que p = q. 1

A continuacién se presentan varios ejemplos que ilustran los conceptos plantea-
dos.

Ejemplo 3.5. Tdmese ¥ = {0,1} y definase la relacion ~ por
r~y <= (z,yeC={wld|weI}Uu{wl|weX})V(z,y¢0),

donde ©° = X* U{\}, X la palabra sin letras. El conjunto C no es cerrado,
(por ejemplo 101, 10101, 1010101,... es una sucesion de elementos de C' cuyo
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limite 10 no estd en C), ni lo es tampoco su complemento C' = XN — C (por
ejemplo 101, 1101, 11101,... es una sucesién de elementos de C' cuyo limite
1 no estd en C'); por lo tanto, ni C ni C' son abiertos, de tal manera que el
cociente obtenido XN/ ~ es el espacio trivial de dos puntos ({a, b}, {0, {a,b}}).
No es dificil verificar que ~ es de congruencia y cancelativa. Claramente el
espacio trivial de dos puntos es autosemejante pero no es de Hausdorff, luego
este espacto es autosimilar stmbaolico, de cancelacion y cuasiinvariante pero
no invariante.

Ejemplo 3.6. En {0,1}Y definase la relacion ~ por
r~y <= (z=y)V(z,ye{wdl, wld}, we ).

El espacio cociente que se obtiene es un intervalo cerrado (véase [2], ejem-
plo 3), digamos I = [0,1]; ~ es cerrada, de congruencia y cancelativa, asi I
es 1nvariantemente autosemejante.

Ejemplo 3.7. En {0,1}Y definase la relacion ~ por
r~y<e= (x=y)V(z,y € { w0l, wl0 }, we %)V (z,y € {0,1}).

FEl espacio cociente que se obtiene es la circunferencia S*, pues al identificar los
cédigos w0l y w10, para cada palabra w € X2 se obtiene (como en el ejemplo
anterior) un intervalo cerrado, y al identificar 0 con 1 se estdn identificando
los extremos del intervalo de tal manera que en total se obtiene S*.

La relacion ~ definida no es de congruencia: 0 ~ 1 y 00 = 01; pero si es
cancelativa: si iz ~ iy entonces (ix = iy) V (iz,iy € { w01, wl0 }, w e X* ),
y en cualquiera de los dos casos, al “cancelar” la i se cumple x ~ y. Por
otra parte, en [1] (respondiendo a dos preguntas formuladas por nosotros en el
“Topology Atlas”, seccion Questions in Topology, en la direccion electrénica
http://www.unipissing.ca/topology/q/a/a/a/08.htm), F. G. Arenas y M.
A. Sdnchez prueban que S' es un espacio autosimilar simbdlico. Claramente
St es de Hausdorff y no es autosemejante; por tanto, y en virtud de la proposicén
3.3, St no es invariantemente autosemejante.

Ejemplo 3.8. El espacio de Sierpinski S = ({a,b}, {0, {a},{a,b}}) se puede
obtener como un cociente de {0,1}N mediante la relacion: © ~ y <= (z =
y=0)V(z#0 A y#0). Esta relacién es de congruencia (pues en cualquiera
de los dos casos: (x =y =0)V (x £0Ay #0), se tiene que los cddigos iz e
iy serdn ambos iguales a 0 6 ambos distintos de 0) y no es cancelativa (pues
por ejemplo 10 ~ 101 pero 0 ~ 01). En realidad, y como consecuencia de
la proposicion 3.4, se puede asegqurar que no existe una relacion cancelativa



SOBRE AUTOSEMEJANZA TOPOLOGICA, PARTE I

que genere el espacio de Sierpinski. En resumen, el espacio de Sierpinski
es autosimilar simbdlico, no es de cancelacion, ni cuasiinvariante, no es de
Hausdorff, ni es autosemejante.

Ejemplo 3.9. Una sucesion convergente (de nimeros reales) junto con su

punto limite, se puede obtener como un cociente de {0, 1}~ mediante la relacion:

x ~y < exriste k € N tal que zp =y =0 y x; = y; = 1 para todo i < k
(es decir, dos cddigos se identifican si y solo si tienen el mismo nimero de
“unos” antes del primer cero). El cociente obtenido es de Hausdorff y no es
autosemejante. No es dificil verificar que ~ es de congruencia (luego es au-
tosimilar simbdlico) y no es cancelativa. Andlogamente al ejemplo anterior,
la proposicion 3.4 garantiza que este espacio no es de cancelacion, por tanto
tampoco es invariantemente autosemejante, ni cuasiinvariante.

Ejemplo 3.10. Todos los ejemplos vistos hasta ahora son espacios autosimi-
lares simbdlicos; ;es todo cociente de Cantor un espacio autosimilar simbdlico?
En una comunicacion personal, via correo electrénico, F. G. Arenas y M. A.
Sdnchez amablemente nos respondieron que la respuesta a esta pregunta es
no: de [11], Teorema 1, y su corolario se deduce facilmente que un espacio
autosimilar simbolico es conexo si y solo si es localmente conexo; por lo tanto,
cualquier espacio métrico compacto, conexo y no localmente conexo, como por
ejemplo la curva “seno del topdlogo”,

S:{(x,O)\xSO}U{ <$,seni)\x>0},

es un cociente del espacio de Cantor pero no es un espacio autosimilar simbdlico.

Ejemplo 3.11. X = [0,1] U {2} es también un cociente de Haussdorff de
Cantor, que mo es un espacio autosimilar simbolico, pues X es localmente
conezxo y no conero. X tampoco es de cancelacion, dado que no es perfecto y
por la misma razon no es autosemejante. El siguiente ejemplo es otro espacio
que no es autosimilar simbolico, pero si es autosemejante.

Ejemplo 3.12 (tomado de [5]). Sea a, = (£,0) para n € {1,2,...} y sea
ap = (0,0). Sea I, el segmento de recta con extremos a,, yt, dondet = (0,1) y
ne{0,1,...}. Sea X1 =: ;2 I el llamado abanico armdnico (el cono sobre
una sucesion armdnica). Para cada n € {1,2,...} sea t,, el punto medio del
arco tay; se “pega” ahora un abanico armonico con cima t, y con “arco limite”
tpayn. Andlogamente se pega un abanico armdonico con cimat y el arco tt, como
arco limite. Se obtiene asi un sequndo continuo Xo. Para el siguiente paso se
divide cada arco mazimal libre (es decir que no es arco limite) de Xy en dos
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partes iguales y se pegan abanicos armonicos a cada uno de ellos de la misma
manera que se hizo en el paso anterior. Entonces se define X =: cl(| o Xp)
(la clausura de la union de los espacios obtenidos X1, Xo,...). FEl espacio
X obtenido es autosemejante (llamaremos a X el abanico armdnico au-
tosemejante). Claramente X es un cociente de Hausdorff del espacio de
Cantor, pero dado que es conexo y no localmente conexo, entonces no puede
ser autosimilar simbolico, y por tanto tampoco puede ser invariantemente au-
tosemejante.

Es importante anotar que existen muchos espacios autosemejantes que no son
atractores de SIF’s, como por ejemplo N con la topologia de complementos
finitos 6 R con la topologia usual.

Esp. autosim. simbdlicos

3. 5 utosemy].

Atractor de SIF
con contr.
inyectivas

ocientes Th
e Cantor

Espacios de Cancelacién
Figura 1

Teniendo como base lo anterior, se propone el diagrama de la Figura 1, el cual
resume buena parte de lo expuesto hasta el momento. En esta figura se tiene:

1. Espacio trivial de dos puntos (Ejemplo 3.5).
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2. S! (Ejemplo 3.7).
3. Espacio de Sierpinski (Ejemplo 3.8).
4. Sucesién convergente con su punto limite (Ejemplo 3.9).

5. R es autosemejante pero no es cociente de Cantor, porque no es com-
pacto. Otro ejemplo lo constituye SN — N, que tampoco puede ser un
cociente de Cantor puesto que |N — N| = |GN| = 2¢, el cual es estricta-
mente mayor que c, el cardinal del espacio de Cantor.

6. X =10,1]U{2} (Ejemplo 3.11).

7. Abanico arménico autosemejante (Ejemplo 3.12).

La proposicién 3.3 se puede generalizar como sigue:

Proposicién 3.5. Sea X un espacio topoldgico y X/ ~ un cociente de X tal
que:

(i) X/ ~ es compacto de Hausdorff;

(i1) Para todo O abierto no vacio de X existen X' C O y f: X — X'
continua y sobre tal que: © ~y <= f(x) ~ f(y), Vo,y € X; entonces
X/ ~ es autosemejante.

Demostracién. Si O es un abierto no vacio de X/ ~y j: X — X/ ~
es la funcién de cociente, entonces j () es un abierto no vacio de X. Sean
X' C 7Y O) y f: X — X' con las caracterfsticas descritas en (ii). Se
puede demostrar, analogamente a como se hizo para la proposicién 3.3, que la
funcién f : X/ ~ — j(X') definida por f([z]) =: [f(2)] es un homeomorfismo.

1

Ejemplo 3.13. En R? témese X =: {(x,y) |0 <z, y <1} U{(0,0),(1,1)} e
identifiquense los puntos que estan sobre la misma vertical, es decir: (x,y) ~
(2',y') <= = = 2. Entonces se satisfacen las condiciones (i) y (ii). El

cociente X/ ~ que se obtiene es un intervalo cerrado.

Para finalizar esta seccién veamos otro ejemplo de la proposicion 3.5, pero que
a su vez constituye una generalizacion de la proposicion 3.3.
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Proposicion 3.6. Sea X compacto de Hausdorff y ~ una relacion de equiva-
lencia en el espacio producto XV, cerrada y que ademds satisface Vx,y € XN,
Vi€ X, x~y siysolo siix ~iy. Entonces el cociente X~/ ~ es autoseme-
jante.

Demostracién. Como X es compacto de Hausdorff entonces XN es com-
pacto de Hausdorff y X/ ~ es compacto. Como ~ es cerrada en X, en-
tonces X/ ~ es Hausdorff. Sea O = Oy, x --- x Oy, x X" abierto (bésico)
no vacio de XN, (cada Oy, es un abierto de X). Sean a = ajaz--- € Oy
X" ={an, } x---x{an, } x XN. Claramente X’ C O y la funcién f : XN — X’
definida por f(x) =: an, - --an,x122--- (donde z = 122 ---) es continua y so-
bre. Ademds para cualesquier z,y € XV se tiene que

T~Y S Apg Ay T~ Ay ot Oy Y

= fla) ~ f(y).
Basta entonces aplicar la proposicién 3.3.

Observacién 3.2. Ndtese que los cocientes descritos en la proposicion ante-
rior, constituyen una ampliacion de la familia de los espacios invariantemente
autosemejantes.
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