Revista INTEGRACION

Universidad Industrial de Santander
Escuela de Matematicas

Vol. 18, No 1, p. 19-31, enero—junio de 2000

Camadas finas e discos
em relatividade geral

GUILLERMO A. GONZALEZ*

Resumen

Apresentamos um método para a obtencao de modelos relativisticos de
discos finitos com suporte de esforco na direcao radial, tanto estaticos
como estacionarios. Tais modelos sao construidos a partir de solugoes
axialmente simétricas as equacoes de Einstein no vazio, refletindo-as
através do plano do disco.

1 Introducao

Solucoes axialmente simétricas as equagoes de Einstein correspondentes a con-
figuracoes discoidais de matéria tém sido extensamente estudadas ao longo dos
anos. Tais solucoes podem ser estaticas ou estacionarias e podem levar a mo-
delos de discos com ou sem suporte de esforco radial. Solucoes para discos
estaticos sem suporte de esforco na direcao radial foram estudadas inicial-
mente por Bonnor e Sackfield [1] e por Morgan e Morgan [2]. Solugbes com
suporte de pressao na diregao radial foram estudadas inicialmente por Morgan
e Morgan [3] e, em relagdo com o problema do colapso gravitacional, por Cha-
morro, Gregory e Stewart [4]. Solugdes para discos estéticos auto-similares
foram analizadas por Lemos [5] e a superposicao de discos estaticos com bura-
cos negros foi considerada por Lemos e Letelier [6 - 8]. Bicak, Lynden-Bell e
Katz [9] estudaram discos estaticos como fontes para solucoes conhecidas das
equagoes de Einstein no vazio e Bi¢dk, Lynden-Bell e Pichon [10] encontraram
um numero infinito de novas solugoes estaticas.
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Os modelos relativisticos de discos possuem um papel importante na astrofi-
sica, pois podem servir para modelar galaxias ou discos de acresc¢ao [9 - 13].
Embora os campos gravitacionais de discos galacticos possam ser modelados
através da teoria Newtoniana do potencial [14, 15], existem situac¢oes nas quais
a gravidade é suficientemente forte, exigindo assim o uso da teoria da Relativi-
dade Geral. Uma situacao tipica na qual a teoria de Einstein pode contribuir
apresenta-se quando se consideram discos de acres¢ao ao redor dos buracos ne-
gros centrais presentes em quasares [6 - 8]. Discos podem ser usados também
para modelar estruturas laminares, e assim o seu estudo pode contribuir a
compreensao das inhomogeneidades de grande escala presentes no universo
[16-19].

A construcao de modelos de discos finos em relatividade geral pode ser feita
partindo de solucoes axialmente simétricas das equagoes de Einstein no vazio
e introduzindo uma descontinuidade finita nas primeiras derivadas do tensor
métrico através do plano z = 0. Tal descontinuidade pode ser obtida, por ex-
emplo, refletindo a solucéo através do plano. A descontinuidade nas primeiras
derivadas do tensor métrico pode-se representar por uma funcéao de Heaviside
de modo que, como conseqiiéncia do fato de que o tensor de curvatura é linear
nas segundas derivadas do tensor métrico e quadratico nas primeiras deriva-
das, o tensor de curvatura conterd termos proporcionais a funcoes delta de
Dirac com suporte no plano z = 0.

O plano geral do trabalho é o seguinte. O formalismo de Lichnerowicz necéssa-
rio para o tratamento de campos tensoriais como distribuicoes é brevemente
resumido na sec¢do 2, seguindo a apresentagao de Taub [20]. Na secao 3 tal
formalismo é utilizado para a formulacao das equagoes de Einstein no caso
em que existe uma camada fina de matéria no espaco-tempo M, de tal forma
que as primeiras derivadas do tensor métrico possuem uma descontinuidade
finita através de uma hipersuperficie 3. Restringindo o formalismo anterior
ao caso de um disco fino axialmente simétrico, na secao 4 é obtida a expressao
geral para o tensor de energia-momento superficial do disco. Finalmente, na
secao 5 o contetdo fisico do tensor de energia-momento do disco é analisado
levando-o & forma candnica a fim de encontrar a densidade de energia e os
esforcos principais sobre o disco.

2 Campos tensoriais como distribuicoes

Se T', U sao dois campos tensoriais definidos sobre o espago-tempo M, denota-
remos como (7', U) seu produto escalar no ponto = € M. Seja D(M) o espago
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de campos tensoriais com suporte compacto e uma classe de diferenciabilidade
determinada. Uma distribuicao tensorial 7" é um funcional linear sobre D(M)
definido como [20]

<T,U>= / (T,U) \/—g d'z, (2.1)
M

onde U € D(M) e T é um campo tensorial localmente somavel.

Seja ¥ uma hipersuperficie em M descrita pela equacao

p(z?) =0, (2.2)
onde ¢ é uma funcao suave das coordenadas z%, e pelo vetor normal

Ng = Ga, (2.3)

onde ( ),, = 9/0x®. A hipersuperficie ¥ divide o espago-tempo M em duas
partes MT = {z% : ¢ > 0} e M~ = {2° : ¢ < 0}, de tal forma que pode-se
introduzir a funcao # de Heaviside, definida como

1, ¢>0,
0(¢) =4 3 ¢=0, (2.4)
0, ¢<0,
e tal que
0,0 = ngd(0), (2.5)

onde 6(¢) é a funcdo delta de Dirac com suporte sobre a hipersuperficie X.
Assim, para toda funcao F' com suporte compacto,

/ Fé(¢)y/—g d'z = / Fdv, (2.6)
M b

onde dV é o elemento de volume invariante induzido sobre a hipersuperficie
3.

Da definicao de 6 segue que, para todo campo tensorial U(x) definido sobre
M [21, 22],

<0(1-6),U(x)> = [ U@)d(1—0)y/~gd'z
= [, U@@1-0)y=gda

= 0,
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<0%U(x) >

<(1-0>%U(x) >

< 06(¢p),U(x) >

<(1-6)i(p),U(x) >

0 que prova as identidades
(1 —0)
02
(1-0)
(1-9) d(¢)

no sentido de distribuicoes.

fM U(z)0*/—g d*z
fM+ U(z)0y/—g d*z
| U= da.

[, U@)(1 - 82y~ d*
. U@)(1-0)y=g d's
I, U@)v=gd's,

[, U(@)05(6)y=g d*a
U(z)bs

sU@)]s

J,, V@)1= 0)8(0)y=g dz
Uz)(1—-0)ly

sU @)l

Se T' é um campo tensorial definido em M tal que T e suas derivadas possuem
descontinuidades finitas através de ¥, podem ser definidas distribuicbes em
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termos de 1" na forma
(TP = T + T-(1-90), (2.8)
(T,)? = 17,060 + T,, (1-9), (2.9)
onde os indices + sobre o campo tensorial o restringem as regides M*, respec-

tivamente. Assim, ' =T" em MT, T =T em M~ eT =T, = (T +T")
em Y. Usando as identidades (2.7) pode-se provar facilmente que

(1) = (Ta)? + [T] nad(9), (2.10)
(TU)? = (DPW)”, (2.11)
[TU] = ULT] + [U]T,, (2.12)

onde [T é o salto de T através de X, definido como
[T] = T+’E - T_‘27 (2.13)

o qual mede a descontinuidade de T através de X.

3 Equacoes de Einstein para camadas finas

Vamos formular as equagoes de Einstein para o caso em que existe uma ca-
mada fina de matéria no espago-tempo M, de tal forma que as primeiras
derivadas do tensor métrico possuem uma descontinuidade finita através de
uma hipersuperficie ¥. O tensor métrico gq, é suposto continuo através de 3,
ou seja

[gab] = gi};‘z - ga_b‘z = 0, (3-1)

de modo que, na vizinhanga de X, pode-se escrever

! 1 1"
Gap = 9ob T Pap + §¢2gagt + o (3.2)

onde a linha denota a derivada parcial a respeito de ¢.
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Usando a continuidade de g43, pode-se escrever

gab = (ga)", (3.3)
Gabe = (gab,c)Da (34)
o= (57, (3.5)
gc,d = ( gc,d)D + [Fgc] nq 5(¢)a (36)
onde .
gc = §gae(geb,c + Geeb — gbc,e)7 (37)

sao os simbolos de Christoffel.

Usando os resultados anteriores na definicao do tensor de curvatura de Rie-
mann,
a _ a a e a e a
Ryg = Thae — Thea + Toal'ee — Tpeleas (3.8)

e supondo que o tensor métrico g, é, no minimo, C° nas regides M+, obtém-se
para o tensor de Riemann a expressao [19]

gcd = ( gcd)D + Hl()lcd 5(¢)7 (39)
onde

Hpg = [Tpal ne — [Te] na; (3.10)
e os (R%,)* sdo os tensores de Riemann usuais definidos em M®.

As descontinuidades nas primeiras derivadas do tensor métrico podem ser
obtidas de (3.2) e estao caracterizadas pelo tensor by, definido através das
relagoes

[gab,c] = bap Ne, (311)
de tal forma que
a 1 a a ae
[ bc] = 5 (bb ne + bc np —4g bbc ne); (312)
a 1 a a a a
Hyq = B (bgnpne — benyng + byenng — bygnne), (3.13)

onde todas as quantidades sao avaliadas na hipersuperficie 3.
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Supondo que o tensor de energia-momento T,; pode ser expresso na forma

Tw = (Tab)D + Qub 6(¢)’ (314)

onde Qgup € o tensor de energia-momento associado com a hipersuperficie X e
0s Taib sdo os tensores de energia-momento usuais definidos em M*, pode-se
provar facilmente que as equactes de Einstein, em unidades geométricas tais
que ¢ = 87G = 1, sao equivalentes ao sistema de equagoes

1

R —§gabRi = T (3.15)
1

Hab _igabH = Q(lb? (316)

onde Hyp = H , e H = g;bHab.

a
Quando a camada fina de matéria é a tnica fonte do campo gravitacional, de
tal forma que o resto do espaco-tempo é vazio, Taib = 0 e as equagoes (3.15)
reduzem-se as equacoes de Einstein no vazio em M,

RE = 0. (3.17)

Assim, havendo resolvido o sistema anterior, a equagao (3.16) pode ser usada
para obter a expressao do tensor de energia-momento para a camada de
matéria,

1
QY = §{bgncnb —bpnne + bgnne — binny, — op (binn, — binn.)}, (3.18)

onde todas as quantidades sao avaliadas na hipersuperficie 3.

4 Discos finos axialmente simétricos

Vamos restringir o formalismo anterior ao caso de um disco fino axialmente
simétrico introduzindo no espacgo-tempo M as coordenadas quase-cilindricas
x® = (t,p,r, z) e considerando a hipersuperficie ¥ definida pela funcao ¢(z?) =
z, com vetor normal n, = ¢,, = §2. A métrica para um espago-tempo esta-
cionario com simetria axial pode ser escrita como [23, 24]

ds? = — e®(dt + Wdp)? + e ®[R%dp? + ™ (dr? + dz?)], (4.1)

onde as fungoes R, W, ® e A dependem s6 das coordenadas r e z. A natureza
quase-cilindrica das coordenadas [3] significa que r = 0 sobre o eixo de simetria
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e, para z fixo, r cresce monotonamente ao infinito, enquanto que z, para r
fixo, cresce monotonamente no intervalo (—oo,00). A coordenada ¢ varia no
intervalo usual [0, 27).

Dada uma solu¢ao da forma (4.1) para as equagoes de Einstein no vazio,
Rg, = 0, o tensor métrico g(fb, definido para z > 0, é obtido da relagao

ds?| = g;'bdx“dazb, (4.2)

M+

e o tensor métrico g,;, definido para z < 0, é obtido através da relagao

g;b(raz) = g;rb(rv _Z)v (43)

de tal forma que [g,5] = 0. Isto significa construir modelos com simetria de
reflexdao com respeito ao plano z = 0.

A relagfo anterior implica que, quando z # 0,

g;b,z(rﬂz) = 7.9:(373(737’2)7 (44)

e assim, tomando apropriadamente o limite quando z — 0, as descontinuidades
nas primeiras derivadas do tensor métrico podem ser escritas como

bap = [gab,z] = 2 gé;),ZL:o-*" (4.5)
Para a métrica (4.1), as componentes nao-nulas do tensor by, sao:

by = — 2e%0,,, (4.6)
by = —2ePWO .+ W,,), (4.7)
by = 2 P{R(2R,.— RD,,) — 2PWOW,, + 2W,.)},  (4.8)
by = eMP(AL— D), (4.9)

b, = eMPAL— D), (4.10)

onde todas as quantidades sao avaliadas na hipersuperficie z = 0F.

Usando os resultados anteriores na expressao (3.18), obtém-se para o tensor
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de energia-momento do disco as componentes nao-nulas

d—A
Qf = TR 2R+ 2RR.— W}, (41D)
C R WRL — 2ROWE.. — REW.. — 2P 4.12
QSO o W{ z z iz € 2t (412)
o 63‘1>7A
Qt — R2 W727 (413)
R WY 4.14
Qgp - R2 { 'z + € 'z }7 ( ° )
9 d—A
Q: = eR Raza (4'15>

onde, novamente, todas as quantidades sao avaliadas na hipersuperficie z =
0r.

O tensor de energia-momento superficial 7, do disco pode ser obtido através
da relacao

o = / Teds, (4.16)

onde ds = ./g., dz é o elemento de comprimento na direcao normal ao disco
e T = Qf d(z). Usando a métrica (4.1), temos que

= NP (4.17)

onde, como nas expresoes anteriores, todas as quantidades sao avaliadas na
hipersuperficie z = 0%.

5 O tensor de energia-momento

Para encontrar a densidade de energia e os esfor¢os principais sobre o disco é
preciso escrever o tensor de energia-momento Qf na forma canonica [25, 26,
em termos de seus autovalores e seus autovetores. O problema de autovalores
para o tensor de energia-momento (4.11) — (4.15),

Qe = ¢, (5.1)
leva & equacao secular

(N =X Tr(Qp) + det(QE)(A — QA =0, (5.2)

27



28

GUILLERMO A. GONZALEZ

onde os indices A e B tomam os valores t e .

A equagao anterior tem quatro raizes,

Ar = 3(Tr(Qp) £ VD),

(5.3)
Aro = Q, A =0,
onde
D = [Ir(Qp) — 4det(Q3)
(5.4)
= (Q7 - Q) + 4QL0Q¢.
Os correspondentes autovetores sao
fi = N:I:( fpa)‘:l:_Q%?OvO)v
X* = e®M/2(0,0,1,0), (5.5)

ve = e®1/2(0,0,0,1),

onde os Ny sao fatores de normalizacao.

Dependendo do valor do discriminate D podem-se distinguir trés casos: D > 0,
D <0 e D =0. No primeiro caso, D > 0, os dois autovalores A+ sao reais e
diferentes e os dois autovetores £+ sao ortogonais, de tal forma que um deles é
temporal e o outro espacial. Para determinar o sinal da norma £-¢¢ pode-se
usar a relacao

A6 €E = Qapedel, (5.6)
e analisar o comportamento da forma quadratica Q(€) = Qapt“¢P e o sinal
dos autovalores A1. Sejam U?® o autovetor temporal, U,U* = —1, e V, o

autovetor espacial, V,V® = 1. O tensor (), pode ser escrito como
Qab = €UsUp + Sap, (5.7)

de modo que pode ser interpretado como o tensor de energia-momento de uma
distribuicao de matéria com densidade superficial de energia dada por

e = QuUU?, (5.8)

e tensor de esforcos
Sap = pcp‘/:z‘/b + prXoXp, (59)

onde o autovalor p, representa o esforco na direcao tangencial e o autovalor
pr = A representa o esforco na direcdo radial [27, 28]. O requerimento de que
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a densidade de energia nao seja negativa impoe a condigao € > 0, enquanto
que o requerimento de que a densidade Newtoniana de energia, definida como
[29]

0o=¢c+ Sy, (5.10)
nao seja negativa impoe a condicao € + p, + p, > 0.
Para o segundo caso, D < 0, os autovalores A+ e os autovetores £4 sao com-
plexos conjugados, A = Ay, £ = . Em uma base de vetores ortonormais
reais, {U*, V* X% Y}, onde —U,U®* = V,V* = 1, os autovetores £} podem-se
expressar como £§ =V +£iU? e o tensor Qg pode-se escrever na forma

Qab = 5Uan + Qan + UaQb + Sabv (511)

de modo que pode ser interpretado como o tensor de energia-momento de uma
distribuigao de matéria com propagagao de calor na diregao tangencial [28].
A densidade de energia superficial estd dada por ¢ = —ReA = —%TT(Q@), eo
vetor fluxo de calor por

o = KVa, (5.12)

onde kK = I'm\ = %\/—D. O tensor de esforcos é
Sap = —eVoV + 0, X Xp. (5.13)

O requerimento de que a densidade de energia nao seja negativa impoe a
condicao € > 0, enquanto que o requerimento de que a densidade Newtoniana
de energia nao seja negativa impoe a condi¢ao p, > 0. Impondo a condigao
adicional € > |k| garante-se que a propagacao do calor é causal.

No terceiro caso, D = 0, os dois autovalores Ay sao iguais e o correspondente
autovetor é um vetor nulo, £,6% = 0. Expresando o autovetor na forma /2£% =
U*+ Ve onde —U,U® =V, V%=1, o tensor @, pode-se escrever como

Qay = 2w&& +eUgUp + Sap, (5.14)

de tal forma que pode ser interpretado como o tensor de energia-momento da
superposicao de um campo de radiagdo nulo [27], com densidade de energia

w = —QuU*W?, e uma distribuicdo de matéria com densidade de energia
superficial € = —%T T(Qé) e tensor de esforgos
Sap = —<VuVp + p. X Xp. (5.15)

A densidade de energia da radiacao deve ser positiva, w > 0, assim como a
densidade de energia superficial da distribuicdo de matéria, € > 0. O requeri-
mento de que a densidade Newtoniana de energia nao seja negativa impoe a
condicao adicional p, > 0.
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