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Resumen

Se presenta una equivalencia entre los sistemas de ecuaciones de cam- . -
po de Einstein en el vacio v de Einstein-Maxwell para espacio tiempos.: .
axiabmente simétricos: Consideramos, en particular, los casos siguientes: . .
el sistema de ecuaciones de Einstein en el vacio para un espacio tiem-
po estacionario, el sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell para un.
espamo tiermipo estéatico con presencia de campo magnetmo y el sistema de

* ecuaciones de Einstein-Maxwell para un espacio-tiempo estdtico con pre-"
sencia de campo eléctrico. Presentamos dos ejemmplos especificos, basados
en soluciones simples de las ecuaciones de Einstein-Maxwell: la solucién
de Reissner-Nordstrém electrostdtica, su equivalente magnetostdtica, y
una solucidén tipo Taub-NUT.

1. Introduccién

Un problema importante en la teoria general de la relatividad es el de la ob-
tencién de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein que correspondan
a configuraciones de materia fisicamente aceptables. Sin embargo, debido a la
naturaleza de dichas ecuaciones (un sistema nolineal de ecuaciones diferencia-
les parciales) la obtencién de soluciones exactas es un problema sorprenden-

temente complicado, el cual sdlo ha sido resuelto en casos simples altamente
simétricos.
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Actualmente ‘¢l trabajo de investigacién en el problema de la obtencién de
soluciones exactas se concentra basicamente, por un lado, en encontrar nuevas
ohiuciones de 1as ecuaciones de Einstein y, por otro, en el desarrollo de técni-
sas de generacién de soluciones, las cuales no sélo reproducen importantes
resultados ya conocidos, sino que también generan nuevas soluciones [1].
o Existen tres casos especialmente importantes de las ecuaciones de Einstein y
‘de Einstein-Maxwell para espacio-tiempos axialmente simétricos: el sistema
de ecuaciones de Einstein en el vacfo para un espacio-tiempo estacionario, el
sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell para un espacio-tiempo estdtico con
presencia de campo magnético y ol sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell
bara un espacio-tiempo estdtico ‘con'presehcia' de campo eléctrico. El propdsite
de este trabajo es mostrar que los tres casos anteriores son matemdticamente
equivalentes. ' D :

Elmaterial est4 organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 presentamos
.un resumen de las ecuaciones de camnpo de Einstein en el vacio y electrovacio.
Mostramos entonces; en la seccidn 3, que los tres casos se pueden escribir en la
forma Belinskii-Zakharov. 2, 3], lo cual conduce a una equivalencia entre ellos.
Luego, en la siguiente seccion, dos ejemplos especificos son mostrados basados
en soluciones simples de las ecuaciones deé Einstein-Maxwell. Las soluciones
consideradas son Reissner-Nordstrém en el caso electrostatico, su equivalente
magnetostitica, y una solucién tipo Taub-NUT. Finalmente, en la seccién 5,

resuminos nuestros principales. resultados.

2. Ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell

La métrica m4s simple que describe un espacio-tiempo estacionario axialmente
simétrico, en coordenadas cuasicilindricas (t,i0,7,2), es el elemento de linea
propuesto por Weyl-Léw’is—Papapetrou’ 1] _ . L
. d,S? pr— ez‘i’(dt + Wd(ﬁ)z 4 8_2?{?"2'0{‘,02 +.€2A(d'f'2 + dzZ)]’ - (21)
donde ®, W y A son funciones slo de r y z. Para un espa(_:io~tiernpd estatico
la expresién anterior se simplifica tomando W = 0, lo cual hace que la métrica
sea diagonal. B o N

El sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell, en unidades geometrizadas tales
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que 87 = ¢ = pg = ¢ = 1, estd dado por

Gy = Top, (2.2a)
Top = FocFy© — iga&chFCd, (2.2b)
Vo F* =0, (2.2¢)
Fop = 0pAp — OpAa, (2.2d)

donde todos los simbolos tienen el significado usual.

Vamos a considerar tres casos particulares del anterior sistema de ecuaciones:
un espacio-tiempo estacionario en el vacio, un espacio-tiempo estdtico con
presencia de campo eléctrico y un espacio-tiempo estatico con presencia de
campo magnético. Denotaremos los potenciales gravitacionales @ y A por @4,
Ay, D, Ao, By y Az, respectivamente. Para un espacio-tiempo estatico con
presencia de campo eléctrico el potencial se escoge como

Ag =96t | (2.3)

y para un espacio-tiempo estatico con campo magnético el potencial se escoge
COmo

o o = ASY, (2.4)
donde 1 v A son también funciones de r y 2.

En el vacio; las ecuiaciones de campo de Einstein son equivalentes al sistema
de ecuaciones diferenciales

- Pyt ;(I)l,r + @1 5.+ W(W,r + W‘z) = (0, (2.5a)

' 'W’”l —- ;W,r + W + 4(W"1-®'1,7'. -+ W,z{{)l,z) = 0, (25b)

Ali,r': — T((I)l,?r o (I)l?z) — T(ng' W’i), (25C)
A, = 2?"@1 T@lzw—W Wet®; (2.54)

2r

por otro lado, para un espacm-nempo estatwo con presencia de campo e-
léctrico, las etuamones de Emste;n Ma,xweil ilevan al sistema de ecuaciones
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* diferenciales
‘1)2,7‘1- + ;‘"@2,7‘ + (1)2,2:/2 - (w,r + "!’,z) = 0, (263')
1
?/),rr + -T_‘I[/)J‘ + ¢,zz - 2(‘@2,1-"/)‘7' + @2,2.7/)‘2) = 0, (26b)
2 o, e 2
AQ}T == T‘((ﬁzﬂ" — (DQ,Z) — 5 (’t,b)r - 'l,!)’z), (2.6(.‘)
Ay = 2r®y, &y, —re 2y b . (2.6d)

Finalmente, para un espacio-tiempo estético con presencia de campo magné-
tico, las ecuaciones de Einstein-Maxwell son equivalentes al sistema de ecua-
ciones diferenciales -

@3,1-1u + ;(I)S,r + (I)g!z'z 2 2 (A ;‘i,z) =0, ... (2.7a)

Ae == Ay + Ans + 24,85, + A4,83,) = 0, (2.7b)
9 2 sy 2

Ag'r = 7'(@3,?._ - @312) + —-2-;(14'1 - A,z))- : (27(3)

A.‘S,z s 27‘@3’,‘@3:5 + %EZ(D:*A,TA,Z, (2.7(1)

donde, en todos los casos, los subindices indican derivacién parcial. .

3. Sistema de ecuaciones equivalente

Existen diferentes técnicas para encontrar soluciones exactas de los sistemas
de ecuaciones diferenciales parciales (2.6)-(2.7), uno de los cuales se basa en
el hecho de que éstos pueden ser escritos en la forma Belinskii-Zakharov [2,
3]. Con el fin de ver esto, es facil probar que los tres casos anteriores son
matematicamente equivalentes al s1gu1ente sistema de ecuaciones diferenciales

parciales:
(rM MY, + (rM MY, =0, (3.1)
v, = -1+ L7 {B?-c%,
L . . (3.2)
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donde ¥ = A — U, las matrices B y € estdn definidas a través de las relaciones
B = rM,M™* , C = rMzM™}, (3.3)

v la matriz M estd dada por

el VeV .
M = ( Vel vZel 4 arieV ) : (3.4)

Nétese que M = MT y det M = ar?.

Para el caso de un espacio-tiempo estacionario en el vacio, podemos hacer las
identificaciones U = 2®,, V = W, A = A} y « = —1; asi pues, la matriz M
toma la forma

€2¢1 ﬂf€2¢1
M= ( Wt 221 _ p2o-2%; )a (3.5)

de modo que det M = —r%.
Para el caso de un espacio-tiempo estdtico con presencia de campo eléctrico
hacemos las identificaciones U = Inr — @4, V = “"”\}”5@9; A= %(Az +Inr) — @2

v a = —1, por lo tanto la matriz M se escribe como
) ' . P 1 - P
re —=ripe
M= 1 By 1 \‘55—@2 By |0 (3.6)
ﬁmjje sTipTe —re

de modo que det M = —r2, Asi, &y = Inr—U, ¢ = V2 y Ay = 2(A~U)+Inr.
Comparando (3.5) v (3.6) claramente se aprecia una equivalencia directa entre
los sistemas de ecuaciones (2.5) y (2.6}, lo que implica el siguiente resultado:
Te'drem_a 1. Dada una solucidn estacionaria azialmente siméirica de las ecua-
ciones de Einstein en el vacio, podemos gencrar una solucidn electrostdtice de
las ecuaciones de Einstein-Mazwell, y viceversa, a trovés de las relaciones:

‘I’g = Inr- 2@1, . (37&)
W o= W2, | (3.7b)
Ay = 2(A) —2%,) +1nr. (3.7¢)

Finalmente, para el caso de un espacio-tiempo estitico con presencia de campo
magnético, las identificaciones U = &3, V = %A, A = 1iA3 vy o = 1 permiten
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escribir la matriz M como
P A a.®
M= e e (3.8)
%Ae(""3 %Aze% +rie=®s 0

de modo que det M = r2. Asi, &3 = U, A= V2 y Az = 2A. En términos del
potencial A’ definido por
A, =rf‘1Afz, : : (3.9a)

¥

A z = _TfnlA':ra - (39b)

(2.7) toma la forma de (2.6), como se puede ver por sustitucién directa de
{3.9), o que implica el siguiente resultado:

Teorema 2. Hay una correspondencie uno o uno entre las soluciones elec-

~ trostdticas y magnetdstaticas de las ecuaciones de Einstein-Mazwell, definida

a través de las relaciones O3 = @y, Ay = Ay, A/ = ¢, donde A se obliene a
través. de (3.9). ,

Asi, podemos generar a partir de una squ(non esLa.c,mnana a,xza,lmente simétri-
ca de las ecuaciones de Einstein en el vacio una solucién electrostitica v, a su
vez, una magnetostatica de las ecuaciones de Einstein-Maxwell, y viceversa.

4. Algunas solucmnes szmples

4.1 Solucmn t:po Relssner—Nordstrom

La solumon eiectrostatxca méis szmple del sistema de ecuaciones de Emstem—
Maxweil es la solu(,;on de Re1ssne1 Nordstrom [1] la: cual puede escrlbirse
como

.1. mg—.l . By
IR U il T RS 4.1
o 21n[($+a)2}, | (4.1a)
A = rpfEsi]o (4.1b)
- 4.1
Vo (419

donde o =m/k, b =e/k, con k? = m2 ~¢?; de modo que a? = —14 52
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Aqui m y e son la masa y la carga eléctrica, respectivamente. Lias variables
(z,y) son las coordenadas esferoidales prolatas, las cuales estdn relacionadas
con las coordenadas de Weyl por

2kr = TP+ (z+ k)2 + /r+ (2~ k)2, (4.2a)

2ky = /ri 4 (z+ k) - /24 (z~ k)2 (4.2b)

Esta solucién puede ser generada a partir de la solucién de Schwarzschild en
estas coordenadas, usando el formalismo del potencial complejo propuesto por
Ernst {4, 5]. En efecto, cuando b = 0 la expresién (4.1) se reduce a la solucién
de Schwarzschild. Asi, b es el pardmetro que regula la intensidad del campo
eléctrico. o :

Una solucién magnetostatica equivalente a esta puede obtenerse usando la
expresion para la ecuacién (3.9) en coordenadas esferoidales prolatas

Az =k 11—y, o (4.3a)
Ay =k D . (4ab)

cuya solucién es '
| | A=k, e

de nuevo con ¢ — b2 = 1, En este caso, el pardmetro b regula la intensidad del

campo magnético.

4.2. Solucién tipo Taub-NUT

Una solucién tipe Taub-NUT de las ecuaciones de Einste‘in-l\_/iaxwe}_ll es .

& = | Sl -(4.‘5&)
T 2t 4+ 2az + 1) | B
o - : |
2v/2bz
= e 4.5
¥ 24 2ar+ 17 (4.5¢)

con a® — b = 1, y donde (z,y) son, de nuevo, las coordenadas esferoidales
prolatas dadas por (4.2a) y (4.2b). '
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Esta solucidén puede también ser generada, en estas coordenadas, usando el
formalismo del potencial complejo propuesto por Ernst [4, 5] a partir de la
solucién ¢ = 2 de Weyl o la solucién de Darmois {1}. En efecto, cuando b = 0,
la expresién (4.5) se reduce a la solucién de Darmois. Asi, de nuevo, b es el
pardmetro que regula la intensidad del campo eléctrico. La solucién magne-
tostatica equivalente, obtenida a través de (4.3), estd dada por

A=2kby, (4.6)
de nuevo con @2wbﬁ =1 ¥, como en el caso antefior, bregula ahora la iﬁtens_i_da.d

del campo magnético.

5. Discusion

- En el presente trabajo se presentd una equivalencia matemética entre los sis-

temas de ecuaciones de campo de Einstein y Einstein-Maxwell para espacio-
tiempos axialmente simétricos en los siguientes casos particulares: espacio-
tiempos estacionarios en el vacio, espacio-tiempos estdticos con presencia de
campo eléctrico y espacio-tiempos estdticos con presencia de campo magnéti-
co.

La equivalencia presentada permite generar, a partir de soluciones estaciona-
rias axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein en el vacio, solucio-
nes electrostaticas y magnetostaticas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell,
y viceversa. Dos ejemplos especificos fueron considerados basados en solucio-
nes simples de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que se pueden obtener por
técnicas convencionales de generacién de soluciones [1]. '
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