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Variedades bandera maximales, torneos y

aplicaciones armónicas∗†

Marlio Paredes‡ y Sof́ıa Pinzón§

Resumen

En este trabajo presentamos los conceptos básicos para entender la geo-
metŕıa de la variedades bandera maximales complejas, aśı como la in-
teresante relación que existe con la combinatoria. Presentamos algunos
resultados recientes y algunas aplicaciones en la construcción de aplica-
ciones armónicas.

1 Introducción

Las variedades bandera maximales complejas

F (n) = {(L1, . . . , Ln) : Li es subespacio de Cn, dimCLi = 1, Li⊥Lj} (1.1)

son variedades homogéneas que tienen una geometŕıa muy rica. A diferencia de
otras variedades homogéneas como los espacios proyectivos y las grassmannia-
nas, cuya geometŕıa es bien conocida, la geometŕıa de las variedades bandera
no está aun completamente estudiada. Existen varias diferencias entre estas
variedades; por ejemplo, las variedades bandera admiten muchas estructuras
cuasicomplejas, mientras que los proyectivos y las grassmannianas sólo ad-
miten 2 estructuras cuasicomplejas. Otra diferencia fundamental es que la
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métrica normal (ver [ChE]) inducida por la forma de Cartan-Killing de U(n)
es de Kähler para los proyectivos y para las grassmannianas, mientras que
para las variedades bandera no lo es. Los espacios proyectivos y las grass-
mannianas son espacios simétricos, mientras que las variedades bandera no lo
son. En otras palabras, las variedades bandera son espacios homogéneos que
no son simétricos.
Una de las principales razones para estudiar este tipo de variedades es el interés
existente por construir aplicaciones armónicas. Se dice que una aplicación
φ : (M, g) → (N, h), entre dos variedades riemannianas (M, g) y (N,h) es
armónica si es un punto cŕıtico del funcional enerǵıa

E(φ) =
1
2

∫

M
|dφ|2vg , (1.2)

donde dφ(x) : TxM → Tφ(x)M , x ∈ M , y la norma |dφ(x)| está dada por

|dφ(x)|2 =
n∑

i=1

〈dφ(x)(Xi), dφ(x)(Xi)〉h ,

para una base ortonormal X1, . . . , Xm de TxM . En otras palabras, φ es armó-
nica si satisface las ecuaciones de Euler–Lagrange del funcional enerǵıa:

δE(φ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

E(φt) = 0 , (1.3)

para toda variación (φt), t ∈ (−ε, ε), de φ (ver [EL]). Estas ecuaciones son
ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden.
Eells y Sampson [ES] probaron el siguiente resultado:

Teorema 1.1. Si φ : (M, g) → (N,h) es una aplicación holomorfa y tanto M
como N son variedades de Kähler, entonces φ es armónica.

Este teorema fue generalizado por Lichnerowicz en [L] de la siguiente manera:

Teorema 1.2. Sean (M, g, J1) y (N, h, J2) variedades cuasihermı́ticas con
M cosimpléctica y N (1, 2)–simpléctica. Si φ : M → N es una aplicación
holomorfa, entonces φ es armónica.

Recordemos que φ es holomorfa si satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
que son ecuaciones de primer orden; por lo tanto este teorema nos da una
importante reducción en el orden de las ecuaciones (1.3).
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Estamos interesados en encontrar aplicaciones armónicas en el caso en que M
es una superficie de Riemann cerrada y N = F (n). En este caso la condición
de M ser cosimpléctica se verifica inmediatamente, porque toda superficie de
Riemann es una variedad de Kähler y es bien conocido que toda variedad
de Kähler es cosimpléctica (ver [Sa] o [GH]). Aśı, por el teorema anterior,
debemos estudiar las métricas (1,2)–simplécticas sobre F (n).
Otra razón para estudiar aplicaciones armónicas de este tipo es que si esco-
gemos una estructura conforme adecuada sobre la superficie M , entonces una
aplicación φ es armónica si y solo si es mı́nima.
Para estudiar las métricas invariantes sobre F (n) es necesario conocer las
estructuras cuasicomplejas invariantes sobre F (n). Borel y Hirzebruch [BH]
probaron que existen 2(

n
2) estructuras cuasicomplejas invariantes sobre F (n),

y este también es el número de torneos con n vértices. Un torneo es un grafo
en el cual cada par de vértices está unido por exactamente un arco orientado.
Burstall y Salamon [BS] mostraron que existe una correspondencia biuńıvoca
entre las estructuras cuasicomplejas sobre F (n) y torneos con n vértices. Los
torneos pueden clasificarse en clases de isomorfismo, de tal forma que una de
ellas corresponde a la estructuras cuasicomplejas integrables, y las restantes
corresponden a las estructuras no integrables. Esta relación ha sido explotada
por Cohen, Negreiros y San Martin en [CNS], por Mo y Negreiros en [MN1] y
[MN2] y por Paredes en [P1], [P2], [P3], [P4] y [PGM].
En este art́ıculo intentamos presentar toda la teoŕıa básica sobre la geometŕıa
de variedades bandera maximales y los principales resultados obtenidos en los
últimos tres años.

2 Preliminares

En todo este trabajo, cuando hablemos de F (n) entenderemos que n ≥ 3.
Podemos obtener una representación algebraica de las variedades bandera, la
cual es muy útil para hacer cálculos, de la siguiente manera: el grupo unitario
U(n) = {A ∈ Mat(n,C) : AA

t = I} actúa transitivamente sobre F (n) y su
grupo de isotroṕıa es el toro maximal T = U(1)× · · · × U(1)︸ ︷︷ ︸

n−veces

; aśı tenemos que

F (n) =
U(n)

U(1)× · · · × U(1)︸ ︷︷ ︸
n−veces

=
U(n)

T
. (2.1)

Sea p = T (F (n))(T ) el espacio tangente a F (n) en (T ). Sabemos que el álgebra
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de Lie u(n) = {X ∈ Mat(n,C) : X + X
t = 0}, del grupo de Lie U(n), es tal

que (ver Cheeger y Ebin [ChE])

u(n) = p⊕ u(1)⊕ · ⊕ u(1)︸ ︷︷ ︸
n−veces

.
(2.2)

Una estructura cuasicompleja invariante sobre F (n) es una aplicación lineal
J : p → p, tal que J2 = −I.

Borel y Hirzebruch [BH] probaron que existen 2(
n
2) estructuras cuasicomplejas

invariantes sobre F (n), y este también es el número de torneos con n vértices.
Un torneo con n vértices o n-torneo T es un grafo, consistente de un con-
junto finito p1, p2, . . . , pn de vértices o jugadores distintos, tal que cada par de
vértices está unido por exactamente un arco orientado pi → pj o pj → pi. Si
pi → pj decimos que pi le gana a pj (ver Moon [M]).
Sea T1 un torneo con n jugadores {1, . . . , n} y T2 un torneo con m jugadores
{1, . . . , m}. Un homomorfismo entre T1 y T2 es una función φ : {1, . . . , n} →
{1, . . . , m} tal que

s
T1−→ t =⇒ φ(s) T2−→ φ(t) ó φ(s) = φ(t) .

Cuando φ es biyectiva decimos que T1 y T2 son isomorfos. Cada torneo deter-
mina un vector, llamado vector resultado o vector marcador

(s1, . . . , sn) , tal que
n∑

i=1

si =
(

n

2

)
,

y cuyas entradas son el número de juegos que cada jugador ha ganado. Clara-
mente torneos isomorfos tienen el mismo vector resultado. Los torneos pueden
ser clasificados en clases de isomorfismos; la Figura 2.1 contiene las clases de
isomorfismos de torneos para n = 2, 3, 4 junto con el vector marcador corres-
pondiente. Para n = 5 existen torneos que no son isomorfos y que tienen el
mismo vector resultado (ver Figura 2.2).
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(0,1)

(1,1,1,3)(0,1,2,3) (0,2,2,2) (1,1,2,2)

(0,1,2) (1,1,1)

(2) (3)(1)

(4) (5) (6) (7)

Figure 2.1: Clases de isomorfismos.

El torneo con n jugadores {1, . . . , n} definido por: i → j ⇐⇒ i < j es
llamado torneo canónico, y su vector marcador es (0, 1, 2, . . . , n− 1).
Existe una identificación natural entre estructuras cuasicomplejas invarian-
tes sobre F (n) y torneos con n vértices (ver [BS] o [MN2]), la cual es de
mucha utilidad en el estudio de la geometŕıa de las variedades bandera. Dada
una estructura cuasicompleja invariante J , podemos hacerle corresponder un
torneo T (J) con n jugadores {1, . . . , n} asi: Si J(aij) = (a′ij); entonces T (J)
es tal que para i < j,

(
i → j ⇐⇒ a′ij =

√−1 aij

)
ó

(
i ← j ⇐⇒ a′ij = −√−1 aij

)
.

Se dice que una estructura cuasicompleja J sobre F (n) es integrable si la
variedad (F (n), J) es en realidad una variedad compleja, esto es, admite sis-
temas de coordenadas locales complejos con cambios de coordenadas holomor-
fos. Una condición equivalente es la famosa ecuación de Newlander-Nirenberg
[NN],

[JX, JY ] = J [X,JY ] + J [JX, Y ] + [X, Y ] , (2.3)

para todos los campos vectoriales X, Y sobre F (n).
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(0,1,2,3,4)

(1)
2 3

5

41

2 3

5

41

2 3

5

41

(0,1,3,3,3)

(2) (3)

(0,2,2,3,3)

2 3

5

41

(0,2,2,2,4)

(4)
2 3

5

41

2 3

5

41

(5)

(1,1,1,3,4)

(6)

(1,1,2,2,4)

2 3

5

41

2 3

5

41

(7) (8)

(1,1,2,3,3) (1,1,2,3,3)

2 3

5

41

(9)

(1,2,2,2,3)

2 3

5

41

2 3

5

41

(11)(10)

(1,2,2,2,3) (1,2,2,2,3)

2 3

5

41

(12)

(2,2,2,2,2)

Figure 2.2: Clases de isomorfismos de 5-torneos.

Burstall y Salamon [BS] probaron el siguiente interesante resultado:

Teorema 2.1. Una estructura cuasicompleja invariante J sobre F (n) es in-
tegrable si y solamente si el torneo correspondiente T (J) es isomorfo al torneo
canónico.

Este teorema nos dice que entre las clases de isomorfismos de torneos, sólo una
corresponde a las estructuras cuasicomplejas integrables, y todas las restantes
corresponden a estructuras no integrables.
Todas las métricas invariantes a izquierda sobre F (n) pueden ser escritas en
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la forma (ver [N1] ou [Bl])

ds2
Λ =

∑

i,j

λijωī ⊗ ωı̄j , (2.4)

donde Λ = (λij) es una matriz real simétrica que satisface

λij

{
> 0, si i 6= j ,
= 0, si i = j ,

(2.5)

y las formas diferenciales ωī son las llamadas formas de Maurer-Cartan de
U(n) (ver [ChW]). Estas formas son tales que

ωī es una forma de tipo (1,0) ⇐⇒ i
T (J)−→ j .

Estas métricas son llamadas tipo Borel, y son cuasihermı́ticas para cada es-
tructura cuasicompleja invariante J sobre F (n), esto es,

ds2
Λ(JX, JY ) = ds2

Λ(X, Y ) , (2.6)

para todos los campos vectoriales X, Y . Cuando J es integrable y satisface
(2.6), se dice que la métrica es hermı́tica.
Dada una estructura cuasicompleja J sobre F (n), la forma de Kähler asociada
a esta estructura es definida, para cada par de vectores tangentes X,Y , por:

Ω(X, Y ) = ds2
Λ(X, JY ) . (2.7)

Mo y Negreiros [MN1] probaron que, para cada permutación τ de n elementos,
la forma de Kähler se escribe como

Ω = −2
√−1

∑

i<j

µτ(i)τ(j)ωτ(i)τ(j)
∧ ω

τ(i)τ(j)
, (2.8)

donde µτ(i)τ(j) = ετ(i)τ(j)λτ(i)τ(j) y εij =





1 si i → j ,
−1 si j → i ,

0 si i = j .

Decimos que F (n) es cuasikähler si Ω es una forma cerrada, esto es, si dΩ = 0.
Cuando J es integrable y Ω es cerrada, decimos que F (n) es una variedad de
Kähler.
Como dΩ es una 3-forma diferencial compleja, puede descomponerse en la
forma dΩ = (dΩ)3,0 + (dΩ)2,1 + (dΩ)1,2 + (dΩ)0,3, donde (dΩ)p,q es una forma
diferencial de tipo (p, q).
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Si Ω no es cerrada, pero (dΩ)1,2 = 0, entonces decimos que F (n) es (1,2)-
simpléctica. Si Ω es cocerrada, esto es d∗Ω = 0, decimos que F (n) es cosim-
pléctica.

      Kähler

cuasi-Hermı́ticas

cosimplécticas

(1,2)-simplécticas

Hermı́ticas

Figure 2.3: Clasificación de las variedades cuasihermı́ticas.

La Figura 2.3, tomada de [Sa], presenta las clases de variedades cuasihermı́ticas
en las cuales estamos interesados.
Una aplicación φ : (M, g, J1) → (N,h, J2) es holomorfa si satisface

dφ ◦ J1 = J2 ◦ dφ . (2.9)

Si queremos usar el teorema 1.2 para construir nuevos ejemplos de aplica-
ciones armónicas φ : M → F (n), de una superficie de Riemann M en F (n),
necesitaremos tener ejemplos ya conocidos de aplicaciones φ holomorfas. Para
esto usamos las aplicaciones de Eells–Wood introducidas por Negreiros en
[N2]. Rápidamente veamos cuáles son estas aplicaciones. Sea h : M → CPn−1

holomorfa y no degenerada (h es no degenerada si h(M) no está contenida
en ningun CPk, para todo k < n − 1). Localmente, en un abierto U ⊂ M ,
podemos representar h como

hU = (u0, . . . , un−1) : M ⊃ U → Cn − {0},
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donde U es tal que π ◦ hU = h para π : Cn − {0} → CPn−1. Esto es,

h(z) = [hU (z)] = [(u0(z), . . . , un−1(z))].

Definimos la k-ésima curva asociada a h como

Ok : M −→ Gk+1(Cn)
z 7−→ hU (z) ∧ ∂hU (z) ∧ · · · ∧ ∂khU (z),

para 0 ≤ k ≤ n− 1.
Sea

hk : M −→ CPn−1

z 7−→ O⊥k (z) ∩ Ok+1(z),

para 0 ≤ k ≤ n− 1.
El siguiente teorema, debido a Eells y Wood [EW], clasifica las aplicaciones
armónicas de la esfera S2 ∼ CP1 en el espacio proyectivo CPn−1.

Teorema 2.2. Para cada k, hk : M → CPn−1 es armónica. Además, dada
una aplicación armónica y no degenerada φ : CP1 → CPn−1, existen h y k
únicos tales que φ = hk.

Este teorema nos da de forma natural las aplicaciones

Ψ: M −→ F (n)
z 7−→ (h0(z), . . . , hn−1(z)) ,

(2.10)

que son llamadas aplicaciones de Eells-Wood.
Una aplicación φ : M → (F (n), ds2

Λ) es equiarmónica si es armónica para to-
das las métricas invariantes de tipo Borel ds2

Λ. Negreiros [N2] probó que las
aplicaciones de Eells-Wood son equiarmónicas.

3 Problemas y resultados

3.1 Clasificación de las métricas (1,2)-simplécticas

Borel [Bo] mostró que para cada estructura cuasicompleja invariante inte-
grable existe una familia de métricas de Kähler invariantes sobre F (n). Eells
y Salamon [ESa] probaron que una estructura cuasicompleja parabólica sobre
F (n) admite una métrica (1,2)-simpléctica. Mo y Negreiros [MN1] mostraron
expĺıcitamente la existencia de una familia de métricas (1,2)-simplécticas in-
variantes, para cada estructura cuasicompleja parabólica invariante sobre F (n).
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Se dice que una estructura cuasicompleja J sobre F (n) es parabólica si existe
una permutación τ de n elementos tal que el torneo asociado T (J) está dado,
para i < j, por:





τ(j) → τ(i), si j − i es par ,

τ(i) → τ(j), si j − i es impar .

Paredes (ver [P1] ó [P3]) caracterizó expĺıcitamente varias familias de métricas
(1, 2)-simplécticas sobre F (n) diferentes de las de Kähler y de las parabólicas.
Más precisamente, para cada n ≥ 5 caracterizó n − 3 familias distintas de
métricas (1,2)-simplécticas. Cada una de estas familias corresponde a una
clase de torneos distinta de la clase del torneo canónico, o equivalentemente
de estructuras cuasicomplejas no integrables. Como consecuencia de estos
resultados, en [P1] fue conjeturado el siguiente teorema, el cual ya fue probado
por Cohen, Negreiros y San Martin en [CNS].

Teorema 3.1. La variedad (F (n), J, ds2
Λ), para n ≥ 4, es (1, 2)-simpléctica

si y solamente si el torneo T (J), asociado a J , es tal que todo subtorneo de
orden 4 es isomorfo a (4) ó (7) en la Figura 2.1.

Este teorema nos da una clasificación completa de las métricas (1, 2)-simpléc-
ticas sobre F (n) en términos de torneos. Esta relación con la combinatoria es
muy interesante, puesto que las variedades son objetos que no son discretos,
mientras que los torneos śı lo son. Además, como consecuencia del teorema de
Lichnerowicz (teorema 1.2) y usando las aplicaciones de Eells-Wood, se obtiene
una gran cantidad de ejemplos de aplicaciones armónicas φ : M → F (n).

3.2 Dimensión de las familias de métricas

Borel [Bo] probó que la única familia de métricas de Kähler que existe sobre
F (n) tiene dimensión n−1 (depende de n−1 parámetros). Tanto la familia de
métricas (1,2)–simplécticas caracterizada por Mo y Negreiros en [MN1] como
las familias caracterizadas por Paredes en [P1] son de dimensión n (dependen
de n parámetros) por lo cual es natural la siguiente pregunta:
¿Será n la dimensión de cada una de las familias de métricas (1, 2)-simplécticas
existentes sobre F (n)?
Cohen, Negreiros y San Martin dieron una respuesta positiva a esta pregunta
en [CNS].
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n N(n)
4 2
5 4
6 6
7 10
8 16
9 30

10 52
11 94
12 172
13 316
14 586
15 1096
16 2048
17 3856
18 7286
19 13798
20 26216

Table 1: N(n) = número de familias de métricas (1,2)-simplécticas sobre F (n).

3.3 Métricas cosimplécticas

Las métricas cosimplécticas sobre cualquier variedad cuasihermı́tica contienen
las métricas (1, 2)-simplécticas, y estas a su vez contienen todas las métricas
de Kähler (ver Figura 2.3). Tiene entonces sentido hacer la siguiente pregunta
acerca de las métricas de Borel sobre F (n):
¿Cuáles de las métricas de Borel sobre F (n) son cosimplécticas?
Recientemente, San Martin y Negreiros probaron en [SMN] que todas las
métricas de Borel ds2

Λ son cosimplécticas.

3.4 Número de métricas (1, 2)-simplécticas

Mo y Negreiros [MN1] probaron que tanto sobre F (3) como sobre F (4) existen
2 familias de métricas (1, 2)-simplécticas. Paredes (ver [P1] ó [P2]) probó
que el número de métricas (1, 2)-simplécticas sobre F (5), F (6) y F (7) es 4,
6 y 10 respectivamente. En [PGM] probamos que este número es 16 para
F (8). Estos resultados sugieren que la sucesión formada por el número de
familias de métricas (1, 2)-simplécticas sobre F (n), a saber 2, 2, 4, 6, 10, 16,
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es una sucesión de Fibonacci. Desafortunadamente no es aśı, pues en [PGM]
probamos que este número es 30 para F (9); alĺı mismo calculamos el número
de métricas (1, 2)-simplécticas sobre F (n) para 8 ≤ n ≤ 20. Estos resultados
se resumen en la tabla 1.
A pesar de los resultados hasta aqúı obtenidos, la siguiente pregunta continúa
abierta:
¿Cuántas familias de métricas (1, 2)-simplécticas existen sobre F (n), para cada
n ∈ N?
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