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Resumen. En este trabajo, dado un modelo que simula el proceso de

polimerización de la hemoglobina S, se realiza el cálculo e identifica-

ción de los coeficientes óptimos en correspondencia con datos obtenidos

experimentalmente, aplicando el método del gradiente.

1. Introducción

La Anemia Drepanocítica o Sicklemia fue la primera enfermedad de origen
molecular descrita; no obstante, constituye aún un problema de salud a escala
mundial [6]–[23]. Esta enfermedad de origen genético, procedente de África, está
relacionada con una alteración en la cadena de aminoácidos de hemoglobina que
conduce a la polimerización de la hemoglobina S (HbS) en condiciones de baja
oxigenación, a la deformación de los glóbulos rojos, cambios de la permeabilidad
y elasticidad de sus membranas y a modificaciones en la reología de la sangre
y de múltiples procesos fisiológicos. Entre estos se encuentran las crisis vaso-
oclusivas que conducen a un deterioro intenso y progresivo de los enfermos, que
provocando en muchos casos la muerte, por lo general en edades tempranas. En
el mundo, por datos de la Organización Mundial de la Salud, cada año nacen
20 mil niños afectados [6, 12].

La polimerización de la HbS está influida por múltiples factores, entre otros su
grado de oxigenación [11, 23, 4], la concentración [11, 23, 10, 7], la temperatura
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[14, 8], el pH de la solución [11, 23, 10] y la presencia de otras hemoglobinas
[10, 9, 21], entre otros. La cinética de la formación de los agregados no ha sido
totalmente explicada. Se ha referido que el proceso de formación de los agregados
moleculares de HbS puede ocurrir en tiempos que varían en dependencia de
múltiples factores físicos, químicos y biológicos [6, 11, 23, 19].

Diversos modelos han sido propuestos para explicar los abundantes datos ex-
perimentales relacionados con la oxigenación y desoxigenación de los glóbulos
rojos, los efectos de la concentración de la HbS, la acción de la temperatura en
los procesos de agregación molecular, nucleación y gelificación [11, 19, 18, 17].
Muchos modelos son basados en ecuaciones diferenciales no lineales, linealiza-
das para concentraciones de HbS muy bajas [11, 19, 18, 17], y resuelven casos
particulares muy alejados de las condiciones fisiológicas reales. En [5] se expone
un mecanismo de reacción y su correspondiente modelo matemático a partir
de un sistema de ecuaciones diferenciales, suponiendo que en el proceso de po-
limerización se forman unidades estructurales defectuosas. Con ello se pueden
explicar las aparentes diferencias entre los datos cinéticos y los de la micros-
copía electrónica. También se describe, en el marco del modelo presentado, la
influencia en el proceso de polimerización de la concentración de la HbS y el
papel de otras hemoglobinas, o de la propia HbS cuando se modifica ligeramente
su conformación o sus puntos de contactos.

En este trabajo se desarrolla el algoritmo de identificación y cálculo de los
coeficientes de las ecuaciones diferenciales para un caso particular del mode-
lo general propuesto en [5], lo cual permitiría la realización de determinados
pronósticos cuantitativos de los procesos básicos relacionados con la Anemia
Drepanocítica o Sicklemia.

En el modelo desarrollado en [5] se parte de que la HbS en los glóbulos rojos
puede estar en los siguientes estados:

HbS oxigenada:

a) en monómeros;

b) en unidades defectuosas de microtúbulos.

HbS desoxigenada:

a) en monómeros;

b) en unidades de microtúbulos;

c) en microtúbulos;

d) en dominios.

Partiendo de la ley de conservación de la masa, puede expresarse la concentra-
ción total N de HbS mediante la ecuación [5]

x(t) + ny(t) + nz(t) + w(p) = N, (1)

donde

[Revista Integración



Algoritmo que modela la polimerización de la Hemoglobina S 21

x(t): concentración de desoxi HbS en estados de monómeros o formando
parte de unidades estructurales defectuosas;

ny(t): concentración de desoxi HbS en microtúbulos;

nz(t): concentración de desoxi HbS en dominios.

w(p): concentración de oxi HbS (depende de la presión parcial de oxígeno
(p) en la sangre).

El sistema de ecuaciones que describe la cinética del proceso es:

x′ = −nP (x) − (c − d)x − nby, (2)

y′ = (b + e − f) y + P (x), (3)

z′ =
c − d

n
x + (e − f) y, (4)

donde P (x) =

2n
∑

i=1

ai x y ai, b, c, d y e son los coeficientes de reacción:

a: de polimerización;

b: de despolimerización;

c: de cristalización por la adición de monómeros de desoxi HbS;

d: de descristalización por la separación de monómeros;

e: de cristalización por adición de microtúbulos; y

f : de descristalización por separación de microtúbulos.

α: concentración mínima de desoxi HbS necesaria para que ocurra la poli-
merización.

n: número de moléculas de HbS (14-16) que forman la unidad estructural de
los microtúbulos según datos de microscopía electrónica.

Si hay ausencia de cristalización, es decir, que en un instante dado no existen
dominios, el sistema de ecuaciones anterior se simplifica de la siguiente forma:

N = x(t) + ny((t) + w(p), (5)

x′ = −nP (x) + nby, (6)

y′ = −by + P (x). (7)
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2. Algoritmo para la identificación y cálculo de los
coeficientes

En [22] se muestra un procedimiento general para identificación y cálculo de
los coeficientes de un modelo general bajo ciertos datos experimentales.

Investigando el comportamiento de un modelo que simula enfermadades de
transmisió sexual [20] se obtienen condiciones que garantizan la identificación
y cálculo de los coeficientes. En este trabajo se aplica el método del gradiente
para el cálculo de los coeficientes del sistema (8), obteniendo un algoritmo para
este proceso, que es programado en MathLab.

Para resolver este problema es necesario analizar si existe la unicidad en la
identificación.

Sea dado el sistema de ecuaciones:
{

x′ = −c1 x − c2 x2 + d y,

y′ = a1 x + a2 x2 − b y.
(8)

Como en los coeficientes c1 y d aparecen en una ecuación y a1 y b en la otra,
sólo nos vamos a referir a uno de estos pares; en el otro se produce de forma
similar.

Escribamos la primera ecuación de (8) en la forma

−c1 x + d y = x′ + c2 x2. (9)

Teorema 2.1. Los coeficientes c1 y d se determinan unívocamente, excepto en
el caso en que los puntos (x(t), y(t)) están sobre una misma recta que pasa por
el origen de coordenadas para todo t.

Demostración. Como se sabe, para garantizar la unicidad en la identificación
de los parámetros c1 y d que satisfacen (9) es suficiente que existan t1 y t2 tales
que

∣

∣

∣

∣

∣

−x1(t1) y(t1)

−x(t2) y(t2)

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0, (10)

lo cual garantiza que para ningún t los puntos (x(t), y(t)) estén sobre una misma
recta. ¤XXX

Ahora veamos qué condiciones deben cumplir los coeficientes para que se
determinen unívocamente.

Teorema 2.2. Si el sistema (8) posee una trayectoria contenida completamente
en una recta que pasa por el origen, entonces los parámetros (a1, aa, c1, c2, b, d)
satisfacen la igualdad siguiente:

b a2 c2 + a1 c2
2 = a2 c1 c2 + d a2

2. (11)
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A este resultado se llega tomando y = mx + h y sustituyendo en el sistema
(8).

Para el cálculo de los coeficientes se aplica el método del gradiente. Es-
te algoritmo nos permite determinar aquellos valores de los coeficientes
(a1, aa, c1, c2, b, d) que mejor se ajustan a la solución del sistema. Todo esto se
puede llevar a cabo después de haber demostrado que el sistema es identificable.

Se realiza una discretización del sistema y se obtiene
{

(xi+1 − xi)/hi = −c1 xi − c2 x2
i

+ d yi,

(yi+1 − yi)/hi = a1 xi + a2 x2
i
− b yi,

(12)

donde hi = ti+1 − ti, y además,
{

(xi+1 − xi)/hi = [x(ti+1 − x(ti)]/hi = x(ti),

(yi+1 − yi)/hi = [y(ti+1 − y(ti)]/hi = y(ti).
(13)

El nuevo sistema es lineal con respecto a los parámetros.

Sean dadas las funciones

f1(c1, c2, d) =
n

∑

i=1

[

xi+1 − xi − hi (−c1 xi − c2 x2
i

+ d yi)
]2

, (14)

f2(a1, a2, b) =

n
∑

i=1

[

yi+1 − yi − hi (a1 xi − a2 x2
i
− b yi)

]2

. (15)

Aplicando el método del gradiente a las funciones f1 y f2 tenemos

grad f1(c1, c2, d) =

(

∂f1

∂c1

,
∂f1

∂c2

,
∂f1

∂d

)

, (16)

grad f2(a1, a2, b) =

(

∂f2

∂a1

,
∂f2

∂a2

,
∂f2

∂b

)

. (17)

Ya se está en condiciones de obtener los coeficientes óptimos mediante un pro-
ceso iterativo que se describe a continuación. Para ello se necesita una aproxi-
mación inicial de los coeficientes (c0

1, c0
2, d0, a0

1, a0
2, b):

ck+1

1 = ck

1 − αk

1

∂f1

∂c1

(ck

1 , ck

2 , dk), ak+1

1 = ak

1 − αk

2

∂f2

∂a1

(ak

1 , ak

2 , bk),

ck+1

2 = ck

2 − αk

1

∂f1

∂c2

(ck

1 , ck

2 , dk), ak+1

2 = ak

2 − αk

2

∂f2

∂a2

(ak

1 , ak

2 , bk),

dk+1 = dk − αk

1

∂f1

∂d
(ck

1 , ck

2 , dk), bk+1 = bk − αk

2

∂f2

∂b
(ak

1 , ak

2 , bk),

con la siguiente condición de parada:

|ck+1

1 − ck

1 | <
ǫ

6
, |ak+1

1 − ak

1 | <
ǫ

6
,
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|ck+1

2 − ck

2 | <
ǫ

6
, |ak+1

2 − ak

2 | <
ǫ

6
,

|dk+1 − dk| <
ǫ

6
, |bk+1 − bk| <

ǫ

6
,

donde ǫ > 0 y αk
1 , αk

2 son números reales que se obtienen minimizando las
funciones

ϕ1(α
k

1) = f1

[

ck

1 − αk

1

∂f1

∂c1

(ck

1 , ck

2 , dk) ck

2 − αk

1

∂f1

∂c2

(ck

1 , ck

2 , dk) dk

− αk

1

∂f1

∂d
(ck

1 , ck

2 , dk)

]

,

ϕ2(α
k

2) = f2

[

ak

1 − αk

2

∂f2

∂a1

(ak

1 , ak

2 , bk) ak

2 − αk

2

∂f2

∂a2

(ak

1 , ak

2 , bk) bk

− αk

2

∂f2

∂b
(ak

1 , ak

2 , bk)

]

.

Es necesario indicar los valores iniciales α0
1, α0

2 ∈ (0, 1). Determinados los
coeficientes óptimos, se puede ir nuevamente al sistema original, y de esta forma
obtener información cuantitativa y nueva que contribuya al entendimiento y
pronóstico del los procesos relacionados con la enfermedad.
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