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1 Introduccion

El concepto de elemento ordinable en un conjunto ordenado fue intro-
ducido por el autor en su tesis doctoral [7], y su estudio se concentré alli
en un caso particular, en el que el conjunto subyacente es el conjunto de
topologias sobre un conjunto infinito, dotado de un orden que esta con-
tenido en la relacién de inclusion. No parecia natural en ese momento
considerar aquel orden, teniendo a la mano el orden de la inclusion, y so-
bre el cual, al respecto, no se habia dicho mayor cosa. En este articulo se
presentan algunas propiedades de los elementos ordinables en el reticulo
de topologias sobre un mismo conjunto base como una invitacién a que
el estudio sea ampliado y a que un estudio similar se haga en otros con-
juntos ordenados de interés y de uso frecuente en matematicas.

En este articulo nos ocuparemos de dar respuestas parciales a pre-
guntas naturales como: si {2 es una topologia ordinable en el reticulo de
topologias sobre el conjunto X, jcudntos sucesores tiene 27, ; qué estruc-
tura tiene el conjunto ordenado de los sucesores de 27, jqué informacién
se puede dar acerca del namero ordinal asociado con €27

2 Elementos ordinables
en un conjunto ordenado

Los conceptos basicos acerca de conjuntos ordenados que seran usados en
este trabajo se suponen conocidos por el lector, el cual puede encontrar
material suficiente en las referencias [2] y [5].

En esta seccién definimos lo que entendemos por elemento ordinable
en un conjunto ordenado y mencionamos algunas de sus propiedades
bésicas.

Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Mediante el proceso
de derivacion de Cantor, asociamos a cada nimero ordinal o un subcon-
junto (A, <), de A, de manera tal que (A, <) es el conjunto de elementos
maximales de (A, <).

Si a > 0, entonces (A, <), es el conjunto de elementos maximales del

conjunto A\ |J (4, <)a, con el orden inducido por <. Por simplicidad, al
B<a
conjunto (A4, <), lo llamaremos el nivel o de (A, <). Un elemento a € A

serd llamado ordinable si existe un ordinal « (necesariamente tnico) tal
que a € (A, <)4. En este caso escribiremos O(A) = a.. Al menor niimero
ordinal « para el cual (A, <), = &, lo denotaremos por O(A4, <).

Se verifica muy facilmente que si a es ordinable en (A,<) y a < b,
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entonces b es ordinable. Més aun, si a € (4,<)y y si b € (4,<)g,
entonces se tiene que B es menor o igual a «. Por otra parte,
sia € (A,<)q y 0 es un ordinal menor o igual a «, entonces existe
c € (A,<)s5 tal que a < ¢. Este dltimo resultado se puede demostrar
mediante induccién transfinita sobre a.

También se tiene que O(A,<) < card(P(A)), donde P(A) es el
conjunto de todos los subconjuntos de A. En efecto, supongamos que
card(P(A)) < O(A, <). Para cada ordinal u < card(P(A)) existe a,, €
(A, <)y. Es claro que si u y v son ordinales diferentes y menores que
card(P(A)), entonces a,, # a,. Como

{ay 1 u < card(P(A))} C A,

se tiene que card{a, :u < card(P(A))} < card(4) < card(P(A)) =
card {a,, : u < card(P(A))}; contradiccién.

Ejemplos:

1. Sien el conjunto Z* de los enteros positivos consideramos el orden
< de la divisibilidad, es claro que para todo ordinal o, (ZT, <), =
&, con lo que no se tienen elementos ordinables. Por otra parte,
si en el conjunto ZT se considera el orden =, el inverso del orden
de la divisibilidad, entonces O (Z", <) = w, donde w es el primer
ordinal infinito. Ademds, (Z", <), = {1}, y si n € Z", entonces

(Z+, j)n = {m € Z* : mes el producto den niimeros primos} .

2. Sea <= {(n,m) € Z* x Z* : ndivide am}. Sobre el conjunto A =
YARY, {\@, \/§} consideramos el orden parcial < definido como la
union de <y {(1, \/ﬁ) , (1, \/§) , (\@, \/ﬁ) , (\/g, \/3)} Se tiene
que (A, <X)o = {\/5, \/§} y (A, X)q = &, para todo ordinal a > 0.
Nétese que en el conjunto ordenado (A4, <), el extremo inferior de

{\/i \/g} es 1.

3. Si X es un conjunto infinito y si sobre el conjunto P(X) de los sub-
conjuntos de X consideramos el orden C de la inclusion, entonces
para cada entero n > 0, se tiene que

(P(X), ©)p ={Y C X : XY tiene cardinaln} .
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Ahora, siY C X es tal que X\Y es infinito, y sia € X\Y, entonces
se tiene que Y C Y U {a} y YU {a} € P(X)\ U (P(X),<)s, con
B<w

lo que Y no es maximal en el conjunto ordenado

B<w

donde w es el menor ordinal transfinito. Por lo tanto (P(X), <), =
&, con lo cual tenemos que (P(X),C), = &, para todo ordinal
a > w. En consecuencia, O(P(X),C) = w.

Sea (A, <) un conjunto ordenado y sea a un elemento ordinable de
(A, <), digamos a € (A, <),, para algin ordinal a. Supongamos
que X es un conjunto que contiene a A y que u,v € X\A, con
u # v. Sobre el conjunto B = AU{u, v} consideremos la relacién de
orden <, definida como la unién de <y {(a,u), (a,v), (u,u), (v,v)}.
Entonces, u,v € (B, <)o, el extremo inferior de {u,v} en (B, <) es
ay, ademds, a € (B,S)1sia=0ya€ (B,S)q st a>0.

Sea a > 0 un numero ordinal y sea A el conjunto de los ntimeros
ordinales que son menores que «. En A consideremos el orden usual
< entre nimeros ordinales. Si « es un ordinal limite, entonces se
tiene que O(A, <) = 0. Si & no es un ordinal limite, entonces existe
un ordinal limite A y un ntimero natural n > 0 (tinicos) tales que
a = A+ n. Entonces O(A, <) =n.

. En el conjunto A = {u : wes ordinal yu < w + 1} consideremos el

orden =, que es el inverso del orden usual entre niimeros ordinales.
Entonces O(A, <) =w+1 > w = card(4).

(El ejemplo inspirador.) Sea X un conjunto infinito. Sobre el
conjunto Top(X) de topologias sobre X consideremos la relacién
de orden parcial < dada por 7 < 3 si y sélo si 7 C 3 y el morfismo
j:(r,C) = (8,9), dado por j(U) = U, para todo U € 7, admite
adjunto a la izquierda.

En [7] se demuestran, entre otros, los siguientes resultados:

i. (Top(X), <)o estéd constituido por las topologias 77 en X.

ii.

2card(X) < O(Top(X), j) < 22°‘“d(x)'
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iii. Para todo ordinal o < O(Top(X), <), se tiene que

card((Top(X), X)) > card(X).

iv. Si 7 € Top(X) es ordinable entonces el conjunto

{B € Top(X) : 7 2 B},

es un reticulo completo, con el orden inducido por =<, y

card{3 € Top(X) : T =< 8} < 202rd(X)

v. 7€ |J (Top(X), <), siy sélo si el conjunto

n<w
Pol(1) ={z € X : {x} no es cerrado en (X, 1)},

es finito y, para todo = € Pol(7), la adherencia del conjunto {z} en
(X, 7) es un conjunto finito.

Del ejemplo 2 se sigue que en un conjunto ordenado es posible que
dos elementos sean ordinables y que exista el extremo inferior entre ellos,
pero que éste no sea ordinable. En el ejemplo 4 se evidencia que si en un
conjunto ordenado dos elementos son ordinables, al igual que el extremo
inferior entre ellos, entonces puede no haber ninguna relaciéon entre los
niveles en los que se encuentran estos tres elementos.

En la siguiente proposicion se presenta una condicion suficiente para
que un elemento de un conjunto ordenado sea ordinable.

Proposicién 2.1. Si (A, <) es un conjunto ordenado y si a € A es
tal que el conjunto [a)< = {b € A: a < b} es un conjunto finito, entonces
a es ordinable y O(a) < w, siendo w el primer ordinal infinito.

Demostracién. Supongamos que a no es ordinable, es decir que a

no es maximal en el conjunto A\ |J (A4, <),. Entonces existe
a<O(A,<)

be A\ | (49,
a<O0(A,<)
con a < b. Esto significa que existe b € A, no ordinable, con a < b.
Esto conduce a que el conjunto [a)< es infinito, lo que va en contra de la
hip6tesis. Ahora, para cada ordinal § < O(a) existe hs € A con a < hs
y hs € (A, <)s. Esto implica que O(a) < w, puesto que [a)< es finito. [J
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3 Elementos ordinables
en el reticulo de topologias

El propdsito de esta seccién es mostrar propiedades importantes de los
elementos ordinables en el reticulo de topologias sobre un mismo conjunto
base. Los principales resultados son los que se enuncian en los teoremas
3.3, 3.5, 3.6 y el corolario 3.10.

Si X es un conjunto, en el reticulo (Top(X), C) se tiene que

(Top(X), S)o ={P(X)},

donde P(X) es la topologia discreta y, de acuerdo con un resultado de
Frohlich [4], se deduce que (Top(X),C); estd constituido por las ul-
tratopologias en X, las cuales tienen la forma P(X\{a}) UU, donde
U es un ultrafiltro sobre X, con {a} ¢ U. No se conoce ninguna otra
informacién con respecto a otros elementos ordinables en este reticulo.

En esta seccién se encuentran caracteristicas de los elementos or-
dinables y se demuestra que si X es infinito, entonces para todo ordinal
a < w el conjunto (Top(X),C), es no—vacio. Para ordinales mayores
aun no tenemos respuesta.

El punto de vista desde el cual analizamos este reticulo enriquece en
buena medida el conocimiento que se tiene acerca del mismo, sobre el
que se han hecho investigaciones importantes, como se puede apreciar en
los trabajos [1, 3, 6, 8, 9, 10].

En la siguiente nota se resaltan algunas propiedades “internas” de las
ultratopologias. Estas propiedades se generalizaran méas adelante para
otras topologias ordinables.

Nota 3.1. Sea X un conjunto no-vacio. Supongamos que a € X y
que U es un ultrafiltro sobre X, con {a} ¢ U. Sean 8 = P(X\{a})UU
yC={VepiracV}={Veld:acV}.

Se tiene que:

1. {a} ¢ By para todo b € X\{a}, {b} € .

2. La cardinalidad del conjunto (] V es a lo sumo 2.
vec

3. SiU es principal, la cardinalidad del conjunto () V es 2. Ademds,
vVeC
si U es generado por b € X, entonces, en el espacio (X, ),
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— [{ay ,  sid#b,
{d}_{{a,d}, sid=b.

4. Si U no es principal, entonces el espacio (X, 3) es T} y U no tiene
elementos finitos.

5. Si U no es principal, entonces el conjunto C no tiene elemento
minimoy (] V = {a}.
vec
En la siguiente proposicién se empiezan a encontrar carateristicas
de los elementos ordinables en (Top(X ), C) y se generaliza la propiedad
mencionada en la parte 1 de la nota 3.1.

Proposicién 3.2. Si § es ordinable en (Top(X),C), entonces el
conjunto

Ag={re X :{z} ¢ B},

es finito.

Demostracién: Por induccién sobre O(3). Para O(3) = 0 el resul-
tado se tiene ya que en ese caso 5 = P(X).

Supongamos que la afirmacion es cierta para toda topologia ordinable
A € Top(X) con O(A) =6, donde 0 < 0 < «, y que 8 € (Top(X), Q)4
Seaa € X con {a} ¢ . El conjunto fU{{a}} es base para una topologia
B, de X. Ya que B, contiene propiamente a (3, existe un ordinal o < « tal
que 3, € (Top(X),C),. Por la hipétesis inductiva, {x € X : {z} ¢ (.}
es finito, y ya que {zx € X : {a} ¢ B} = {x € X : {z} ¢ B.} U{a}, se
sigue que {x € X : {z} ¢ B} es finito. [J

Un corolario evidente de la proposicién 3.2 es que si X es infinito,
entonces en (Top(X), C) no toda topologia es ordinable. Por otra parte,
el reciproco de esta proposicién no se tiene, como se concluird de la
proposicion 3.4.

Vamos a mostrar ahora una primera coleccién de elementos ordinables
en el reticulo de topologias. Todas las topologias que exhibe el teorema
3.3 son de Alexandroff, es decir, topologias en las cuales la interseccion
de abiertos es un abierto.

Notacién. Sea X un conjunto no—vacioy a € B C X. Con X(a, B)
denotaremos la topologia P(X\{a})U{D C X : B C D}.
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Teorema 3.3. Sea X un conjunto no—vacio y a € B C X, con
B finito. Se tiene que X (a, B) € (Top(X), C)cara(p)—1- Si X es infinito,
entonces, para todo ordinal o < w, el conjunto (Top(X ) C)q no es vacio.

Demostracién. Por induccién sobre card(B). Es claro que
X(a,{a}) = P(X) € (Top(X), S)o.

Supongamos que la afirmacién es cierta para todo B C X con 1 <
card(B) < n, y n entero positivo. Sea B C X, con a € B y card(B) =
n+1. Si B = {a,a1,---,a,} y By = {a,a1, - ,an,—_1}, entonces se
tiene que X (a, B1) contiene propiamente a X (a, B). Por la hipdtesis
inductiva, X (a,B1) € (Top(X), C)card(By)-1, con lo que X(a,B) ¢

n—1

‘UO(TOP(X), S)j-
j:
Supongamos ahora que X (a, B) C v, con

n—1
i € Top(X)\ | (Top(X), Q)5
j=0
y que existe V € ¥\ X (a,B). Enese casoa € Vy B¢ V. Sea B* =
BNV. Yaque 1 < card(B*) < card(B), la hipétesis de induccién implica
que X ((I, B*) (TOp( ) C)card (B*)—1-
Ahora, si B C W C X, entonces W = B* U (W\B*) € v, por
n—1
lo que X (a,B*) C ¢, y asi ¢ € |J (Top(X),<C);; contradicciéon. En
§=0
consecuencia X (a, B) = v, con lo cual X(a, B) € (Top(X),C),. O

Nétese que en el espacio topolégico (X, X (a, B)) se tiene que {b} =
{a, b}, para todo b € B\{a}, y {a} = {a}. Ademads, si ¢ ¢ B, entonces
{c} = {c} ya que B C X\{c}.

Notacidén. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y si A C X, denotare-
mos por N;(A) la interseccién de todos los elementos de 7 que contienen
a A, es decir, N;(A) = ({V € 7: A C V}. Cuando A = {a} es-
cribiremos N7 (a) en vez de N;({a}). El conjunto N,(A4) se denomina
usualmente el nicleo de A en el espacio (X, 7).

La siguiente proposiciéon muestra otra caracteristica de los elemen-
tos ordinables en (Top(X),C), que complementa la encontrada en la
proposicién 3.2. Este resultado generaliza la propiedad mencionada en
la parte 2 de la nota 3.1.
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Proposicién 3.4. Si 8 es ordinable en (Top(X), C) y si

Ap ={z e X :{a} ¢ B},

entonces, para cada x € Ag, el conjunto Na(x) es finito.

Demostracién. Por induccién sobre O(3). Para O(f) = 0 el resul-
tado es inmediato ya que, en ese caso, Ag = J.

Supongamos que la afirmacion es cierta para toda topologia ordinable
w € Top(X) con O(p) < v, y supongamos que 5 € (Top(X), ) y que
be AB.

Si N(b) = {b}, entonces el resultado es inmediato.

Si Ng(b) # {b}, entonces elegimos ¢ € N3(b)\{b} y hacemos W =
N3 (b)\{c}. El conjunto SU{UNW : U € (B} es base para una topologia
u de X, que contiene propiamente a 3, puesto que W € p\f3. Entonces
O(p) < OB) =a. Yaque W € pybe W, se tiene que N, (b) C W.
Seade W.SiZepuybe Z, entonces existe Be SU{UNW : U € 8},
tal que b € B C Z. Si B € 3, como d € N3(b), entonces se tiene que
de BC Z. Si B=UNW, para algin U € (3, entonces d € U y asi
deUNW=BCZ.

En consecuencia, W C N, (b), y asi se concluye que N, (b) = W. Pero
por la hipétesis inductiva N, (b) es finito, luego N(b) es finito. O

Un corolario inmediato de la proposicion 3.4 es que no se tiene el
reciproco de la proposicién 3.2, ya que si X es infinito y J es un sub-
conjunto infinito de X y a € J, entonces la topologia = X (a,J) no es
ordinable pues Ag = {a} y Nz(a) = J.

Notacion. Sea X un conjunto no—vacio, a € X y U un ultrafiltro
sobre X tal que {a} ¢ U. Si B C X y a € B, con el simbolo U,(B)
denotaremos la topologia P(X\{a})U{D €U : B C D}.

Teorema 3.5. Sea X un conjunto no—vacio, U un ultrafiltro no
principal sobre X, a € X y B un subconjunto finito de X con a € B. Se
tiene que Uy, (B) € (Top(X), C)cara(n)-

Demostracién. Por induccién sobre card(B). Si B = {a}, entonces
U, (B) es una ultratopologia para X, con lo que U, (B) € (Top(X), C);.

Supongamos que el resultado se tiene para todo B C X, finito, con
a€ B,card(B) <kyk>1 SeaBC X cona€ By card(B) =k+ 1.
Sean b € B\{a} y B* = B\{b}. Es claro que U,(B) C U,(B*). Ya que U
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no es principal, {b} ¢ U y asi X\{b} € U,(B*)\Ua(B). Por la hipdtesis
(B

inductiva U, (B*) € (Top(X), C)g, con lo que U,

) ¢ U (Top(X),C);.
i<k

Supongamos ahora que U, (B) C 3, que

B € Top(X)\ U Top(X
1<k

y que existe A € B\Uy(B). Se tiene que a € Ay que, A¢ U o B¢ A
Entonces:

i. SiAelUy B ¢ A, entonces U,(A N B) contiene propiamente a

ii.

iii.

Uas(B), ya que A € U, (AN B)\Uy(B). Ademéds U,(AN B) C 3, ya
quesiVeldy ANB CV, entonces V = (V\A)U[AN (V UB)|,
con V\Aep, VuBep y Aef. Esto implica que
B e U (Top(X),C);, ya que por la hipdtesis de induccién
J<k
U, (AN B) e J (Top(X),<);. Aqui se tendria una contradiccion.
i<k

SiA¢Uy B¢ A, entonces A° € U, y asi A°UB € U,(B) C B.
Como (A°UB)N A= AN B, vemos que AN B € 3, con lo que se

tiene que X(a, AN B) C . Esto no es posible, ya que, segin el

teorema 3.3, X(a, AN B) € |J (Top(X),<9);.
J<k

Si A¢ Uy B C Aentonces B = (A°UB)N A € (3, puesto
que AUB € Uy(B) C y A e . Por lo tanto, X(a,B) C
B, lo que no es posible, ya que, por el teorema 3.3, X(a,B) €

(Top(X), S)card(B)—1, ¥ esto implicarfa que 8 € |J (Top(X), C)j;
i<k
contradiccion.

En definitiva U, (B) = 3, con lo cual U,(B) € (Top(X), C)g+1, como
se pretendia. square

En el siguiente teorema se obtendran mas elementos ordinables del
reticulo de topologias. Sobre estas topologias, los teoremas 4.2 y 4.3 pro-
porcionaran caracteristicas de sus conjuntos de sucesores, relacionadas
con sus estructuras y sus cardinales.

Teorema 3.6. Supongamos que X es un conjunto y que b, ai,- -+ ,ay
son elementos diferentes de X. Entonces
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n

() X (ai, {ai, b}) € (Top(X), C)n.
=1

Demostraciéon. Por induccién sobre n. El caso n = 1 se sigue del

teorema 3.3.
Supongamos que el resultado se tiene para n = k. Sean

baala"' y Ay Q41 5

elementos diferentes de X, y sean

k+1

— ﬂ X (a;, {ai, b}) ,
i=1

k
ﬁ = ﬂ X(ai’ {aia b}) .
i=1
Ya que {a1} € B\7 y B € (Top(X), C)y, se tiene que

7 ¢ |J (Top(X), Q);.

J<k

Supongamos ahora que 7 C p, con p € Top(X)\ U (Top(X),<C);, ¥y

J<k
que existe A € p\7. Existe ¢ € {1,--- , k, k+1} tal que AN{ay, b} = {as}.
Sea {af, - ,a;} = {a1, -+ ,ar41} \ {ae}. Como {ay,b} € 7 C p se tiene

k
que {as} = An{ag, b} € p, de donde se sigue que (| X (af,{a},b}) C p.
i=1
k
Esto no es posible ya que segtin la hipétesis inductiva () X (a}, {a},b}) €
i=1
(Top(X), ©)k, lo que implicarfa que p € |J (Top(X), C);.
i<k
En consecuencia 7 = p, con lo cual 7 € (Top(X), C)gq1. O

n
Noétese que si en el teorema anterior hacemos 7 = (| X (a4, {as, b}),
i=1
entonces A; = {a1, -+ ,an} y Nr (a;) = {a;,b}, paracadai € {1,--- ,n}.
Ademsds, 7 = P (X\{a1, -+ ,a,}) U (b), donde (b) ={U C X :be U}.
Las topologias ordinables que se muestran en los teoremas 3.3 y 3.6
son de Alexandroff. La siguiente proposicién nos ayuda a caracterizar
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aquellas topologias de Alexandroff que son ordinables, lo cual quedara
establecido en el corolario 3.10.

Proposicién 3.7. Si 8 € Top(X), entonces 8 C (| X(a,Ngz(a)).
a€A5

La igualdad se presenta si y s6lo si Ng(a) € 3, para todo a € Ag.

Demostracién. Sean V € fy a € Ag, arbitrarios. Sia ¢ V,
entonces se tiene que V € P(X\{a}) C X(a,N3(a)). Sia € V, entonces
se tiene que Ng(a) C V, con lo cual V € X(a,Ng(a)). Luego 8 C

N X(a,Ns(a)).

aEAﬁ
Supongamos ahora que Ng(a) € 8, para todo a € Ag. Sea W €

N X (a,N3(a)). Como

GEAﬁ
w= U M@]u | U N .
acWnAg a€eWnNAg
yyaque U WNz(a)y W\ U Ng(a) son elementos de 3, se con-
aEWﬂAB aEWﬂA[—}
cluye que W € 8. Luego [\ X (a,N3(a)) C 5.
aEA,B
Por ultimo, supongamos que § = () X (a,N3(a)). Sea d € Ag,
aEAB
arbitrario. Veamos que N3(d) € () X (a,Np(a)). Sea a € Ag. Si
OLGAB

a ¢ N3(d), entonces se tiene que Ng(d) € P(X\{a}) C X (a,Np(a)). Si
a € Ng(d), entonces Nz(a) € Ng(d) y asi, N3(d) € X (a,N3(a)). O

Corolario 3.8. Si 8 € Top(X), con Ag = {a} y Ns(a) € /3, entonces
B = X (a,N3(a)). Si, ademés, Ng(a) es finito, entonces 3 es ordinable y
O(B) = card(Ng(a)) — 1.

Demostracion. Esto es consecuencia del teorema 3.3 y de la propo-
sicién 3.7. [

La proposiciéon que sigue, y su corolario, caracterizan aquellas topolo-
gias de Alexandroff que son ordinables y dan una cota superior para los
niveles en los cuales éstas pueden estar.

Proposicién 3.9. Sea X un conjunto y sea 7 € Top(X) tal que:

1. 7 es cerrada para intersecciones;
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2. A, es finito y, para cada a € A;, el conjunto N;(a) es finito.
Entonces el intervalo [7, P(X)] = { € Top(X) : 7 C B} es finito.

Demostracién. Si A, = &, entonces el resultado es directo.

Supongamos que A; # @y que A, = {ai, - ,a,}. Como T es
cerrada para intersecciones, N, (a;) € 7, para cada i € {1,2,---n}. Si
B € [, P(X)], entonces Ag C A; y N3(b) C N;(b), para cada b € Ag.

Ahora, si b € Ap, entonces se tiene que N.(b) € 3, con N;(b)
finito, por lo que existe el menor elemento de S que contiene a b, el
cual debe ser finito e igual a Nz(b). De acuerdo con la proposicién 3.7,

B= [ X(bN3s()).
bEAB
Sea A el conjunto de todas aquellas n—uplas (B, - - , By,) tales que:
i. para cada j € {1,--- ,n}, a; € B; C N:(aj);
ii. parai,j € {l,---,n}, si a; € Bj, entonces B; C B;.
La funcién @ : [7, P(X)] — A,, dada por ®(v) = (N5(a1), - ,Ny(an)),
n
es inyectiva. Si (By, -+ ,Bp) € Ary =) X (a;, B;), entonces ®(5) =
i=1

1=
(By,--+,By), con lo cual ® es sobreyectiva. Entonces [r, P(X)] tiene a
lo sumo 2(@1+-+dn)=" elementos, donde d; = card(N (a;)). O

Corolario 3.10. Sea X un conjunto y supongamos que 7 € Top(X)
es tal que:

1. 7 es cerrada para intersecciones;
2. A, es finito y, para cada a € A., el conjunto N;(a) es finito.

Entonces 7 es ordinable y O(7) < w.

Demostracion. Esto es consecuencia de las proposiciones 2.1 y 3.9.
O

4 Generalizando a Frohlich

Con la idea en mente de encontrar mas elementos ordinables en el reticulo
de topologias sobre un conjunto X, procederemos a considerar topolo-
gias parecidas a las ultratopologias de Frohlich que tienen la forma
P(X\{a})U U, donde U es un ultrafiltro sobre X y a € X, con {a} ¢ U.
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Una posibilidad es considerar topologias de la forma

P(X\F)UU,

donde F' es cualquier subconjunto finito y no—vacio de X, con F ¢ U.
La razén de tomar F' finito es la proposicién 3.10.
Una segunda opcién es considerar topologias de la forma

P(X\{a})U (U
i=1

n
donde Uy, Us, - - - ,U, son ultrafiltros diferentes sobre X,y {a} ¢ | U,.
i=1
Una tercera posibilidad, méas general, es considerar topologias de la
forma

P(X\F)U ﬁui,

i=1
donde U1, Us, - - - , U, son ultrafiltros diferentes sobre X; F' es un subcon-

junto finito y no—vacio de X y F' ¢ U U;.

Los teoremas 4.1, 4.2 y 4.3 daran 1nforma(31on para el primer caso y el
teorema 4.6 lo hara para el segundo. Para el tercer caso aiin no tenemos
respuesta.

Notacién. Sea X un conjunto, F' un subconjunto no—vacio de X y
U un ultrafiltro sobre X tal que F' ¢ U. Con el simbolo Up denotaremos
la topologia P(X\F) UU.

El siguiente teorema generaliza el resultado obtenido en el teorema
3.6, asi como el de Frohlich mencionado al comienzo de la seccién 3.

Teorema 4.1. Sea X un conjunto, ' un subconjunto finito no-—
vacio de X y U un ultrafiltro sobre X tal que F ¢ U. Entonces,

Ur € (TOP(X) )card( F)-

Demostracién. Por induccién sobre card(F). Si card(F) = 1, en-
tonces se tiene el resultado, pues en ese caso Ur es una ultratopologia
para X.

Supongamos que el resultado se tiene cuando card(F) = k. Sea G
un subconjunto de X con cardinalidad k£ + 1, tal que para todo a € G,
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{a} ¢ U. Sean b € Gy F = G\{b}. Como Uz C Ur y {b} € Ur\Ug,
se tiene que Ug es un subconjunto propio de Ur y, ya que por hipdtesis

k
Ur € (TOP(X)> g)card(F)u se Sigue que Uc € TOp(X)\ U (TOP(X)7 g)]
j=0

k
Supongamos que Ug C 1, que p € Top(X)\ | (Top(X),C); vy que
=0

j=

existe A € p\Ug. Entonces GNA # Sy A¢U. Seauec GNAy

H = G\{u}. Como A°U {u} € Ug entonces AN[A°U{u}] ={u}eny

asi Uy C p. Esto es imposible ya que por hipétesis Uy € (Top(X), C).
En consecuencia Ug = p y asi Ug € (Top(X), C)py1. O

Si F' = {a1,az2, - ,an} y U es el ultrafiltro principal generado por
n

b € X, donde b ¢ F, entonces Ur = () X (a;, {a;,b}), con lo que se
i=1

obtiene el resultado del teorema 3.6.

En los dos teoremas que siguen obtenemos informacién acerca del
tamano y estructura del conjunto de sucesores de un elemento ordinable
del reticulo de topologias, que tenga la forma Ur, con F finito.

Teorema 4.2. Sea X un conjunto, F un subconjunto finito de X
y U un ultrafiltro sobre X tal que F ¢ U. Entonces [Up, P(X)] =
{Ug : G C F}, con lo cual card([Up, P(X)]) = 262rd(F),

Demostracién. Por induccién sobre card(F’). Para el caso en el que
card(F') = 0 no hay nada que demostrar ya que Uy = P(X).

Supongamos que el resultado es cierto para el caso en el cual
card(F) = k. Sea H C X con card(H) = k+ 1 y tal que, para todo
be H, {b} ¢U. Es claro que {Ug : G C H} C Uy, P(X)]c.

Supongamos que u € U, P(X)]c v que p # Ug. Existe V € p\Uy.
Como HNV # @y V ¢ U, siu € HNV, entonces {u} = VN[V U {u}] €
p, con lo cual U 1,y C p. Por la hipétesis inductiva se concluye que
= Ug para algin G C H\{u} C H. O

En el teorema anterior, si 8 € [Ur, P(X)]c, entonces 8 = Ua,.

Recordemos algunas definiciones de la teoria de reticulos que nece-
sitaremos en el teorema 4.3 y en su corolario. Un reticulo (4, <) es dis-
tributivo si para todo a, b, c € A se tiene que a A (bVe) = (aAb)V (aAc).
Si (A, <) es un reticulo que posee elemento minimo 0 y elemento méximo
1, y si para a € A existe un elemento b € A tal que aAb=0yaVb=1,
entonces se dice que b es un complemento de a. Un reticulo es booleano si
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es distributivo y si cada uno de sus elementos tiene complemento (nece-
sariamente inico).

Si a y b son elementos de un reticulo (A,<), con a < b, ysicy d
son elementos del intervalo cerrado [a,b], entonces se dice que d es un
complemento relativo de ¢ en [a,b] si cAd=ay ¢V d=">. Un reticulo
es relativamente complementado si cada uno de sus elementos tiene com-
plemento relativo en cualquier intervalo cerrado que lo contenga.

Teorema 4.3. Sea X un conjunto, F' un subconjunto finito de X y
U un ultrafiltro sobre X tal que F' ¢ U. Entonces, ([Ur, P(X)],C) es un
reticulo booleano.

Demostracién. Basta con observar que la funcién biyectiva \ :
P(F) — [Ur,P(X)] dada por A(G) = Ug, para todo G C F, es un
anti—isomorfismo de conjuntos ordenados por cuanto G C H si y sélo si
Uy CUg. O

El teorema 4.3 tiene un corolario muy interesante, que afirma que a
todo ultrafiltro no principal sobre un conjunto X le podemos asociar un
reticulo distributivo, relativamente complementado y con maximo.

Se sabe que en un reticulo distributivo, con elemento minimo y méxi-
mo, si un elemento tiene complemento, entonces éste tiene complemento
relativo en todo intervalo cerrado que lo contenga. Para una demostra-
cién consultar la referencia [4]. Este hecho se usard en la demostracién
del corolario.

Corolario 4.4. Sea U un ultrafiltro no principal sobre el conjunto

X. Entonces el conjunto I'y = U [Ur,P(X)] es un reticulo dis-
Fe’me(X)

tributivo, relativamente complementado y con elemento maximo. Aqui

Prin(X) representa la coleccion de subconjuntos finitos de X.

Demostracién. Si 5y u son elementos de I'y, entonces el teorema
4.2 garantiza que existen F' C X y G C X, finitos, tales que 8 =UFr y
o= Ug.

Si se tiene en cuenta que A = BNpu = Upug v que existe L C FNG
tal que BV u = Ur, se concluye que I'y es un reticulo distributivo.
Obviamente P(X) es el elemento maximo de I'y.

Ahora, si 7, 8 y v son elementos de ['y, con 7 C B C ~, entonces
existe ' C X, finito, tal que 7 = Up, y como [Ur, P(X)] es un reticulo
distributivo en el cual todo elemento tiene complemento, se concluye que
O tiene complemento relativo en el intervalo [r,~]. O
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Para finalizar, procedemos a obtener informacion en el segundo caso
propuesto al comienzo de esta seccién. Antes de esto demostramos unas
propiedades interesantes de los ultrafiltros, las cuales necesitaremos para
demostrar nuestro tultimo teorema.

Lema 4.5.

1. Si{Ui};e; v {Vj} e son colecciones finitas, no-vacias y diferentes

de ultrafiltros sobre el conjunto X, entonces (\U; # () V;. Si,
iel jeJ
ademds, @ # F C X y F ¢ (U Ui) U U V|, entonces las
i€l jEJ
topologias Q@ = P(X\F)U N U; y ¥ = P(X\F)U () V; son dife-
iel j€J

rentes.

2. Sild y V son ultrafiltros diferentes sobre el conjunto X, y si F' C X
es tal que F' ¢ U UV, entonces existen A € U\V y B € V\U tales
que ANB=F.

3. Si {Ui};er v {Vj},e, son colecciones finitas, no-vacias y disjuntas
de ultrafiltros sobre el conjunto X y si FC X es tal que

F ¢ <U Ui> U U V|, entonces existen A € NU\ NV y

i€l jEJ il jeJ
Be N V;\ N U tales que ANB = F.
jeJ i€l
Demostracién.

1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe a € I tal que
Uy ¢ {Vj:je J}. Paracada j € J existe V; € V;\U,. Se tiene

que J V; € NV y que ﬂ(X\V})-X\(U V]> € Uy, con lo

jedJ jeJ jedJ jeJ
cual U V; € Uy, yasi U V; € [\ U;. Ahora, sea A = |J V;. Si
jeJ JjEJ el jeJ

ANF # @, entonces A € W\Q. Por otra parte, si ANF = &,
entonces AUF € (| V; CW. Como A ¢ U,, entonces X\ A € U,.
JjeJ
Ya que (X\A)N(AUF) = F ¢ U,, debemos tener que AUF ¢ U,
yasit AUF ¢ (| U;, con lo cual AU F ¢ Q.
i€l
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2. Sean Ay eU\V, BieV\U, y sean A= (A\B))UF 'y
B=(B1\A1)UF. Esclaroque AcU, BeEV, yque ANB=F.
Entonces A¢Vy B¢U.

3. Sii e lyje€ J, entonces, por la parte 2, existen A;; € U;\V; y
Bij € V;\U; tales que A;; N B;j = F. Para cada ¢ € I se tiene
que () A;jj € Uy y que | Bij € (| V), luego U ) 4ij € (U

jeJ jeJ jeJ i€l jed el
yﬂUBijE ﬂV] SeanA:UﬂAiij:ﬂUBij. Es
i€l jed jedJ el jed el jed

claro que F' C AN B. Supongamos que u € AN B. Entonces

existe o € I tal que u € (] Aqj. Como u € |J Baj, existe f € J
jeJ jeJ

tal que u € Byg. Pero u € Ayg, luego v € Ay N Bog = F.

En consecuencia AN B = F, de donde se sigue que A ¢ (| V; y

j€J
B¢ N U.
i€l -

n

Con respecto a las topologias de la forma P(X\{a}) U N U;, €l teo-
i=1

rema de cierre del articulo proporciona informacién relacionada con su

ordinabilidad y con sus conjuntos de sucesores.

Teorema 4.6. Sean Ui,Us,--- ,U, ultrafiltros diferentes sobre el

n
conjunto X, y sea a € X tal que {a} ¢ |J U;. Si @ es la topologia
i=1

P(X\{a})U 61 U;, entonces:

)

1. ® es ordinable y ® € (Top(X), C)p;
2. el intervalo [®,P(X)] tiene cardinalidad 2;

3. el intervalo [®,P(X)] es un reticulo booleano.

Demostracion.

1. Para n = 1 el resultado se tiene ya que en ese caso ¢ es una

ultratopologia para X. Supongamos que el resultado se tiene para

n = k. SeanUy,Us, - - - ,Ui11 ultrafiltros diferentes para el conjunto
k+1 k+1

X,yseaac€ X tal que {a} ¢ | U;. Sean & = P(X\{a})U N U
i=1 i=1

K3 7
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y U=PX\{a})U ﬂ U;. Por la  hipétesis inductiva,
U € (Top(X), Q)k. Por la parte 3 del lema 4.4, existe

k
Ae ((}lh>\@%+1>

i=1
tal que a € A. Es claro que A € ¥\® y, en consecuencia, ® es

k
un subconjunto propio de ¥, con lo cual ® ¢ [J (Top(X),<);.
j=0
k
Supongamos que Q € Top(X), que ® € Q ¢ |J (Top(X),<);
j=0
y que existe B € Q\®. Se tiene que a € B y que existe { €
{1,2,-+- k + 1} tal que B ¢ U;. Sean I = {1,2,--- ,k+ 1} y

J=I\{{}. Si Ve <ﬂ Z/{j> \Uy es tal que a €V, entonces

VU (X\B) € ﬂL{Z, con lo cual BNV = [VU(X\B)]NB € Q.

Por lo tanto =(V\B)U(BNV)eQ. Esto conduce a

que P(X\{a})uﬂl/{ CQ, lo cual no es posible ya que
jeJ
por la hipdtesis inductiva P(X\{a})U N U; € (Top(X), )k, ¥
jeJ

Q¢ U (Top(X),<);. En conclusién, tal conjunto B no existe, con
7=0
locual ® =Q, y asi ® € (Top(X), C)p1.

2. Segun la parte 1 del lema 4.4, basta con demostrar que [®, P(X)]
es igual a

P\ U (U2 # T C{L,--n} p U{P(X)},

jeJ

y esto lo haremos por induccién. Para n = 1 el resultado se tiene

ya que [P(X\{a}) Uth, P(X)] = {P(X\{a}) Uy, P(X)}. Supon-

gamos que el resultado se tiene para n < k. Sean Uy, U, -+ ,Upt1

ultrafiltros diferentes sobre el conjunto X y sea a € X tal que
k+1 k+1

{a} ¢ U U;. Sea ® =P(X\{a})U N U;. Es evidente que

i=1 i=1
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es

P(X\{ahU (U@ #T {1, k+1} p U{P(X)},

jeJ

un  subconjunto de [®,P(X)]. Supongamos que

U e [@,P(X)]\{®}. Entonces, existe V € W\®. Se tiene que
a €V yqueexiste j € {1,--- ,k+ 1} tal que V ¢ U;.

k+1 k+1

i. Supongamos que V' ¢ |J U;. Entonces X\V € (| U;, con lo

ii.

i=1 =1
cual (X\V)U{a} € kﬁlui, yasi {a} = VN[(X\V)U{a}] € ¥

i=1
Luego ¥ = P(X).
k+1
Supongamos que V € U U;. Sean I = {1,2,---  k+ 1}y

J={jel:Vel}. EsclaroqueJ#@yqueI\J#@
Sean f = P(X\{a}) U N U; y A = (2 U {V}) la topologia
j€J

para X generada por el conjunto ® U {V}. Evidentemente
®C By ANCW. Esficil ver que A\ = {ZU(WNV): Z ¢
dyW € &}. Veamos que A = . Es claro que A C 3 ya
que ®U{V} C 3. Sea T € . Entonces, es suficiente con
considerar el caso en el cual a €T y T € () U;. Ya que

jed
=(T\V)U[(TU(X\V))nV], con T\V € P(X\{a}) vy

k+1
uX\WM)ye | NY;|nl N U | =) U,entoncesT € .
j€J ie\J i=1

Con esto se tiene que A = § = P(X\{a}) U () U;, y la hipétesis
jeJ

inductiva implica que: o bien ¥ = P(X), o bien existe H C J C

2,

,k+ 1}, no—vacio, tal que ¥ = P(X\{a})U N U;.
JjeH

Esto completa la demostracién de la segunda parte.

3. Basta con observar que la funcién biyectiva A : P({1,2,--- ,n}) —
[®,P(X)] dada por

P(X) , siJ =g,
MD=1PX\ehu Ny . sid#£o,
jeJ
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es un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados, ya que J C H siy
sélo si AN(H) C A(J).
d

El teorema 4.6 tiene un corolario interesante, con el cual cerramos el
articulo.

Notacién. Sea X un conjunto y a € X. Con el simbolo 7, x deno-
taremos la coleccion de todas las topologias sobre X que tengan la forma

P(X\{a})U N U;, donde J es un conjunto finito y no-vacio, y U; es un
jed
ultrafiltro sobre X con {a} ¢ U;, para todo j € J.

Corolario 4.7. Sea X un conjunto y a € X. El conjunto

U [@,Px)],

<I>€7717X

es un reticulo distributivo, relativamente complementado y con elemento
maximo.
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