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Serie estocastica de Taylor-Ité y métodos
numéricos para ecuaciones diferenciales
estocasticas

Stochastic Taylor expansion (Taylor-Ité) and numerical methods
for stochastic differential equations

Oscar Alberto Rodriguez Melendez!'®

Resumen. En este manuscrito se revisa la versién estocastica de la serie de
Taylor. Esta versiéon se obtiene mediante el cdlculo de It6. Usando la serie
de Taylor-It6 se deducen algunos métodos numéricos para resolver ecuaciones
diferenciales estocdasticas. Finalmente se presenta una aplicacién a un modelo
de finanzas.
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Abstract. In this manuscript, the stochastic version of the Taylor series is
reviewed. It is obtained by using the It calculus. Using the obtained Taylor-
1t6 series some numerical methods for solving stochastic differential equations
are derived. Finally an application is presented in which we consider a model
in mathematical finance.
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1. Introduccién

Las Ecuaciones Diferenciales Deterministas (EDD’s) modelan muchos fenéme-
nos interesantes en la practica, pero éstas no son adecuadas para modelos con
parametros o resultados aleatorios. En muchos casos para obtener modelos
realistas es necesario introducir aleatoriedad a los modelos. Se obtienen las
ecuaciones diferenciales estocdsticas (EDE). Al introducir la parte aleatoria el
calculo clasico no es adecuado, por lo que se hace necesario usar el calculo de
ito para comprender el sentido de los modelos y los métodos numéricos rela-
cionados. Esto trae consigo particularidades a la hora de disenar, implementar
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y analizar métodos numéricos adecuados. En este manuscrito se presenta una
introduccién al calculo estocastico unidimensional, seguido de la aplicacién del
calculo de It6 a la serie de Taylor para escribir su version estocéastica. De una
forma anéloga al caso determinista se deducen métodos numéricos para encon-
trar una aproximacion a la soluciéon de las EDE’s.

En particular se muestra como a partir de la serie de Taylor-Ito, se pueden
deducir los métodos numéricos Euler-Maruyama, Milstein y una variante de
estos métodos para una EDE que satisfaga una condicién especial.

El anélisis mostrado puede servir como punto de partida para una mejor
comprensién de estos métodos y para disenar nuevos esquemas de aproxima-
cion. Finalmente se presenta una aplicacién practica de los métodos relaciona-
dos a un modelo de finanzas cuantitativas, el modelo CEV. En particular se
implementa en MatLab las solucuiones numéricas al modelo usando los metodos
de Euler-Maruyama y Milstein.

2. Introduccion a las EDE’s Lineales

Se denota por (2, F') con Q # () y F una o-élgebra, un espacio medible. Una
filtracién en (€, F') es una familia no decreciente {F; : t > 0} de sub-o-dlgebras
de F. Una funcién X : Q x [0,00) — R, que es medible para todo ¢ € [0, 00)
fijo, es llamada proceso estocdstico y es denotada X;(w) = X (w, t).

En la siguiente definicién Nor denota la distribucién Normal o también
llamada distribucién gaussiana.

Definicién 2.1. El proceso B; : t € [0,00) sobre (2, F, P) se dice que es un
Movimiento Browniano (MB) si:

i. By =0, es decir P{{w : Bo(w) # 0}} = 0.

ii. B, ~ Nor(0,t). Si s < ¢ se tiene By — B, ~ Nor(0,¢t — s) o de forma
alternativa By — By ~ /t — sNor(0, 1).

ili. {B;}i>0 tiene incrementos independientes y estacionarios.

iv. By es continua en casi toda parte.

En la Figura 1 se presenta una simulacién del MB.

Boletin de Matemadticas 23(1) 81-103 (2016)



Serie estocéstica de Taylor-Ito 83

Movimiento Browniano

A
| A W '\n i i
% ; J WM " % Wu': i nf‘. i

04 "l* (n\ﬂl ’hi ;F{v t (\I
¥

N’ 1 ‘
o2 \ ‘NW‘WT \llv"il ) "V‘ |
V

Figura 1: Simulacién del MB en un intervalo de tiempo [0,1]

Suponga que el precio de un activo X; varia con una distribucién normal y
sus incrementos son proporcionales a los incrementos de las fluctuaciones del
mercado, es decir, se modela su variacién como,

dX; = odB; donde o € (0,00).

Las fluctuaciones del mercado son modeladas como la variacién en el tiempo
de un MB que denotamos por B;. Cuando o es constante la solucién de esta
ecuacion viene dada por,

Xt = XQ +UBt.

Por otro lado si fuese tomado el precio relativo proporcional a las fluctuaciones
del mercado, se tendria, el modelo

dX;
— =odB
Xt o tsy
que es equivalente a
dXt = O'XtdBt.

Integrando la ecuacién anterior deberiamos obtener
t
Xy :Xo—i-a/ X,dBs. (1)
0

Pero jcémo se le puede dar un sentido a (1) y calcular el término fot XdBs?.
Para responder a este interrogante se debe introducir el calculo de It6. Con
célculo de It6 se puede dar sentido a la expresién (1).
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2.1. La integral de It6

Como fue observado anteriormente se quiere realizar calculos con términos de
la forma

/ ' (4. X,)dB,. @)
0

Para esto vamos a recordar rapidamente la definicién de la integral de It6 en un
intervalo de tiempo [0, t]. El lector interesado en més detalles puede consultar
[4]. Considere oy = o(t, X;) un proceso simple, donde o : [0,7] x R — R es
medible con respecto a la o-algebra de Borel. Se asume que X; es medible y es
adaptado con respecto a una filtracién F' = {F;} generada por el MB. De esta
forma o, es también adaptado a la filtracién F.

Sea {to = 0,t1,...,t, = t} una particién de [0,¢], definimos la integral de
Ito, I(o) por,

n

(o) = /0 o(s)dB, ~ lm 3" o(tes)(By, — Bi,_,). 3)

k=0

El limite anterior es en el sentido de las funciones con cuadrado integrable
[4, Cap. 2]. Esta integral cumple las propiedades de linealidad usuales de la
integral.

Sea X; un proceso de It6 que es dado por

ax,

dt = Oé(t,Xt) + O'(t,Xt)th,

donde formalmente W; = %. Esta ultima igualdad debe ser interpretada de

una forma adecuada (ruido blanco) pues los caminos del MB no son diferen-
ciables. La férmula anterior puede ser interpretada usando notacién integral,

t t
X:— X9 = /a(s,Xs)ds—i—/ U(S,XS)dBS,
0 0
o equivalentemente,
t t
X, = XO+/ a(&Xs)ds—i—/ J(S,XS)dBS. (4)
0 0

Donde la dltima integral es la integral de It6 (3). En notacién diferencial se
puede escribir,
dX; = o(t, X;)dt + o (t, X;)dB. (5)

2.2. Formula de It6 Unidimensional

Sea X; un proceso de It6 [4] que viene dado por,
¢ ¢
X = XOJr/ a(s,Xs)ds+/ O'(S,Xs)st. (6)
0 0
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Sea g (t,z) € C? ([0, oo)XR). Definimos Y; = (t,Xt). Tenemos que Y; es un
proceso de Ito y se tiene,

9g 9y 1 9% 2

Donde (dXt)2 es calculado con las siguientes reglas:
dt-dt =dt-dB; = dB; - dt =0, dB, - dB; = dt.

También se puede escribir ésta férmula en términos del MB sustituyendo la
ecuacién (7) y simplificando,

dg dg 1 ,8% dg
d}/; = (81& + a87 + 50’2 6X2> (t7Xt)dt + Uaix(uXt)dBt’ (8)
donde a = a(t,Xt) yo= o(t7Xt).

Teorema 2.2 (Integral por partes). Suponga que f(s,w) es un proceso de
Ité continuo y de variacion acotada con respecto a s € [O,t] para todo w € F,
entonces,

[ s6)am= 1B~ [ B )
Demostracion. Considere el proceso
g(t, Xz) = f(t) Xz, (10)
donde X; = B;. Asi, por la férmula de 1td (8) , se obtiene
dg(t) = df () By + f(t)dB.

En representacion integral, se observa que

o) = [ 4B+ [ 1(6)aB.+ o(0),

donde g(0) = f(0)By = 0 pues By = 0. Sustituyendo este valor y g(t) en (10)
se obtiene

f(t)Bt:/O Bsdf(8)+/0 f(s)dBs.

Asi, se puede reorganizar para obtener

/Otf(s)st (B /t Budf (s).

0
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Ahora se presenta algunos ejemplos de aplicacién de las férmulas de Ito y
de integracion por partes.

Ejemplo 2.3. Se calculara la integral

t
I:/ B.dB;.
0

Sea V; = g(t,X;) = X} e dX; = udt + vdB,. Aplicando la férmula de Ito (7),
se obtiene

Tomando u =0y v =1, se tiene

dY; = 2X,dB; + 1dt.

t t
Yt:/ 2X3d35+/ ds.
0 0

Sustituyendo g(t, X;) = X?

En forma integral,

t
X2 = 2/ X,dBs +t.
0

Resolviendo la segunda integral,

1 t
5(X,?—t):/o X,dB,.

Para dX; = dB;, X; = By, se obtiene

t
_ 1 2
/0 B.dB, = (B} 1) (1)

Ejemplo 2.4. Probar que

t 1 t
/ B2dB, = - B} f/ Bids. (12)
o 3 0

. 2
SeaY; = g(t,Xt) = %Xf, con X; = B;. Se tiene % =0, 6%’} =X’y gx% =2X.
Sustituyendo en (8) se obtiene

dY, = X2dX, + X,dt.

En forma integral, se escribe
t t
Y, = Y0+/ stdXs+/ Xds.
0 0
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Sustituyendo Y; y Yy vemos que

Asi, reorganizando llegamos a que

t 1 t
/0 B2dB, = ng —/0 Byds. (13)

Obteniendo el resultado buscado.

Los anteriores ejemplos seran de ayuda para calcular algunos términos de
la expansién en serie de Taylor-Ito que es la versién estocastica de la serie de
Taylor.

3. Expansion estocastica de Taylor (Taylor-Ito)

Considere el proceso {X;};>0 de forma integral,

Xt:Xo+/Ota(Xs)ds+/Ot6(Xs)st. (14)

Sea f una funcién dos veces diferenciable f : R — R. Por la formula de It6 (8),
se obtiene

2 02

0X? 0X

0X f(Xt)>dt+ﬂ<Xt)af(Xt)dBt.

0 1
a7 (30) = (al06) e £ () + 55(%)
En forma integral, escribimos,

F00) = 100+ [ (a00) g F (X0 + 33X s T ) s
+f B(x) 2 (x.)a,

f(Xo)+/ LOf(XO)ds+/ L' f(X,)dBs. (15)

0 0

Donde definimos los operadores

32
0X?

0 1
LO: . ~ Q2
ogx T 2f

0
1 _ -
L _B(')X'

Es claro que si f (X;) = X; entonces (15) es de la forma (14). Note que se puede
aplicar (15) a los procesos a(X;) y B(Xy), si en (14) sustituimos o (X;) y 8(X¢)
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(asumiendo que son dos veces diferenciables), se obtiene para el proceso X; en
(14) la siguiente expresion,

Xy

X0+/Ot (a(XO)+/OSL0a(X51)d31+/OSL1a(XSI)dBSI)ds
+/Ot (ﬂ(X0)+/()SLOﬁ(X31)d51 /OsLlﬂ(Xsl)stl)stl.

t

Xo + o(Xo) /t ds + 3(Xo) / dB; + R. (16)

Donde el resto R es definido como sigue,

t s t K]
R:/ / Loa(Xsl)dslds+/ / L'a(X,,)dBs,ds
0 JO 0 JO
t s t s
+/ / Loﬁ(Xsl)dslst+/ / L'B(Xs,)dBs, dB;.
0 JO 0 JO

Esta expansion en serie de Taylor es una representacion truncada no trivial, es
decir en forma integral con sumas finitas. Otra forma de escribir (16) es,

Xt = XO + a(X())I(O) (t) + B(X())I(l) (t) + R, (17)

donde introducimos,

t

I(O)(t):/o ds, e I(l)(t):/o dBs. (18)

Si se continda con la expansién de R, se tiene la siguiente expansion,

X =Xo + a(Xo) /Ot ds + /ot /os (a(XSI)O/(Xsl)

t S
P (X0l (X,,) ) dsds + / / B(Xay)o! (X, ) B, ds

// X..)ds1dB, +/ / B(X,.)8'(X.,)dBs,dB,
//ﬁ? B2)(X,,)ds1dBs + B(Xo) / dB,.
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Sustituyendo los términos anteriores por (18) y agrupando, se obtiene

t s
X, =X+ a(Xo)o + A0 + [ [ (a(X)a® ()
+152(Xs) @)(x, ) dslds //5 )W (X, )dBy, ds
[ (ateamix sl>+562<X51>5<2><X51>)d81d35

//ﬂ s )B8Y (X, )dBs, dBs.

Por la expansién (15),

X, =Xo + a(Xo)To + B(Xo) (o) + /0 t A (a(Xa)a) (X0)
+ /0 L0(a(X,,)a M (X,,))dss + /0
5 [ [ (a0 + 7 e (x)as,
+ [P s Jasds + [ [ (30000
+ / " LO(B(X)a W (X, ))dss + /0 LY(B(Xy,)aV) (Xz))dBSZ)stlds
[ [ (0000 + [ st ),

+/ LY (a(X,,)p >(X52))d352 dsydB; +/ / B(X0)BM(Xo)

0

S1

LM (a(X,)al) (X,,))dBy, ) dsids

+ " LO(B(X,)BW (X)) dss + / L}(B(X.,)80(X.,))dBy, ) dB,, B,
/ / 62 XO (2) XO) /s Lo(ﬁ2(X52)ﬁ(2)(X52))d82
+/0 LY(B(X,,)8® (st))stz)dslst.

Desarrollando los términos anteriores y agrupando términos se verifica que
en el resto R incluye integrales triples y que en (17) aparecen més términos
constantes como se podra observar a continuacion,
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Xt =Xo + axo) o) + B(Xo) (1) + (OC(XO)OC(U(XO)
+ Bz(XO) ) X0>/ / ds1ds + B(Xo)a™M (Xo) / / dBy, ds
+ (alxw)s0xo) + 382603 (X0)) / / 451,

1 B(X0)BD (Xo) /0 /0 dB.,dB,

. / [ <a<x32><a(x32>a<2><><32>+B<X82>/3<1><X o (X,,)

+ %52()(52 Ya®(X,,) + (a(l)(st))Z) + %ﬂ2(XS2) (a(XSQ)a@(XSQ)
+((30) "+ IO () )al) (x.)

+26(Xe,) BY (X )al? (X)) + 304(1)(st)&(2)(st))

1
* 4/34(X82>a<4>(X82>> dsyds,ds

+/Ot /0 /O <a(xs2)<a(X32)ﬂ<2)(X32)+B(XSZ)ﬁ“)(XsZ)B@’(XsQ

+al (X80 (X) + G (XL)IV X))+

35°00) (a8 (X.,) + 20 (X (X.0)
+ a3 () + ((AV(X) 4 HELID (X)) SO X,
F28(X,)0 (X8O (X,) + 552X, )B (X, )) ) dsads1dB,
N <a<xs2> (59 (Xe)a V() 4 5K X))
+ 50200 (HO (K)o (X)) + 200 (K)o (X.,)

+ B(X4, ) (XSQ)) ) dsodBy, ds

" /0 /0 /0 <a<XsZ>((ﬁ< (Xo)) + B(X0)8 (XS2>)
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+3P(%) (ﬁ”)(XsQ)ﬁ@(Xs» +281(X,,)8% (X)
+ B(X,,)B®) (XS2)> ) dsydBs;dB,

v t Il <ﬂ(st)<a(X32)a(2) (Xo) + (a0(x.,))

A0 (X, )a® (Xiy) + 28X, )l <X52>)>d332ds1ds

t s S1
<[] <6(X52)(a(X32)6(2)(X32) +a®(X,)80(X,,)
BB (X, )8 (Xe,) + 567(X,,)50) <X52>))d352dslst
+/t /S /S1 (IB(X32)(Q(1)(XS2)/B(1)(XSZ)+a(2)(XSQ)ﬂ(X32)))dB32dB31dS
o Jo Jo
t s S1
X.,)((BM(X,,))? X,,)8? (X, ) dB,,dB,, dB,.
<[] (5( (B (X)) + BX) B >>
Lo anterior puede ser escrito de la siguiente forma,

X; = Xo + a(Xo) 0y + B(Xo)I 1) + B(Xo)BY (Xo) (1,1

+ B(Xo)a (Xo)(1.0) + (a<x0)ﬁ“>(xo) + %BQ(Xo)B(Q) (Xo>) Lo,y (19)
n (a(Xo)a(l)(Xo) + ;BQ(XO)a@)(Xo)) Io,0) + R.

Note que se introducen los términos I(;1) vy I(0,0), para continuar con este
procedimiento y de una forma general se define,

t S1 Spn—1 ) ) )
Lo (£) 1= /0 /0 /0 4B . dBU-DdBiY | (20)

para i; € N. Si 4, = 0 para algun k entonces ngk) = ds y si ¢; = m donde
m # 0 de lo anterior se obtiene I(,,) = fot dB7".
A continuacién se introduce los polinomios de Hermite que seran de ayuda

para calcular algunas integrales estocasticas en la expansién en series de Taylor-
It6. Se define

)" z2\ o x?
H, (t,x) = ( n‘) eXp(Qt) azﬂe){p(—%), n > 0. (21)
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Considere H, (t, B;) y usando (14) para obtener,

8Hn 1 82Hn 8H7L
dH,, = < 5 3 on )dt+ Ee dBy = Hp1dB;, (22)

donde Hy = 1, y asi dH; = dB;. Entonces se observa que existe una rela-
cién directa entre las integrales multiples Brownianas (20) y los polinomios de
Hermite (21). Para aclarar esta relacién se presenta la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Sean Bg,, Bs,, -, Bs, movimientos Brownianos y H, el
n-ésimo polinomio de Hermite. Entonces, se tiene la siguiente igualdad,

t S1 Sn—1
H, (t,B;) = / / o / dBs, ---dB,,dBs,. (23)
0 JO 0

Demostracion. Se procedera a demostrar el teorema por induccién. Suponga
que (23) es vélido para n = k y se quiere probar que (23) es valido para
n = k + 1. Por hipédtesis de induccién se tiene la siguiente igualdad,

Hy(t, By) = I(1,)-
Donde 1}, representa un vector de unos en R¥. Usando (22) se tiene que para

n==k+1,
dHy 41 (t, By) = HydBy, = 111, )dB;.

Integrando en un intervalo [0,¢] en ambos lados de la igualdad se obtiene,

t t
/ de+1(S7Bs) :/ I(lk)dB&
0 0

t 81 Sk
Hy11(t,By) — Hg41(0, By) :/ / / dBs,,, -+ dB,dBs,.
0 JO 0

t S1 Sk
HkH(t,Bt):/O/O /0 dBs,,, - dBs,dBs,.

Con lo que se demuestra la proposicién. O

Con el resultado anterior se puede presentar una simplificacién de (20),

I(i17i27~--,in)(t) :/0 I(il1i27<~-7in,71)(t)dB(gin)' (24)

Se presentan algunos ejemplos que ayuden a la comprensién de lo expuesto [5].

Por ejemplo, paran = 2, por (21), Ha(t,x) = % (mQ — t). Por (22), dHy(t, By) =

H,(t, B;)dB; = B;dB;, de donde se tiene que Ha(t, B,) = fot B,dB,. Igualando
los resultados anteriores para x = B; se tiene,

t
/ B,dB, =
0
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Esto coincide con (11). Siguiendo con el mismo razonamiento para n = 3, se
puede escribir,

1 1 1
dHs(t, By) = Hy(t, By)dB, = 3 (B} —t)dB; = ideBt ~ 5tdBy.
Por lo tanto
L, I
Hs(t,B;) = - | B2dB,— - | sdB,. (26)
2 0 2 0
Por (21), se tiene que
Hy= L (B} —3tB,) = Ips Lip (27)
TR Vet

Igualando (26) y (27) se obtiene la igualdad,

t t
1
/ B2dB, 7/ sdB, = ~B? — tB,.
0 0 3

Pero, por (13), se tiene que,

t 1 t
/ B2dB, = - B} —/ B,ds.
0 3 0

Y por tanto, igualando los dos resultados anteriores se obtiene,

t t
/ sdBs = tB; — / B.ds. (28)
0 0

Andlogamente, para n = 4 se puede demostrar que,

/tsB dB ——t2+1tB2—1/tB2ds (29)
o S s — 4 2 t 2 0 S )
y
t 1 3 t
/ B3dB, = ~B} - 7/ BZds. (30)
0 4 2 0

Con estos resultados (23) y (25) se puede escribir,

s 1 1
Iny = | IgydBs=—=(B?>—t)==(I% —t). 31
(1,1) /0 (1) 9 ( t ) 5 ( 1) ) (31)

En particular se tiene las siguientes igualdades,
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1 2

I, = o1 (I(l) - t) )
1 3

I(13) = 5 (I(l) - 3tl(1)) s
1 4 2 2

I(14) - E (I(l) - 6t[(1) + 3t ) R

I L (15— 1013, + 15020

0 = 55 (T = 10010 + 150% T )

1

Ing = g (18 = 1518 + 456217 — 156
1

Iy = = (I — 200 + 1052 1) — 105 T )

También se puede ver que [(q,) = % donde 0,, denota un vector de ceros en
R™. Todo lo anterior fue realizado para obtener la serie de Taylor-It6 [3]. Asi
para el proceso (14) se obtiene la forma truncada del siguiente grado de la
expansion,

Xe = Xo+ Colo) +Caylay + Co000 + Conlon + Caolao
+Ca,n 1,1 + C0,0,0)L0,0,0) + C0,0,1)1(0,0,1) + C(0,1,0L(0,1,0)
+C0,1,1100,1,1) + C1,0,0)L(1,0,0) T Ci1,0,1)L(1,0,1) + C1,1,00(1,1,0)
+C(171,1)I(17171) + R. (32)

Los coeficientes C' se presentan en la TABLA 1. Esta es una representacién
truncada en serie de Taylor que permite presentar de una forma unificada y
compacta, los préximos métodos numeéricos que son diferentes truncamientos
de ésta serie.
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[0
g
(aa(l) _|_ %B2a(2))
(aﬁ(l) 4 %52/@(2))
Ba®
BB
o (aa@) + (a)® 4 B0 + %520[(3)) 1 1gta@)
+1p? <aa<3> +30Ma® 4 ((5@)2 + 55(2)) a®

+288MaB)
a (aWBW +ap® + g 4 152303)
+1p <a<2>5<1> +20M3@ 4 06 4 ((ﬁ(l))Q n 55(2)) B®

+268MBEG) 4 %525(4)

a (BWa® + ga@) + 182 (8@ aM 4 28Ma® 4 Ba®))
o ((BW)" +88@) + 182 (8280 + 2808C) 4 5®)
B (aa® + (a)? + 88Ma® + 15246)

B (05(2) +aM M) 4 3532 4 %525(3))
B (a(l)g(l) + a(2)5)

8((8V) +55®)

Tabla 1: Coeficientes en la aproximacién de Taylor-It6 en (32) (donde o y 3 se
encuentran evaluados en Xj).

Ya sabemos como calcular I(g,) e I(1,) para n = 1,2,3,..., pero atn hay
términos integrales en la expansién en los cuales no han sido determinados, a
continuacion presentaremos algunos ejemplos de calculos.

Ejemplo 3.2. Se calculard una expresién para I(g 1) + I(1,0)-
Observe que

t s
[(170) :A \/0 stldS.
t
:/ B.ds.
0

t
= tB, 7/ sdBs por (28).
0

= tBt - 1(0’1).

De donde se obtiene

I(O,l) + I(I,O) =tB;. (33)
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Ejemplo 3.3. Se calculard una expresién para I(o,1,1) + I(1,0,1) + L(1,0,0)- Se

tiene,
t S S1
1(17071) :/ / / dBS2d81dBS.

o Jo Jo
t s

:/ / ledslst.
o Jo
t s

:/ <sBS—/ sdB81> dBs por (28).
0 0
t t s

:/ sBsdBSf/ / 51dBs, dBs.
0 o Jo
t t S S1

:/ sBsst—/ / / dsedBs,dBs.
0 o Jo Jo
t

:/ SBsdBS*I(()’l,l).
0
t2 , 1 [t

=—= + 2tB 3, Bids —Ig1,1). por (29)

Luego,

t
I101) +Lo,1,1) = + t32 /B2ds

Ahora para la expresion para I(1,1 o). Tenemos,

t s S1
1(1,1,0) :/O /O A stdesld$~
t s
= / / B,,dB,,ds.
0 JO

:%/0 (B2 —s)ds  (11).

1 [ 1 [t
:f/ des—f/ sds.
2 Jo 2 Jo

21, 1t [,
Iy + Lo, + L1100 = 7 + étBt ) Bids + 3 B:ds
0 0

De donde,
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t
To,1,1) + I1,0,1) + L1,0,0) = 3 (B —t). (34)

Nota 3.4. Como se puede notar en los ejemplos anteriores es claro que que
términos como I(g ;1) no tiene un resultado sin integrales, razén por la cual al
momento de deducir algunos métodos numéricos para aproximar EDE’s a partir
de la expansién en serie de Taylor-It6, podemos buscar condiciones para poder
agrupar términos como I(,1,1y + {(1,0,1) + {(1,0,0) ¥ asi obtener un resultado sin
integrales, es decir, en términos explicitos o més faciles de calcular. Para ello
en la siguiente seccion se presentara la deduccién de algunos métodos usando
las ideas hasta ahora presentadas.

4. Deduccién de algunos métodos numéricos
desde la expansién en serie de Taylor-1t6

En base de lo presentado en secciones previas se presentaran algunos trunca-
mientos de la serie estocdstica de Taylor que resultan ser buenas aproximaciones
a la solucién de las EDE’s.

4.1. Deduccién de algunos métodos numéricos para
resolver EDE’s

Consideremos {X;}r>;>0 un proceso de It6 que satisface la ecuacién en forma
diferencial dX; = o (¢, X¢) dt + 5 (t, Xt) dBy, y valor inicial X (0) = X con a0 y
[ funciones dos veces diferenciables, la expansién en series de Taylor-It6 para
X, como podemos observar en (19) puede ser truncada a la siguiente expresion,

X: ~ Xo+a(Xo)o) +B(Xo) )+ B(Xo)BY(Xo) 11y (35)

Sea {79, 71, ..., 7} una discretizacién del intervalo [0,T] tal que 0 = 79 < 71 <
- < 1, = T. Por la definicién de integral en sumas, se tiene que para una
suma finita,
Ti+1 Ti4+1
/ ds = ATi-&-l y / st ~ ABH—L
Donde ATi+1 = Ti+1 — Tj-y 1= 0,1,...,%, y ABi+1 =B
forma, la ecuacién (35), por lo visto en (18) y (31),

— B;,. De otra

Ti+1

t t
X, ~ Xo +a /0 ds + B(Xo) /0 4B+ 55(X0)80 (X0) (I3 ~1) . (36)

Asi se puede expresar (36) en un intervalo [7;, 7;41] desde la aproximacién de
las integrales como se sigue,

1
XTH»I ~ XTi +a(XTi)ATi+1+B(XTi)ABﬂ'JA +§/8(X7-1)/8(1) (XTi)((ABTi+1)2_t>'
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Ahora en un intervalo [0, T] (0 < ¢t < T), para X, realizamos una discretizacién
del intervalo [0, T] en N partes con N € N, siendo At = T/N y se define
Tj=jAt j=0,1,...,N.Esclatoque 7j41 — 7, = (j+ 1) At —j At =
(j+1—j) At = At. Haciendo uso de los resultados anteriores, restringiendo

(36) a X; ~ Xo + afot ds + B(Xo) fg dBgs, se obtiene una aproximacién de la
forma,

Xj:Xj,1+a(X],1)At+B(X],1)ABT], j:1,2,,N (37)

Este método es conocido como el método de Fuler-Maruyama (EM) [2]. To-
mando (36), es obtenida la siguiente expresion,

Xj = Xj—l + O((Xj_l) A t +ﬂ(Xj_1) A BTj
1
- 5/3()(J»,1)ﬁ<1>()g,1) ((ABr,)* = At), conj=1,2,....,N.  (38)

Este método es conocido como el método de Milstein [2].

Ahora veamos como podria deducirse un método alternativo a los anterior-
mente presentados, para ello utilizaremos los resultados obtenidos en (33) y
(19), donde para poder obtener la expresion (33) debemos obtener la siguiente
igualdad,

1
B(X0)a'V(Xo) = a(X0)8 (Xo) + 5 8*(X0) 8 (Xo). (39)
Que se reduce a una ecuacién diferencial de la siguiente forma,
oy =y + %xzx(l)u) (40)

En la que se puede deducir ficilmente para una condicién inicial y(0) = 0 que
la solucién explicita es la siguiente ecuacion.

1
Y= ixx(l) (41)

Aplicado este modelo a (39), se obtiene

a(X) = 3 (XY (X,). (42)
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Ahora reemplazando la condicién (42) en (19) se obtiene la siguiente expresion,

X = Xo + 56(X0) 80 (Xo) L) + B(Xo) Iy + B(X0) 8 (Xo) L1 1

+ % (ﬁ(Xo)(ﬁ(l)(Xo))Q + B%(X0)B? (Xo)) I10)

+ 5 (B(BD (X)) + 5 (X0)8 (X0)) T

+ 1 (B0 (ED (X)) + B (X0) 51 (X0)8 (Xo)

+3 B2(Xo)B) (X0)8®? (Xo) + B2(X0)89) (X0)) Lio) + .

= Xo + %B(Xo)ﬁ(l) (Xo)I(o) + B(Xo) Iy + B(Xo)BY (Xo) 1,0y

+ 5 (BN (X)) + 5 (X0)8 (X0)) (T + Ty)

+ 7 (BN (X)) + 5(Xo)B1) (X0)8 (Xo)

+ 362(X0)8) (X0)8? (Xo) + B2(X0)89) (X0)) Lio) + B

= Xo + 58(X) 8V (Xa)(0) + BCX)(B:) + BX0)8Y(Xo) (52 1)

1

+ 5 (B (B (X0))? + 82(X0)8? (X0)) (tBy)

+ 7 (BB (X0))? + B2(X0) 8 ()5 (X0)

4
+3 B2(X0) 8D (X0)82 (Xo) + B2(X0) 8P (X0)) (%) + R,

Del anterior resultado son conocidos todos los términos, con lo que se pueden
deducir nuevos métodos para EDE’s que satisfagan la condicién (42).

4.2. Tlustraciones numeéricas

Se presentan algunas comparaciones de los modelos con el Movimiento Brow-
niano Geométrico para poder observar su nivel de efectividad.
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Movimento Browniano Geometrico
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Figura 2: EM vs Milstein simulando el movimiento Browniano geométrico con
28 iteraciones

Podemos ver un acercamiento de la Figura 2 en la Figura 3 observando una

mayor proximidad de los puntos generados por el método Milstein con respecto
a la solucién real del MBG.

Movimento Browniano Geometrico

+
e + EM
L . o F ot e + Milstein
ar + MBG
.
L i + R
P +
H e . W +*
L + . . .
3 P T L
H LRE PR S . R
Bo ot t E - . et
: £ Ty T + *
pi* 3 o .
* ey *x e e
+ +
t ok R
+ + T + +
A + + o+ M
A ., 4 E B
+ * T A
L . + sy S
e PSRRI
T e . ¥
L o e T N -,
ros .
P .
| I 1 L | ! + ates 1 L |
oz o 05 s o s 0 o5 3

Figura 3: EM vs Milstein simulando el movimiento Browniano geométrico con
28 iteraciones

En la Figura 4 se puede observar en una muy pequena escala la proximidad
entre los tres datos obtenidos, con lo que podriamos pensar que para un gran
nimero de pasos en el tiempo, el método de Euler-Maruyama y el de Milstein
van a converger a los mismos puntos.

Movimento Browniano Geometrico

+EM
+ Mistein
MBG

I
Gaos T

Figura 4: EM vs Milstein simulando el movimiento Browniano geométrico con

215

iteraciones

En las simulaciones hechas se puede apreciar como era de esperarse que el
método de Milstein sea més préximo a la solucién real en comparacién con

Boletin de Matemadticas 23(1) 81-103 (2016)



Serie estocéstica de Taylor-1té 101

el método de Euler-Maruyama, puesto que EM es un truncamiento de menor
orden de la serie de Taylor, es decir el resto (R) de EM es mayor que el resto
(R) de Milstein, haciendo mayor el error de uno con respecto al otro. En la
siguiente seccién se presentarda un modelo financiero en forma de EDE con el
que podran aplicar estos modelos a situaciones reales.

4.3. Modelo CEV (Elasticidad Constante de la Varianza)

En ésta seccién se presenta una breve introduccién al modelo CEV sin profun-
dizar mucho en el tema, si el lector desea profundizar més en el tema puede
consultar [1] de donde fueron tomadas las ideas para esta seccién.

dS; = aSydt + o SP dB,, (43)

donde son parametros constantes o, a y 8 y satisfacen las condiciones o > 0y
B > 0. El parametro [ controla la relacién entre la volatilidad y el precio, y es
la caracteristica central del modelo. Cuando 8 < 1 vemos el llamado efecto de
palanca, cominmente observada en los mercados de valores, donde la volatili-
dad de una acciéon aumenta a medida que su precio cae. Por el contrario, en los
mercados de productos basicos, a menudo observamos § > 1, el llamado efecto
de palanca es inverso, por lo que la volatilidad del precio de una mercancia
tiende a aumentar a medida que sus aumentos de precios. Para aplicar este
modelo el activo debe cumplir las siguientes hipdtesis:

= La tasa de interés instantdnea « es conocida y constante.

= Kl precio de la accién es solucién a una EDE, lo que implica que o y 8
son constantes y conocidos.

= No se pagan dividendos de la accién durante la vida de la opcién.

= No hay costos de transaccién, impuestos diferenciales, restricciones o las
ventas son al descubierto.

= Es posible operar con cualquier fraccién de las acciones u opcién.

Como se puede observar en (43) se presenta una EDE donde S; es el valor del
activo en el tiempo ¢, el modelo cuenta con una solucién bajo condiciones de
frontera, hipétesis de no arbitraje, entre otros, dado que el objetivo es hallar una
aproximacion a la solucién mediante los modelos propuestos, se presentara una
aplicacién a la valoracion del dolar en Colombia suponiendo las hipétesis dadas
y aplicando a (43). Dados los datos del cuadro (2), procedemos a la aplicacién
del modelo CEV y asumimos que el precio del délar solo se ve afectado por lo
sucedido en el ultimo mes de este.
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(el S [ R [t] S | R
1 | 3299.36 0 16 | 3180.87 | 0.001208634
2 | 3356.00 | 0.007392247 | 17 | 3155.22 | -0.003516274
3 | 3328.08 | -0.003628195 | 18 | 3149.47 | -0.00079217
4 | 3317.72 | -0.001354026 | 19 | 3149.47 0
5 | 3333.37 | 0.002043792 | 20 | 3149.47 0
6 | 3337.68 | 0.000561174 | 21 | 3149.47 0
7 | 3337.68 0 22 | 3149.47 0
8 | 3337.68 0 23 | 3213.24 | 0.008705689
9 | 3332.70 | -0.000648475 | 24 | 3203.86 | -0.001269634
10 | 3307.24 | -0.00333051 | 25 | 3250.69 | 0.006302025
11 | 3255.19 | -0.006889369 | 26 | 3287.28 | 0.004861142
12 | 3172.03 | -0.011239057 | 27 | 3268.37 | -0.002505482
13 | 3172.03 0 28 | 3268.37 0
14 | 3172.03 0 29 | 3268.37 0
15 | 3172.03 0 30 | 3268.37 0

Tabla 2: Histérico de los precios del délar en Colombia (14/12/2015 -
12/01/2016), tomado de http://www.banrep.gov.co/es/trm

Donde t es el tiempo en dias, S el precio del délar y R; es el log-retorno (ver [1])

Sy

del délar en un momento ¢, es decir R; = log( =) Ahora se va a encontrar

la media () o valor esperado y la varianza (0?) de R;.

a = —0.001457235,
0% = 0.0000042471,

o = 0.002060842,

So = 3299.36, (Valor inicial)
T =60 (Tiempo final).

Entonces la ecuacion obtenida para el modelo CEV es,
dSy = —0.0014572355;dt + 0.002060842Sdet com 3 > 0. (44)

Ahora realizando la simulacién para 8 = 1.2 se obtiene los siguientes resultados,

B 1.2
Sr EM | 3337.50
St Milstein | 3337.50

Tabla 3: Simulacién del precio del délar en el tiempo final 7' = 60 (11/02/16)

Se puede verificar en el histérico del ddlar en Colombia que el precio del activo
para el 11/02/16 era de $3385.65, luego realizando la simulacién como podemos
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ver en el cuadro (3) que se obtiene una muy buena aproximacién para este
activo bajo los valores dados con los métodos presentados, convergiendo estos
al mismo resultado en un mismo nimero de pasos en el tiempo.
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