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Resumen. En el presente trabajo, estudiamos los espaios de Brown, que son

onexos y no ompletamente de Hausdor�. Utilizando progresiones aritméti-

as, onstruimos una base BG para una topología τG de N, y mostramos que

(N, τG), llamado el espaio de Golomb, es de Brown. También probamos que

hay elementos de BG que son de Brown, mientras que otros están totalmente

separados. Esribimos algunas onseuenias de este resultado. Por ejemplo,

(N, τG) no es onexo en pequeño en ninguno de sus puntos. Esto generaliza

un resultado probado por Kirh en 1969. También damos una prueba más

simple de un resultado presentado por Szzuka en 2010.
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The Golomb spae and its non onnetedness �im

kleinen�

Abstrat. In the present paper we study Brown spaes whih are onneted

and not ompletely Hausdor�. Using arithmeti progressions, we onstrut a

base BG for a topology τG on N, and show that (N, τG), alled the Golomb

spae is a Brown spae. We also show that some elements of BG are Brown

spaes, while others are totally separated. We write some onsequenes of

suh result. For example, the spae (N, τG) is not onneted �im kleinen� at

eah of its points. This generalizes a result proved by Kirh in 1969. We also

present a simpler proof of a result given by Szzuka in 2010.
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1. Introduión

Denotamos por R,Z y N los onjuntos de los números reales, de los números enteros y de

los números naturales, respetivamente. Además, N0 = N∪{0}. También denotamos por

P el onjunto de los números primos, y suponemos que P ⊂ N. Dados a, b ∈ Z, en donde

al menos uno de ellos es diferente de ero, el símbolo 〈a, b〉 denota el máximo omún

divisor de a y b. Para ada a, b ∈ N, onsideramos las progresiones aritmétias

P (a, b) = {b+ an : n ∈ N0} = b+ aN0

y

PG(a, b) = {b+ an : n ∈ N0} = b+ aN0, siempre que 〈a, b〉 = 1.

Para a ∈ N y b ∈ Z, también onsideramos las progresiones aritmétias

PF (a, b) = {b+ az : z ∈ Z} = b+ aZ y M(a) = {an : n ∈ N}.

Notemos que P (a, b) = PG(a, b) si y sólo si 〈a, b〉 = 1. Además, M(a) = P (a, a). En 1955

Furstenberg probó en [6℄ que la familia

BF = {PF (a, b) : (a, b) ∈ N× Z}

es base de una topología τF en Z. También mostró que el espaio topológio (Z, τF ) es
segundo numerable y T4, por lo que es metrizable. Más aún, hizo ver que ada básio

PF (a, b) es abierto y errado en (Z, τF ), así que este espaio es ero-dimensional y no

onexo.

Tanto en 1959 omo en 1962, Golomb probó en [7℄ y en [8℄ que la familia

BG = {PG(a, b) : (a, b) ∈ N× N y 〈a, b〉 = 1}

es base de una topología τG en N (ver Teorema 3.2). En [12, Ejemplos 60 y 61, p. 82℄,

uya primera ediión fue publiada en 1970, a τG se lo llama la �topología del entero

primo relativo�. En el presente trabajo, al igual que en los artíulos [13℄, [14℄, [15℄, [16℄,

[17℄ y [18℄ de Szzuka, a τG lo llamamos la topología de Golomb, y deimos que el espaio

topológio (N, τG) es el espaio de Golomb.

En [7, Teoremas 2 y 3, p. 663℄ y [8, Teoremas 2 y 3, p. 180℄, Golomb probó que (N, τG) es
segundo numerable, T2 y onexo (ver Teoremas 4.1, 4.11 y 4.17). Usando el heho de que,

para ada p ∈ P, el onjuntoM(p) es errado en (N, τG) (ver Teorema 4.2), Golomb probó

en [7, Teorema 1, p. 663℄ y [8, Teorema 1, p. 180℄, que P es in�nito (ver Teorema 4.3).

Usando una fuerte herramienta de la Teoría Analítia de Números, Golomb probó en [7,

Teoremas 6 y 7, p. 664℄ y [8, Teoremas 6 y 7, p. 181℄, que P es denso en (N, τG) y tiene

interior vaío (ver Teoremas 4.28 y 4.29).

La prueba de la onexidad de (N, τG), omo fue presentada por Golomb, utiliza argu-

mentos propios de la Teoría de Números. Como se india en [7, p. 663℄ y [8, p. 180℄

�una prueba de la onexidad de (N, τG), que no utiliza argumentos de la Teoría de Nú-

meros, fue presentada por Brown en abril de 1953, durante el ongreso de la Soiedad

Matemátia Ameriana�, que se llevó a abo en la iudad de Nueva York. Brown estudió

el espaio (N, τG) antes que Golomb, pero no publió sus resultados. El resumen de la

plátia de Brown, publiado en [2, p. 367℄ y en donde se bosqueja la manera de demostrar

la onexidad de (N, τG), motivó en 2017 a Clark, Lebowitz-Lokard y Pollak, a auñar

en [3℄ la siguiente noión.
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De�niión 1.1. Un espaio de Brown es un espaio topológio X tal que para ada

dos subonjuntos abiertos y no vaíos U y V de X, tenemos que clX(U) ∩ clX(V ) 6= ∅.
Si X es un espaio topológio y Y ⊂ X, deimos que Y es un espaio de Brown en X
si Y, omo subespaio de X, es de Brown.

Sea X un espaio topológio. Para simpli�ar, diremos que X es de Brown, en lugar

de deir que X es un espaio de Brown. Si X es no numerable y su topología es la del

omplemento �nito o bien la del omplemento numerable, entones X es de Brown. El

siguiente resultado aparee en [3, Proposiión 6℄.

Teorema 1.2. Todo espaio de Brown X es onexo.

Demostraión. Si X no es onexo, entones existen dos subonjuntos no vaíos U y

V de X, abiertos y errados en X, tales que X = U ∪ V y U ∩ V = ∅. Entones
clX(U) ∩ clX(V ) = U ∩ V = ∅, lo ual ontradie el heho de que X es de Brown. �XXX

En el presente trabajo damos una prueba explíita del heho de que (N, τG) es de Brown
(ver Teorema 4.17). También probamos que, para ada d ∈ N, la progresión aritmétia

PG(1, d) es de Brown en (N, τG) (ver Teorema 4.16).

En 1969 Kirh demostró en [9, Teorema 1, p. 169℄, que (N, τG) no es loalmente onexo.

Formalmente, hizo ver que (N, τG) no es loalmente onexo en 1. Luego de esto de�nió,

en el mismo artíulo, una topología τK en N tal que τK ⊂ τG y (N, τK) es onexo, T2 y

loalmente onexo. Aunque Kirh fue el primero en probar que (N, τG) no es loalmente

onexo, presentamos este heho de manera más general, pues, omo vemos en el Teore-

ma 4.20, para ningún d ∈ N el onjunto PG(1, d) es onexo en pequeño o asi onexo en

pequeño, en ada uno de sus puntos.

El presente trabajo está dividido en uatro seiones. Luego de esta Introduión, en

la Seión 2 presentamos una serie de noiones y resultados, propios de la Teoría de

Números y de la Topología General, que serán neesarios para probar las propiedades

topológias del espaio (N, τG), trabajo que se realiza en las Seiones 3 y 4. Conviene

destaar que varios resultados presentados en la Seión 4 apareen por vez primera.

Inluimos en la Seión 4 una serie de preguntas abiertas.

2. De�niiones y resultados iniiales

En esta seión presentamos una serie de de�niiones y resultados básios que utilizare-

mos para probar los enuniados prinipales. La mayoría de los resultados, propios de la

Teoría de Números y de la Topología General, son onoidos y se india, en ada aso,

una referenia adeuada. Un onjunto es numerable si tiene la misma ardinalidad que

un subonjunto de N. Un onjunto es in�nito numerable si tiene la misma ardinalidad

que N.

2.1. Teoría de números

En la presente subseión damos por heho que el letor tiene onoimientos básios de

la Teoría de Números, por lo que omitiremos varias demostraiones, remitiendo al letor
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interesado a textos lásios omo [1℄ y [11℄, o bien a uno más reiente omo [5℄. Si c, d ∈ Z
y c divide a d, esribimos c | d. En aso ontrario, esribimos c ∤ d. Si c, d ∈ N y c | d,
entones c ≦ d. Reordemos que el máximo omún divisor de los enteros a y b, en donde

al menos uno de ellos es diferente de ero, lo denotamos por 〈a, b〉. Es laro que 〈a, b〉 ∈ N,
y que

〈a, 1〉 = 1 para ada a ∈ Z. (1)

Los dos resultados siguientes, apareen probados en [11, Teorema 1.2, p. 5℄ y [11, Teore-

ma 1.9, p. 9℄, respetivamente. El primero de ellos es onoido omo el Algoritmo de la

División.

Teorema 2.1. Si a, b ∈ Z on b 6= 0, entones existen dos enteros únios q y r, tales que

a = bq + r y 0 ≦ r < |b|.

Teorema 2.2. Si a, b, q, r ∈ Z son tales que a = bq + r, entones 〈a, b〉 = 〈b, r〉.

El resultado siguiente aparee probado en [11, Teoremas 1.3 y 1.4, p. 7-8℄.

Teorema 2.3. Si a, b ∈ Z y g = 〈a, b〉, entones existen n,m ∈ Z tales que g = an+ bm.
Más aún, si 1 es ombinaión lineal de a y b, entones 〈a, b〉 = 1. Si d es una ombinaión

lineal de a y b, entones g | d.

Teorema 2.4. Supongamos que b, a1, a2 ∈ Z son tales que 〈b, a1〉 = 〈b, a2〉 = 1. Entones
〈b, a1a2〉 = 1. En partiular, para ada n ∈ N, 〈b, an1 〉 = 〈b, an2 〉 = 1.

Demostraión. Como 1 = 〈b, a1〉 = 〈b, a2〉, por el Teorema 2.3 existen n0, n1,m0,m1 ∈ Z
tales que 1 = bn0 + a1m0 y 1 = bn1 + a2m1. Entones,

(a1m0)(a2m1) = (1− bn0)(1− bn1) = 1− b(n1 + n0 − bn0n1).

Haiendo n = n1 + n0 − bn0n1 y m = m0m1, tenemos que 1 = bn+ (a1a2)m. Luego 1 es

una ombinaión lineal de b y a1a2 y, por la segunda parte del Teorema 2.3, 〈b, a1a2〉 = 1.
En partiular, uando a1 = a2, 〈b, a

2
1〉 = 〈b, a22〉 = 1 y, por induión, para ada n ∈ N

tenemos que 〈b, an1 〉 = 〈b, an2 〉 = 1. �XXX

Diremos que p ∈ Nr {1} es un número primo si sus únios divisores positivos son 1 y p.
Reordemos que P denota al onjunto de los números primos.

Teorema 2.5. Sean p ∈ P y a ∈ Z. Si p ∤ a, entones 〈p, a〉 = 1. En partiular, para ada

a ∈ {1, 2, . . . , p− 1}, tenemos que 〈p, a〉 = 1.

Demostraión. Sea d = 〈p, a〉. Entones d ∈ N y d | p, de manera que d = 1 o bien d = p,
ya que p es un número primo. Si d = p, suede que p | a, ontradiiendo que p ∤ a. Luego
d = 1 y 〈p, a〉 = 1. Ahora tomemos a ∈ {1, 2, . . . , p− 1}. Entones a < p. Si p | a, resulta
que p ≦ a, lo ual es una ontradiión. Por tanto, p ∤ a y, así, 〈p, a〉 = 1. �XXX

Una prueba del siguiente resultado aparee en [11, Teorema 1.15, p. 23℄.

Teorema 2.6. Sea p ∈ P. Si u, v ∈ Z son tales que p | uv, entones p | u o bien p | v.
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El siguiente resultado aparee, sin demostraión, tanto en [9, p. 169℄ omo en [13, p. 902℄.

Lo utilizaremos más adelante, y presentemos aquí una prueba del mismo.

Teorema 2.7. Sean p ∈ P y b ∈ Z tales que 〈p, b〉 = 1. Entones, para toda n, s ∈ N0,

〈pn+ b, ps〉 = 1. (2)

En partiular si b ∈ N, entones para ada m ∈ PG(p, b) y todo s ∈ N0, tenemos que

〈m, ps〉 = 1.

Demostraión. Si s = 0, por (1)

〈pn+ b, ps〉 = 〈pn+ b, p0〉 = 〈pn+ b, 1〉 = 1, para ada n ∈ N0.

Si s = 1, entones, omo 〈p, b〉 = 1, por el Teorema 2.2

〈pn+ b, ps〉 = 〈pn+ b, p〉 = 〈p, b〉 = 1, para todo n ∈ N0. (3)

Supongamos ahora que existen s0 ∈ N r {1} y n0 ∈ N0 tales que g = 〈pn0 + b, ps0〉 > 1.
Sea q ∈ P tal que q | g. Luego q | (pn0 + b) y q | ps0 . Como p, q ∈ P y q | ps0 , por el
Teorema 2.6, q = p. Así, q | (pn0 + b) y q | p, de donde q | 〈pn0 + b, p〉 y, por (3), q | 1,
lo ual es una ontradiión. Por lo tanto 〈pn + b, ps〉 = 1, para todo s, n ∈ N0. Esto
termina la primera parte del teorema. La segunda parte es una onseuenia inmediata

de la primera. �XXX

2.2. Congruenias

Ahora veamos algunos resultados sobre las ongruenias numérias. Supongamos que

a, b ∈ N y m ∈ N r {1}. Si a es ongruente on b módulo m, esribimos a ≡ b (mód m).
De lo ontrario, esribimos a 6≡ b (mód m). Sean a, b ∈ N, on a 6= 1. Si c ∈ P (a, b),
entones c ≡ b (mód a). Si c ≡ b (mód a) y c ≧ b, entones c ∈ P (a, b). Tenemos también

el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Sean a, b ∈ N. Entones P (a, b) ⊂ PF (a, b). Más aún, si b ≦ a entones

PF (a, b) ∩ N = P (a, b).

Demostraión. Sea c ∈ PG(a, b). Entones c = am + b, para algún m ∈ N0. Como

N ⊂ N0 ⊂ Z, se sigue que b y m son enteros tales que c = am + b. Luego c ∈ PF (a, b).
Por tanto, P (a, b) ⊂ PF (a, b). Como P (a, b) ⊂ N, tenemos que P (a, b) ⊂ PF (a, b) ∩ N.

Supongamos ahora que b ≦ a. Sean y ∈ PF (a, b) ∩ N y z ∈ Z tales que y = az + b. Si
z ≦ −1, entones az ≦ bz ≦ −b, de donde y = az+b ≦ 0, lo ual ontradie el que y ∈ N.
Luego z ≧ 0 y, así, y ∈ P (a, b). Esto prueba que PF (a, b) ∩ N ⊂ P (a, b) y, omo la otra

ontenión también es ierta, PF (a, b) ∩ N = P (a, b). �XXX

Sean a, b ∈ N. Si a < b, entones algunos elementos de PF (a, b) ∩ N son menores que b
y, por tanto, no se enuentran en P (a, b). Por ejemplo, b − a = a(−1) + b ∈ (PF (a, b) ∩
N)r P (a, b).

En [1, Teorema 5.10(), p. 110℄ se prueba que, para ada m ∈ Nr {1}, el onjunto Z se

divide en justo m lases de equivalenia distintas, a saber [0], [1], . . . , [m−1]. Esto motiva

la siguiente de�niión.
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De�niión 2.9. Sea m ∈ N r {1}. Un onjunto A de m números enteros es un sistema

ompleto de residuos módulo m, si ada elemento de A es un representante de una y

solo una de las lases [0], [1], . . . , [m− 1].

Sea m ∈ Nr {1}. Es laro que el onjunto {0, 1, 2, . . . ,m− 1} es un sistema ompleto de

residuos módulo m. A ontinuaión, presentamos otras propiedades de las ongruenias,

que se utilizarán más adelante. Una demostraión del siguiente resultado aparee en [5,

Lema 2.4.3, p. 24℄.

Teorema 2.10. Sean m ∈ N r {1} y a, b, c, d ∈ Z. Entones:

1) Si a ≡ b (mód m) y c ≡ d (mód m), entones a+ c ≡ b+ d (mód m). En partiular,

a ≡ b (mód m) si y sólo si a+ x ≡ b+ x (mód m), para ualquier entero x.

2) Si a ≡ b (mód m) y d | m, on d > 1, entones a ≡ b (mód d).

3) Si c ∈ N, entones a ≡ b (mód m) si y sólo si ac ≡ bc (mód mc).

Deimos que los enteros m1,m2, . . . ,mn ∈ Nr{1} son primos relativos dos a dos si para

ada i, j ∈ {1, 2, . . . , n} on i 6= j, 〈mi,mj〉 = 1. El siguiente resultado es el Teorema

Chino del Residuo. Una prueba del mismo aparee en [11, Teorema 2.18, p. 64℄.

Teorema 2.11. Supongamos que m1,m2, . . . ,mn ∈ N r {1}. Entones todo sistema de

ongruenias lineales del tipo

x ≡ a1 (mód m1), x ≡ a2 (mód m2), . . . x ≡ an (mód mn),

en los uales los módulos m1,m2, . . . ,mn son primos relativos dos a dos, tiene una únia

soluión on módulo igual al produto de los módulos. Es deir, existe un únio entero a
tal que x ≡ a (mód m1m2 · · ·mn).

2.3. Topología general

En la presente subseión damos por heho que el letor tiene onoimientos básios de

la Topología General, por lo que omitiremos varias demostraiones, remitiendo al letor

interesado a textos lásios omo [4℄ y [19℄. Si X es un espaio topológio y A ⊂ X ,

denotamos por intX(A) y clX(A) el interior y la erradura de A en X, respetivamente.

En partiular, si A ⊂ N, el símbolo clN(A) denota la erradura de A en (N, τG). Si X es

un espaio topológio y A ⊂ Y ⊂ X, entones clY (A) = clX(A) ∩ Y.

A ontinuaión enlistamos una serie de axiomas de separaión que se utilizan en el pre-

sente trabajo.

De�niión 2.12. Un espaio topológio X es:

1) T1, si para ada x ∈ X el onjunto {x} es errado en X ;

2) T2 o Hausdor�, si para ada x, y ∈ X on x 6= y, existen abiertos U y V en X
tales que x ∈ U, y ∈ V y U ∩ V = ∅;

[Revista Integración, temas de matemáticas
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3) T2 1

2

o ompletamente Hausdor�, si para ada x, y ∈ X on x 6= y, existen

abiertos U y V en X tales que x ∈ U, y ∈ V y clX(U) ∩ clX(V ) = ∅;

4) regular, si para toda x ∈ X y ada errado C en X on x /∈ C, existen abiertos U
y V en X tales que x ∈ U, C ⊂ V y U ∩ V = ∅;

5) T3, si X es regular y T1;

6) T4, si X es T1 y para ada dos errados C y D en X on C ∩D = ∅, existen dos

abiertos U y V en X tales que C ⊂ U, D ⊂ V y U ∩ V = ∅.

Se sabe que T4 ⇒ T3 ⇒ T2 1

2

⇒ T2 ⇒ T1, y que ninguna de las impliaiones anteriores

es reversible (ver [10, Ejemplos VII.4.2, VII.5.2, VII.6.8, VII.7.5 y VII.8.10℄). De las

orrespondientes de�niiones de espaio de Brown y de espaio T2 1

2

, se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 2.13. Ningún espaio de Brown, on al menos dos puntos, es T2 1

2

.

Por el resultado anterior, ningún espaio de Brown es metrizable. Sean X un espaio

topológio y x ∈ X. Deimos que X es indisreto en x, o que x es un punto indisreto

de X, si X es el únio subonjunto abierto en X que ontiene a x. Notemos que X posee

la topología indisreta si y sólo si ada punto de X es indisreto. El siguiente resultado

se prueba en [3, Proposiión 6℄.

Teorema 2.14. En un espaio topológio X se umplen las siguientes propiedades:

1) si X ontiene un punto indisreto, entones X es de Brown;

2) si X es de Brown, entones X es regular si y sólo si X posee la topología indisreta.

Notemos que los espaios T1, on al menos dos puntos, no poseen puntos indisretos.

Utilizando esto y el Teorema 2.14, resulta que ningún espaio onexo y T3, on al menos

dos puntos, es de Brown. De manera más general, ningún espaio onexo, regular y sin

puntos indisretos, es de Brown. Esto implia que el reíproo del Teorema 1.2 no es

ierto.

SeanX y Y dos espaios topológios y f : X → Y una funión ontinua y suprayetiva. No

es difíil probar que si X es de Brown, entones Y también es de Brown. Esto implia que

si {Xs : s ∈ S} es una familia de espaios topológios y el produto artesiano

∏

s∈S Xs,
on la topología produto, es de Brown, entones ada Xs es de Brown. Tampoo es

difíil probar que si, en su lugar, suponemos que ada Xs es de Brown, entones
∏

s∈S Xs

también es de Brown.

En el Teorema 4.17 mostramos que (N, τG) es de Brown, y en el Teorema 4.11, que diho

espaio es T2. Combinando esto on el Teorema 2.13, tenemos que (N, τG) es un espaio

T2 que no es T2 1

2

. Ahora bien, en el Teorema 4.18 exhibimos subespaios del espaio

de Brown (N, τG), que no son de Brown. Por tanto, ser de Brown no es una propiedad

hereditaria.

Considerando a R on la topología usual τU , resulta que si X es de Brown, entones

toda funión ontinua f : X → R es onstante. En efeto, si f no es onstante, existen
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x, y ∈ X on x 6= y tales que f(x) 6= f(y). Como (R, τU ) es T2 1

2

, existen abiertos U y

V en R tales que f(x) ∈ U, f(y) ∈ V y clR(U) ∩ clR(V ) = ∅. Por la ontinuidad de f,
f−1(U) y f−1(V ) son abiertos en X tales que x ∈ f−1(U), y ∈ f−1(V ) y

clX
(

f−1(U)
)

∩ clX
(

f−1(V )
)

⊂ f−1(clR(U)) ∩ f−1(clR(V )) = ∅.

Como esto ontradie el que X es de Brown, f es onstante.

Utilizando [4, Teorema 3.8.2 y Corolario 6.1.4℄, se tiene el siguiente resultado, que habla

sobre la ardinalidad de un onjunto onexo y T3.

Teorema 2.15. Si X es onexo, no vaío, numerable y T3, entones X posee solamente

un elemento.

Sean X un espaio topológio y x ∈ X. La omponente (onexa) de X que tiene a x,
es la unión de todos los subonjuntos onexos de X que tienen a x. La asiomponente

de X que tiene a x, es la interseión de todos los subonjuntos abiertos y errados de

X que tienen a x. Haremos uso de estos términos, y de los que apareen en la siguiente

de�niión.

De�niión 2.16. Un espaio topológio X

1) es hereditariamente disonexo, si ningún subonjunto onexo y no vaío de X,
tiene más de un elemento;

2) está totalmente separado, si para ada x, y ∈ X on x 6= y, existen abiertos U y

V en X tales que x ∈ U, y ∈ V, X = U ∪ V y U ∩ V = ∅;

3) es ero-dimensional, si X es T1 y posee una base uyos elementos son abiertos y

errados en X.

A los espaios hereditariamente disonexos se los suele también llamar totalmente diso-

nexos. En [4, Teorema 6.2.1℄ se prueba que todo espaio ero-dimenional es hereditaria-

mente disonexo. En [4, Teorema 6.2.9℄ se prueba que si X es hereditariamente disonexo

y loalmente ompato, entones X es ero-dimensional. Notemos que un espaio X es

hereditariamente disonexo si y sólo si, para ada x ∈ X la omponente Cx de X que

tiene a x es justo el onjunto {x}. Notemos también que X está totalmente separado si

y sólo si, para ada x ∈ X la asiomponente Qx de X que tiene a x oinide on el

onjunto {x}. Por [4, Teorema 6.1.22℄, Cx ⊂ Qx para ada x ∈ X, así que los espaios

totalmente separados son hereditariamente disonexos. Si X es ompato y T2, por [4,
Teorema 6.1.23℄, Cx = Qx para ada x ∈ X. Por tanto, en los espaios ompatos y

T2, las noiones de espaio hereditariamente disonexo y de espaio totalmente separado

oiniden.

Sean X un espaio topológio y a, b ∈ X. Deimos que X es onexo entre a y b si para
ada par de abiertos U y V en X tales que a ∈ U, b ∈ V y U ∩ V = ∅, se sigue que

X 6= U ∪ V. No es difíil probar que si X es T2, entones X está totalmente separado si

sólo si para ada a, b ∈ X on a 6= b, X no es onexo entre a y b.

A ontinuaión enlistamos una serie de axiomas de onexidad que se utilizarán más

adelante. Todos ellos garantizan la existenia de onjuntos onexos on interior no vaío.
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De�niión 2.17. Sean X un espaio topológio y x ∈ X. Diremos que X es:

1) onexo en pequeño en x, si para todo abierto U en X on x ∈ U, existe un

subonjunto onexo V de X tal que x ∈ intX(V ) ⊂ V ⊂ U ;

2) loalmente onexo en x, si para ada abierto U en X on x ∈ U, existe un

abierto y onexo V en X tal que x ∈ V ⊂ U ;

3) asi onexo en pequeño en x, si para ada abierto V en X on x ∈ V, existe un
subonjunto onexo y errado U en X tal que intX(U) 6= ∅ y U ⊂ V ;

4) asi onexo en pequeño, si X es asi onexo en pequeño en ada uno de sus

puntos;

5) loalmente onexo, si X es loalmente onexo en ada uno de sus puntos.

Es laro que si X es loalmente onexo en x, entones X es onexo en pequeño en x.
Ahora mostraremos que el reíproo de esta impliaión no es ierto. Vamos a desribir

un subespaio Z de R2, on la topología usual. Para ada i ∈ N, sean qi =

(

1

i
, 0

)

∈ R2
y

Li,0 el segmento de reta on extremos qi y qi+1. Para toda (i, n) ∈ N×N, onsideremos

el punto

pi,n =
1

i+ 1

(

1,
1

n

)

∈ R2,

así omo el segmento de reta Li,n on extremos pi,n y qi. Es deir, para ada (i, n) ∈
N× N,

Li,n =

{

(x, y) ∈ R2 :
1

i+ 1
≦ x ≦

1

i
y y =

1

n
(1− ix)

}

,

donde y = 1
n
(1−ix) es la euaión de la reta que pasa por los puntos pi,n y qi. De�namos,

para ada i ∈ N, el onjunto

Xi =
⋃

n∈N0

Li,n.

Entones

Z = clR2

(

⋃

i∈N

Xi

)

es un espaio topológio ompato y onexo que, además, es onexo en pequeño en

el punto (0, 0) y no es loalmente onexo en (0, 0). El espaio Z, llamado la esoba

in�nita nula, aparee en [19, Ejemplo 27.15, p. 201℄, aunque no se indian los detalles

de porque diho espaio es onexo en pequeño en (0, 0) y no loalmente onexo en (0, 0).
Por onsiguiente, la onexidad en pequeño en un punto, no implia la onexidad loal en

diho punto. En [19, Teorema 27.16, p. 201℄ se prueba que si X es onexo en pequeño

en ada uno de sus puntos, entones X es loalmente onexo. Con respeto al espaio Z
que hemos desrito, sea

Y =

(

⋃

i∈N

Li,0

)

r {qi : i ∈ N} ⊂ Z.
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Notemos que Z es asi onexo en pequeño en ada punto p ∈ Y, y no es onexo en

pequeño en p. Notemos también que si X es un espaio T3 y onexo en pequeño en un

punto x ∈ X, entones X es asi onexo en pequeño en x.

3. La topología de Golomb

Reordemos que para ada a, b ∈ N on 〈a, b〉 = 1,

PG(a, b) = {b+ an : n ∈ N0}.

En el siguiente teorema, enlistamos tres propiedades de los onjuntos anteriormente de-

�nidos.

Teorema 3.1. Para ada (a, b) ∈ N × N on 〈a, b〉 = 1, se satisfaen las siguientes

propiedades:

1) PG(a, b) es in�nito, b ∈ PG(a, b) y PG(1, 1) = N;

2) si c ∈ PG(a, b), entones 〈a, c〉 = 1 y PG(a, c) ⊂ PG(a, b);

3) si a1, a2 ∈ N y 〈b, a1〉 = 〈b, a2〉 = 1, entones 〈b, a1a2〉 = 1 y PG(a1a2, b) ⊂
PG(a1, b) ∩ PG(a2, b).

Demostraión. Para ver 1) y 2), sea (a, b) ∈ N×N on 〈a, b〉 = 1. Entones b = a(0)+b ∈
PG(a, b), es deir, b ∈ PG(a, b). Para probar la in�nitud de PG(a, b), sea f : N0 → PG(a, b)
la funión de�nida omo f(m) = am+ b, para ada m ∈ N0. Si n,m ∈ N0 son tales que

f(n) = f(m), entones an + b = am + b, por lo que an = am y, omo a ∈ N, la
igualdad am = an implia que n = m. Esto prueba que f es inyetiva. Claramente f es

sobreyetiva, así que f es biyetiva. Luego N0 y PG(a, b) tienen la misma ardinalidad,

de donde PG(a, b) es in�nito numerable. Para ver que PG(1, 1) = N, sea n ∈ N. Como

n = 1(n − 1) + 1 y (n − 1) ∈ N0, se sigue que n ∈ PG(1, 1). Luego N ⊂ PG(1, 1). Como

también PG(1, 1) ⊂ N, onluimos que PG(1, 1) = N. Esto prueba 1).

Para probar 2), sea c ∈ PG(a, b). Entones existe n ∈ N0 tal que c = b+ na. Por el Teo-
rema 2.2, 〈c, a〉 = 〈a, b〉 = 1. Si y ∈ PG(a, c), entones existe n1 ∈ N0 tal que y = c+n1a.
Luego

y = c+ n1a = (b+ na) + n1a = b+ (n+ n1)a ∈ PG(a, b).

Esto prueba que PG(a, c) ⊂ PG(a, b) y 2) se umple.

Para probar 3), sean b ∈ N y a1, a2 ∈ N tales que 〈b, a1〉 = 〈b, a2〉 = 1. Por el Teorema 2.4,

〈b, a1a2〉 = 1. Si x ∈ PG(a1a2, b), entones existe n ∈ N0 tal que x = b + n(a1a2).
Por tanto, x = b + (na2)a1 ∈ PG(a1, b) y x = b + (na1)a2 ∈ PG(a2, b). Luego x ∈
PG(a1, b) ∩ PG(a2, b). Esto termina la prueba de 3). �XXX

Consideremos ahora la familia

BG = {PG(a, b) : (a, b) ∈ N× N on 〈a, b〉 = 1}.

Como indiamos en la Introduión, Golomb probó en [7℄ y en [8℄ que BG es base de la

topología τG en N que se india en el siguiente resultado.
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Teorema 3.2. La familia

τG = {∅} ∪ {U ⊂ N : para ada b ∈ U existe a ∈ N tal que 〈a, b〉 = 1 y PG(a, b) ⊂ U},

es una topología en N. Además BG ⊂ τG y BG es una base del espaio topológio (N, τG).

Demostraión. Vamos a probar primero que τG es una topología. Por de�niión ∅ ∈ τG.
Para ada b ∈ N, 1 ∈ N es tal que 〈1, b〉 = 1 y PG(1, b) ⊂ N. Por tanto, N ∈ τG. Sea
{Ui : i ∈ I} una familia de elementos en τG. Dada b ∈

⋃

i∈I Ui, existe i0 ∈ I tal que

b ∈ Ui0 . Como Ui0 ∈ τG, existe a ∈ N tal que 〈a, b〉 = 1 y PG(a, b) ⊂ Ui0 . En vista de que

Ui0 ⊂
⋃

i∈I Ui, deduimos que PG(a, b) ⊂
⋃

i∈I Ui. Esto prueba que

⋃

i∈I Ui ∈ τG.

Ahora supongamos que U, V ∈ τG. Si U ∩ V = ∅, entones U ∩ V ∈ τG. Consideremos,

por tanto, que U ∩ V 6= ∅, y sea b ∈ U ∩ V. Como b ∈ U, existe a1 ∈ N tal que 〈b, a1〉 = 1
y PG(a1, b) ⊂ U. Como también b ∈ V, existe a2 ∈ N tal que 〈b, a2〉 = 1 y PG(a2, b) ⊂ V.
Notemos que a1a2 ∈ N. Además, por la propiedad 3) del Teorema 3.1, 〈b, a1a2〉 = 1 y

PG(a1a2, b) ⊂ PG(a1, b) ∩ PG(a2, b) ⊂ U ∩ V.

Esto prueba que U ∩ V ∈ τG, por lo que τG es una topología en N.

Para mostrar que BG ⊂ τG, sea PG(a, b) ∈ BG. Entones a, b ∈ N y 〈a, b〉 = 1. Si
c ∈ PG(a, b), por la propiedad 2) del Teorema 3.1, 〈a, c〉 = 1 y PG(a, c) ⊂ PG(a, b). Luego
PG(a, b) ∈ τG. Esto prueba que BG ⊂ τG.

Tomemos ahora U ∈ τG y b ∈ U. Entones existe a ∈ N tal que 〈a, b〉 = 1 y PG(a, b) ⊂ U.
Como PG(a, b) ∈ BG y b ∈ PG(a, b) ⊂ U, resulta que U es una unión de elementos de

BG. Como ada elemento de BG es abierto en (N, τG), tenemos que BG es una base del

espaio topológio (N, τG). �XXX

4. Propiedades del espaio (N, τG)

Vamos ahora a mostrar una serie de propiedades del espaio de Golomb (N, τG). Los
Teoremas 4.1, 4.2, 4.3, 4.11, 4.28 y 4.29 se menionaron en la Introduión, y fueron

probados por Golomb.

Teorema 4.1. (N, τG) es segundo numerable. Más aún, ada subonjunto abierto y no

vaío en (N, τG) es in�nito.

Demostraión. Por el Teorema 3.2, BG es una base del espaio topológio (N, τG). Sea
A = {(a, b) ∈ N × N : 〈a, b〉 = 1}. Como N es numerable, N × N también es numerable.

Entones A ⊂ N× N es numerable. Ahora onsideremos la funión g : A → BG de�nida,

para (a, b) ∈ A, omo g(a, b) = PG(a, b). Es laro que g es una funión sobreyetiva y,

omo A es numerable, BG es numerable. Por tanto (N, τG) es segundo numerable.

Sean U un subonjunto abierto y no vaío en (N, τG) y b ∈ U. Como BG es una base

de (N, τG), existe a ∈ N tal que 〈a, b〉 = 1 y PG(a, b) ⊂ U. Por la propiedad 1) del

Teorema 3.1, PG(a, b) es in�nito. Luego U es in�nito. �XXX

Teorema 4.2. Para ada p ∈ P, M(p) es errado en (N, τG).

Vol. 35, No. 2, 2017℄



200 J. C. Alberto, G. Aosta, G. Delgadillo-Piñón & M. Madriz-Mendoza

Demostraión. Como p ∈ P, por el Teorema 2.5, 〈p, i〉 = 1 para todo i ∈ {1, 2, . . . , p−1}.
Por tanto ada onjunto PG(p, i) es abierto en (N, τG). Además,

N rM(p) =

p−1
⋃

i=1

PG(p, i).

La unión

⋃p−1
i=1 PG(p, i) es un abierto en (N, τG). Entones NrM(p) es abierto en (N, τG)

y, así, M(p) es errado en (N, τG). �XXX

Teorema 4.3. El onjunto P es in�nito.

Demostraión. Por el Teorema de Fatorizaión Únia, todo número natural distinto de

1 es múltiplo de algún número primo. Por tanto

Nr {1} =
⋃

p∈P

M(p).

Si P es �nito, por el Teorema 4.2,

⋃

p∈P
M(p) es una unión �nita de subonjuntos errados

en (N, τG). Luego
⋃

p∈P
M(p) es errado en (N, τG) y, por tanto, N r {1} es errado en

(N, τG). Entones {1} es abierto en (N, τG). Pero esto ontradie el heho de que los

subonjuntos abiertos y no vaíos de (N, τG) son in�nitos. Por lo tanto, P es in�nito. �XXX

El siguiente resultado da una ondiión neesaria y su�iente para que dos elementos de

la base BF se intersequen.

Teorema 4.4. Sean a, c ∈ N y b, d ∈ Z. Entones PF (a, b) ∩ PF (c, d) 6= ∅ si y sólo si

〈a, c〉 | (b− d).

Demostraión. Supongamos que PF (a, b)∩PF (c, d) 6= ∅. Sean x, y ∈ Z tales que ax+b =
cy + d. Luego b − d = cy + a(−x), por lo que b − d es una ombinaión lineal de a y c.
Entones, por la terera parte del Teorema 2.3, 〈a, c〉 | (b − d).

Supongamos ahora que 〈a, c〉 | (b − d). Entones existe z ∈ Z tal que b − d = z〈a, c〉.
Por la primera parte del Teorema 2.3, existen s, t ∈ Z tales que 〈a, c〉 = as + ct. Luego
b − d = asz + ctz, de donde d+ c(tz) = b + a(−sz). Notemos que d+ c(tz) ∈ PF (c, d) y
b+ a(−sz) ∈ PF (a, b). Luego PF (a, b) ∩ PF (c, d) 6= ∅. �XXX

En la demostraión del siguiente resultado utilizamos la Propiedad Arquimediana, la ual

die que si a, b ∈ R y a > 0, entones existe n ∈ N tal que an > b.

Teorema 4.5. Sean a, b, c, d ∈ N. Entones P (a, b)∩P (c, d) 6= ∅ si y sólo si 〈a, c〉 | (b−d).

Demostraión. Supongamos que P (a, b) ∩ P (c, d) 6= ∅. Sean x, y ∈ N tales que ax+ b =
cy + d. Luego b − d = cy + a(−x), por lo que b − d es una ombinaión lineal de a y c.
Entones, por la terera parte del Teorema 2.3, 〈a, c〉 | (b − d).

Supongamos ahora que 〈a, c〉 | (b − d). Entones existe z ∈ Z tal que b − d = z〈a, c〉.
Por la primera parte del Teorema 2.3, existen s, t ∈ Z tales que 〈a, c〉 = as + ct. Luego
b − d = asz + ctz, de donde d + c(tz) = b + a(−sz). Por la Propiedad Arquimediana,
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existen n1, n2 ∈ N tales que an1 > −tz y cn2 > sz. Sea n = máx{n1, n2}. Entones
an+ tz y cn− sz son números naturales. Además

d+ c(tz) + acn = b+ a(−sz) + acn,

d+ c(tz) + acn = d+ c(tz + an) ∈ P (c, d)

y

b+ a(−sz) + acn = b+ a(cn− sz) ∈ P (a, b).

Luego, P (c, d) ∩ P (a, b) 6= ∅. �XXX

Corolario 4.6. Sean a, b, c ∈ N. Si 〈a, c〉 = 1, entones P (a, b) ∩M(c) 6= ∅.

Demostraión. Como M(c) = P (c, c) y 〈a, c〉 = 1, tenemos que 〈a, c〉 | (b− c). Entones,
por el Teorema 4.5, P (a, b) ∩M(c) = P (a, b) ∩ P (c, c) 6= ∅. �XXX

Teorema 4.7. Sean a, b, c, d ∈ N tales que 〈a, b〉 = 〈c, d〉 = 1. Entones PG(a, b) ∩
PG(c, d) 6= ∅ si y sólo si 〈a, c〉 | (b − d).

Demostraión. Supongamos que PG(a, b) ∩ PG(c, d) 6= ∅. Entones P (a, b) ∩ P (c, d) 6= ∅
y, por el Teorema 4.5, 〈a, c〉 | (b − d). Supongamos ahora que 〈a, c〉 | (b − d). Entones,
por el Teorema 4.5, P (a, b)∩P (c, d) 6= ∅. Como 〈a, b〉 = 〈c, d〉 = 1, tenemos que P (a, b) =
PG(a, b) y P (c, d) = PG(c, d). Luego PG(a, b) ∩ PG(c, d) 6= ∅. �XXX

El Teorema 4.7 aparee en la parte 2. de [12, Ejemplos 60 y 61, p. 82℄, y da una ondiión

neesaria y su�iente para que dos elementos de la base BG se intersequen. Sean a, b, c, d ∈
N tales que 〈a, b〉 = 〈c, d〉 = 1. Si 〈a, c〉 6= 1 entones, por el Teorema 4.7,

PG(a, b) ∩ PG(c, d) 6= ∅ si y sólo si b ≡ d (mód 〈a, c〉).

Teorema 4.8. Sean a, b, c, d, e, f ∈ N. Si 〈a, c〉 = 〈a, e〉 = 〈c, e〉 = 1, entones P (a, b) ∩
P (c, d) ∩ P (e, f) 6= ∅.

Demostraión. Supongamos que a = 1. Entones P (a, b) = {b+n : n ∈ N0} es el onjunto
de números naturales mayores o iguales a b. Sean z = d− f, g = b−f

e
y s, t ∈ Z tales que

1 = 〈c, e〉 = cs+et. Luego d−f = (cs+et)z = csz+etz, de donde f+e(tz) = d+c(−sz).
Por la Propiedad Arquimediana, existen n1, n2, n3 ∈ N tales que cn1 > −tz, en2 > sz y

cn3 > −tz+g. Sea n = máx{n1, n2, n3}. Entones cn ≧ cn1 > −tz, por lo que cn+tz ∈ N.
También en ≧ en2 > sz, de donde en − sz ∈ N. Además cn ≧ cn3 > −tz + g, por lo
que cn + tz > g = b−f

e
, luego e(tz + cn) > b − f, de donde f + e(tz + cn) > b. Así,

f + e(tz + cn) ∈ P (a, b). Como f + e(tz) + ecn = d+ c(−sz) + ecn, tenemos que

f + e(tz) + ecn = f + e(tz + cn) ∈ P (e, f)

y

d+ c(−sz) + ecn = d+ c(en− sz) ∈ P (c, d).

Luego f + e(tz) + ecn ∈ P (a, b) ∩ P (c, d) ∩ P (e, f), probando así que P (a, b) ∩ P (c, d) ∩
P (e, f) 6= ∅. Si c = 1 o bien e = 1, proediendo de manera similar se prueba que
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P (a, b) ∩ P (c, d) ∩ P (e, f) 6= ∅. Supongamos, por tanto, que a ≧ 2, c ≧ 2 y e ≧ 2.
Consideremos el sistema de ongruenias lineales

x ≡ b (mód a), x ≡ d (mód c), x ≡ f (mód e).

Como 〈a, c〉 = 〈a, e〉 = 〈c, e〉 = 1, por el Teorema Chino del Residuo (Teorema 2.11),

existe un únio entero k tal que x ≡ k (mód ace). Sean l1, l2, l3, l4 ∈ Z tales que x =
acel1+k, x = al2+b, x = cl3+d y x = el4+f. Luego acel1+k = al2+b, acel1+k = cl3+d
y acel1+k = el4+f, de donde k = a(l2−cel1)+b, k = c(l3−ael1)+d y k = e(l4−acl1)+f.
Por tanto, k ≡ b (mód a), k ≡ d (mód c) y k ≡ f (mód e).

Por la Propiedad Arquimediana, existen n1, n2, n3 ∈ N tales que cen1 > cel1− l2, aen2 >
ael1 − l3 y acn3 > acl1 − l4. Entones n = máx{n1, n2, n3} es un número natural tal que

cen+ l2 − cel1, aen+ l3 − ael1 y acn+ l4 − acl1 son números naturales. Luego

k + acen = (a(l2 − cel1) + b) + acen = a(cen+ l2 − cel1) + b ∈ P (a, b),

k + acen = (c(l3 − ael1) + d) + acen = c(aen+ l3 − ael1) + d ∈ P (c, d)

y

k + acen = (e(l4 − acl1) + f) + acen = e(acn+ l4 − acl1) + f ∈ P (e, f).

Así, k + acen ∈ P (a, b) ∩ P (c, d) ∩ P (e, f), de donde P (a, b) ∩ P (c, d) ∩ P (e, f) 6= ∅. �XXX

Como una apliaión del Teorema 4.5 tenemos el siguiente resultado, el ual aparee en

[13, Lema 4.1, p. 904℄.

Teorema 4.9. Sean a, b, c, d ∈ N on b < a. Si P (a, b) ∩ P (c, d) 6= ∅ y a | c, entones
P (c, d) ⊂ P (a, b).

Demostraión. Como P (a, b)∩P (c, d) 6= ∅, por el Teorema 4.5 〈a, c〉 | (b− d). Sea n ∈ N
tal que c = an. Entones 〈a, c〉 = 〈a, an〉 = a〈1, n〉 = a. Luego a | (b − d) y, omo

a > b ≧ 1, tenemos que b ≡ d (mód a). Notemos que a ≧ 2 y c = an implian que

c ≧ 2. Sea y ∈ P (c, d). Entones y ∈ N, c | (y − d) y, omo a | c, resulta que a | (y − d).
Luego y ≡ d (mód a). Ahora bien, omo b ≡ d (mód a) y y ≡ d (mód a), se tiene que

y ≡ b (mód a). Luego y ∈ PF (a, b) ∩N y, por el Teorema 2.8, y ∈ P (a, b). �XXX

Como una apliaión del Teorema 4.7, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.10. Sean a, x, y ∈ N tales que x 6= y, máx{x, y} < a, 〈a, x〉 = 〈a, y〉 = 1.
Entones PG(a, x) y PG(a, y) son abiertos en (N, τG) tales que x ∈ PG(a, x), y ∈ PG(a, y)
y PG(a, x) ∩ PG(a, y) = ∅. Además y /∈ clN(PG(a, x)) .

Demostraión. Sean c = máx{x, y} y d = mı́n{x, y}. Notemos que 〈a, a〉 = a y que

1 ≦ d < c < a. Como 〈a, x〉 = 〈a, y〉 = 1, PG(a, x) y PG(a, y) son abiertos en (N, τG) tales
que x ∈ PG(a, x) y y ∈ PG(a, y). Supongamos que PG(a, x)∩PG(a, y) 6= ∅. Entones, por
el Teorema 4.7, a | (x−y). Esto implia que a | (c−d). Ahora bien, al ser a y c−d enteros
positivos, de a | (c − d) se sigue que a ≦ c − d < c. Luego a < c, lo ual ontradie la

desigualdad c < a. Esto prueba que PG(a, x)∩PG(a, y) = ∅ y que y /∈ clN(PG(a, x)) . �XXX
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El siguiente resultado es onseuenia del Teorema 4.10.

Teorema 4.11. (N, τG) es T2.

Demostraión. Sean x, y ∈ N on x 6= y, Como P es in�nito, existe p ∈ P tal que

máx{x, y} < p. Por el Teorema 2.5, 〈p, x〉 = 〈p, y〉 = 1. Luego, por el Teorema 4.10,

PG(p, x) y PG(p, y) son abiertos en (N, τG) tales que x ∈ PG(p, x), y ∈ PG(p, y) y

PG(p, x) ∩ PG(p, y) = ∅. Por tanto, (N, τG) es T2. �XXX

Sean a, x ∈ N. En [15℄ Szzuka presenta algunos resultados que involuran al onjunto

clN(P (a, x)) . Por ejemplo, en [15, Lema 3.3, p. 16℄ se muestra que si x1 ≡ x (mód a), x1 ≦

a y 〈a, x〉 = 1, entones PG(a, x1) ⊂ clN(PG(a, x)) . En [15, Lema 3.5, p. 16℄ se prueba

que si a y x son impares y 〈a, x〉 = 1, entones clN(PG(a, x)) = clN(PG(2a, x)) . En el

Teorema 4.10 indiamos ondiiones bajo las uales PG(a, x) no es denso en (N, τG). Como

onseuenia del siguiente resultado, los múltiplos de a se enuentran en clN(PG(a, x)) .

Teorema 4.12. Sean a, x ∈ N tales que 〈a, x〉 = 1. Entones, para ada n ∈ N, M(a) ⊂
clN(PG(a

n, x)) .

Demostraión. Sea n ∈ N. Como 〈a, x〉 = 1, por el Teorema 2.4, 〈an, x〉 = 1. Tomemos

ab ∈ M(a) y un abierto W en (N, τG) de modo que ab ∈ W. Sea d ∈ N tal que 〈d, ab〉 = 1
y PG(d, ab) ⊂ W. Si 〈d, an〉 6= 1, entones existe p ∈ P tal que p | d y p | an. Por el

Teorema 2.6, p | a. Entones p | d y p | ab, de donde 〈d, ab〉 6= 1, una ontradiión.

Luego 〈d, an〉 = 1 y, por onsiguiente, 〈d, an〉 | (ab−x). Esto implia, por el Teorema 4.7,

que PG(d, ab)∩PG(a
n, x) 6= ∅. Luego W ∩PG(a

n, x) 6= ∅ y, así, ab ∈ clN(PG(a
n, x)) . �XXX

Corolario 4.13. Para ada d ∈ N, PG(1, d) es denso en (N, τG).

Demostraión. Sean d ∈ N y a = 1. Entones 〈a, d〉 = 1, M(a) = N y, por el Teore-

ma 4.12, N = M(a) ⊂ clN(PG(a, d)) , así que PG(a, d) = PG(1, d) es denso en (N, τG). �XXX

Por el Teorema 4.10 y el Corolario 4.13, entre los miembros BG algunos son densos en

(N, τG), y otros no. Es un problema abierto el araterizar los elementos de BG y los de

la forma P (a, b), que son densos en (N, τG).

Teorema 4.14. Si a, b ∈ N, entones PF (a, b) ∩ N ⊂ clN(P (a, b)) .

Demostraión. Notemos que si b ≦ a, entones por el Teorema 2.8, PF (a, b) ∩ N =
P (a, b) ⊂ clN(P (a, b)) . Sea x ∈ PF (a, b) ∩ N. Entones existe z ∈ Z tal que x = az + b.
Sean U un abierto en (N, τG) y c ∈ N tales que x ∈ U, 〈c, x〉 = 1 y PG(c, x) ⊂ U.
Como 〈c, a〉 | a, suede que 〈c, a〉 | az. Luego 〈c, a〉 | (x − b) y, por el Teorema 4.5,

PG(c, x) ∩ P (a, b) = P (c, x) ∩ P (a, b) 6= ∅. Esto prueba que x ∈ clN(P (a, b)) . �XXX

Sean a, b ∈ N. Notemos que

PF (a, b) ∩N = P (a, b) ∪ {b− an ∈ N : n ∈ N}.

En otras palabras, PF (a, b)∩N se onsigue uniéndole a P (a, b), aquellos elementos de la

progresión aritmétia {b− a, b− 2a, b− 3a, . . .} que sean mayores o iguales a uno.
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El siguiente resultado aparee en la parte 10. de [12, Ejemplos 60 y 61, p. 83℄. La prueba

que presentamos di�ere de la dada en [12℄.

Teorema 4.15. Sean c ∈ N y p ∈ P tales que 〈p, c〉 = 1. Entones, para ada n ∈ N,
clN(PG(p

n, c)) = M(p) ∪ [PF (p
n, c) ∩N].

Demostraión. Tomemos n ∈ N. Como 〈p, c〉 = 1, por el Teorema 2.4, 〈pn, c〉 = 1.
Por el Teorema 4.14, PF (p

n, c) ∩ N ⊂ clN(PG(p
n, c)) , y por el Teorema 4.12, M(p) ⊂

clN(PG(p
n, c)) . Por tanto M(p) ∪ [PF (p

n, c) ∩ N] ⊂ clN(PG(p
n, c)) . Para probar la otra

ontenión, sea x ∈ clN(PG(p
n, c)) . Entones x ∈ N y todo abierto básio en (N, τG) que

tiene a x, intersea a PG(p
n, c). Luego,

para ada t ∈ N on 〈t, x〉 = 1, PG(t, x) ∩ PG(p
n, c) 6= ∅. (4)

Si p | x, entones x ∈ M(p). Consideremos, por tanto, que p ∤ x. Sea t = pn. Notemos

que 〈pn, pn〉 = pn. Supongamos que 〈t, x〉 = 〈pn, x〉 6= 1. Entones existe q ∈ P tal que

q | pn y q | x. Por el Teorema 2.6, q | p. Esto implia que q = p, por lo que p | x, un
absurdo. Luego 〈t, x〉 = 〈pn, x〉 = 1 y, por (4), PG(p

n, x) ∩ PG(p
n, c) 6= ∅. Apliando el

Teorema 4.7, deduimos que pn | (x− c), de donde x ∈ PF (p
n, c)∩N. Con esto probamos

que clN(PG(p
n, c)) ⊂ M(p) ∪ [PF (p

n, c) ∩ N]. �XXX

Sean c ∈ N y p ∈ P tales que 〈p, c〉 = 1. Entones, para ada n ∈ N tal que c < pn, por
los Teoremas 2.8 y 4.15 tenemos que

clN(PG(p
n, c)) = M(p) ∪ PG(p

n, c).

Sean a, x ∈ N tales que 〈a, x〉 = 1. Es un problema abierto el desribir el onjunto

clN(PG(a, x)) . Por el Teorema 4.12, M(a) ∪ PG(a, x) ⊂ clN(PG(a, x)) . Sin embargo,

desribir a clN(PG(a, x)) r (M(a) ∪ PG(a, x)) paree un problema difíil. Hasta donde

se ha investigado, solo se onoen los resultados de Szzuka que hemos menionado, los

Teoremas 4.10, 4.12, 4.15 y el Corolario 4.13.

Teorema 4.16. Para ada d ∈ N, PG(1, d) es de Brown en (N, τG). En partiular, PG(1, d)
es onexo.

Demostraión. Sean U y V dos abiertos no vaíos en PG(1, d). Como PG(1, d) es abierto
en (N, τG), U y V son abiertos en (N, τG). Sean x ∈ U y y ∈ V. Tomemos a, b ∈ N
tales que 〈a, x〉 = 〈b, y〉 = 1, PG(a, x) ⊂ U y PG(b, y) ⊂ V. Si a = 1, entones PG(a, x) =
{x+n : n ∈ N0}. Como PG(b, y) es in�nito, existe n0 ∈ N0 tal que y+bn0 ≧ x, y entones

y + bn0 ∈ PG(a, x) ∩ PG(b, y) ⊂ U ∩ V ∩ PG(1, d)

⊂ clN(U) ∩ clN(V ) ∩ PG(1, d) = clPG(1,d)(U) ∩ clPG(1,d)(V ) .

Por tanto, clPG(1,d)(U) ∩ clPG(1,d)(V ) 6= ∅. De manera similar, si b = 1 tenemos que

clPG(1,d)(U)∩clPG(1,d)(V ) 6= ∅. Ahora supongamos que a ≧ 2 y b ≧ 2. Por el Teorema 4.12,

M(a) ⊂ clN(PG(a, x)) y M(b) ⊂ clN(PG(b, y)) . En partiular, abd ∈ clN(PG(a, x)) ∩
clN(PG(b, y)) . Como a ≧ 2 y b ≧ 2, tenemos que d < abd, así que abd ∈ PG(1, d). Luego

abd ∈ clN(PG(a, x)) ∩ clN(PG(b, y)) ∩ PG(1, d)

⊂ clN(U) ∩ clN(V ) ∩ PG(1, d) = clPG(1,d)(U) ∩ clPG(1,d)(V ) .
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Por tanto, clPG(1,d)(U) ∩ clPG(1,d)(V ) 6= ∅ y, así, PG(1, d) es de Brown en (N, τG). Como

los espaios de Brown son onexos, PG(1, d) es onexo. �XXX

A ontinuaión presentamos una prueba explíita de lo que M. Brown a�rmó en el resu-

men de la plátia que impartió en abril de 1953, y que omentamos en la Introduión.

Teorema 4.17. (N, τG) es de Brown. En partiular, (N, τG) es onexo y no es T2 1

2

.

Demostraión. Como PG(1, 1) = N, el resultado se sigue del Teorema 4.16 y del heho

de que los espaios de Brown son onexos y no T2 1

2

. �XXX

Sería interesante araterizar los subonjuntos de (N, τG) que son de Brown. En parti-

ular, araterizar los onjuntos de la forma PG(a, b) y/o P (a, b) que son de Brown en

(N, τG). Como vimos en el Teorema 4.16, hay elementos de BG que son de Brown. En el

Teorema 4.18 mostramos que también hay elementos de BG que no son de Brown.

Hemos demostrado que la onexidad del espaio (N, τG) es onseuenia del heho de

que es de Brown. Existen otras propiedades que implian la onexidad. Por ejemplo, un

espaio topológioX es hiperonexo si todo subonjunto abierto y no vaío de X, es denso
en X. Deimos que X es ultraonexo si para ada x, y ∈ X on x 6= y, se umple que

clX({x})∩ clX({y}) 6= ∅. Si X es hiperonexo, entones X no ontiene dos subonjuntos

abiertos, ajenos y no vaíos. Por otro lado, si X es ultraonexo, entones X no es T1 y,

en onseuenia, tampoo T2. Por lo tanto, todo espaio hiperonexo o ultraonexo es

onexo pero no T2. No es ompliado ver que todo espaio hiperonexo o ultraonexo es

de Brown. El reíproo de esta a�rmaión no es ierto, pues omo hemos visto, (N, τG)
es de Brown y T2, por lo que diho espaio no es hiperonexo ni ultraonexo.

Por [4, Teoremas 3.1.9 y 3.3.1℄, los espaios ompatos y T2, así omo los espaios lo-

almente ompatos y T2, son T4 y por tanto T2 1

2

. Entones (N, τG) no es ompato

ni loalmente ompato. Estas observaiones también fueron hehas por Golomb en [7,

Teorema 5℄ y [8, Teorema 5℄, aunque on demostraiones distintas a las que hemos pre-

sentado. Sería interesante determinar si (N, τG) posee alguna propiedad de ompaidad.

El siguiente resultado muestra que una buena antidad de elementos de la forma PG(p, c),
donde p ∈ P, no son onexos en (N, τG). Hasta donde hemos investigado, el siguiente

resultado aparee en la literatura por primera vez.

Teorema 4.18. Sean c ∈ N y p ∈ P on 〈p, c〉 = 1. Tomemos a, b ∈ PG(p, c) tales que

a < b y n,m ∈ N0, de modo que a = pm+ c, b = pn+ c y 0 ≦ m < n. Entones

U =

m
⋃

i=0

PG

(

pn+1, pi+ c
)

y V =

pn
−1
⋃

j=m+1

PG

(

pn+1, pj + c
)

(5)

son abiertos en (N, τG) y tales que a ∈ U, b ∈ V, U ∩ V = ∅ y PG(p, c) = U ∪ V. En
partiular, PG(p, c) no es onexo ni de Brown.

Demostraión. Tomemos c, p, a, b, n y m omo se india en el teorema. Como p ∈ P y

〈p, c〉 = 1, el Teorema 2.7 garantiza que 〈pn+1, pi + c〉 = 1, para ada i ∈ N0. Entones
podemos onsiderar los onjuntos U y V que se indian en (5), y estos son abiertos en
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(N, τG). La propiedad 1) del Teorema 3.1 asegura que U y V son onjuntos in�nitos.

Como 0 ≦ m < n < 2n ≦ pn, tenemos que m+ 1 ≦ n ≦ pn − 1. Por tanto,

a = pm+ c = pn+1(0) + pm+ c ∈ PG(p
n+1, pm+ c) ⊂

m
⋃

i=0

PG

(

pn+1, pi+ c
)

= U

y

b = pn+ c = pn+1(0) + pn+ c ∈ PG(p
n+1, pn+ c) ⊂

pn
−1
⋃

j=m+1

PG

(

pn+1, pj + c
)

= V.

Es deir, a ∈ U y b ∈ V. Para veri�ar que U y V son ajenos, supongamos, por el

ontrario, que existe z ∈ U ∩ V. Sean i ∈ {0, 1, . . . ,m} y j ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . , pn − 1}
tales que z ∈ PG(p

n+1, pi + c) y z ∈ PG(p
n+1, pj + c). Como pn+1 > 1, pues p es un

número primo, tenemos que

z ≡ pi+ c (mód pn+1) y z ≡ pj + c (mód pn+1).

La transitividad de la ongruenia y los inisos 1) y 3) del Teorema 2.10 implian que

pi + c ≡ pj + c (mód pn+1), de donde pi ≡ pj (mód pn+1). Luego i ≡ j (mód pn). Sin
embargo, omo el onjunto A = {0, 1, . . . ,m,m+1, . . . , pn−1} es un sistema ompleto de

residuos módulo pn, ningún par de elementos distintos de A son ongruentes módulo pn.
En partiular, omo i ≦ m < m+1 ≦ j, resulta que i 6≡ j (mód pn). De esta ontradiión
se in�ere que U ∩ V = ∅.

Vamos a probar ahora que U ∪ V = PG(p, c). Si z ∈ U, entones existe i ∈ {0, 1, . . . ,m}
tal que z ∈ PG(p

n+1, pi + c). Tomemos z0 ∈ N0 de modo que z = pn+1z0 + pi + c.
Entones z = p(pnz0 + i) + c ∈ PG(p, c). De manera similar, si z ∈ V, existe j ∈
{m+ 1,m+ 2, . . . , pn − 1} tal que z ∈ PG(p

n+1, pj + c). Al tomar z1 ∈ N0 de modo que

z = pn+1z1 + pj + c, deduimos que z = p(pnz1 + j) + c ∈ PG(p, c). Esto prueba que

U ∪ V ⊂ PG(p, c).

Para probar la otra ontenión, sea z ∈ PG(p, c). Entones existe k ∈ N0 para el ual

z = pk + c. Por el Algoritmo de la División (Teorema 2.1) apliado a k y pn, existen
s, t ∈ N0 de manera que k = pns+ t y 0 ≦ t < pn. Así obtenemos

z = pk + c = p(pns+ t) + c = pn+1s+ pt+ c. (6)

Como 0 ≦ t < pn y 0 ≦ m < pn, se sigue que

t ∈ {0, 1, . . . , pn − 1} = {0, 1, . . . ,m} ∪ {m+ 1,m+ 2, . . . , pn − 1}.

Luego, de (6),

z ∈

(

m
⋃

i=0

PG(p
n+1, pi+ c)

)

∪





pn
−1
⋃

j=m+1

PG(p
n+1, pj + c)



 = U ∪ V.

Esto prueba que PG(p, c) ⊂ U ∪V y, omo la otra ontenión también es ierta, U ∪V =
PG(p, c). Así probamos la primera parte del teorema. Ahora bien, omo el onjunto

PG(p, c) ha sido esrito omo la unión de dos onjuntos abiertos en (N, τG), que además

son ajenos y no vaíos, PG(p, c) no es onexo. Como los espaios de Brown son onexos,

PG(p, c) no es de Brown. �XXX
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Sean c ∈ N y p ∈ P tales que 〈p, c〉 = 1. Tomemos a, b ∈ PG(p, c) de modo que b < a.
Usando las mismas ideas que mostramos en la prueba del Teorema 4.18, se sigue que

existen abiertos U y V en (N, τG) tales que a ∈ U, b ∈ V, U ∩ V = ∅ y PG(p, c) = U ∪ V.
Tenemos, por tanto, el siguiente resultado.

Teorema 4.19. Sean c ∈ N y p ∈ P tales que 〈p, c〉 = 1. Tomemos a, b ∈ PG(p, c) de modo

que a 6= b. Entones existen abiertos U y V en (N, τG) tales que a ∈ U, b ∈ V, U ∩ V = ∅
y PG(p, c) = U ∪ V. En otras palabras, PG(p, c) está totalmente separado.

Como los espaios totalmente separados son hereditariamente disonexos, para ada c ∈ N
y p ∈ P on 〈p, c〉 = 1 el onjunto PG(p, c) es hereditariamente disonexo. Utilizando

esto, presentamos algunas onseuenias del Teorema 4.19. Como menionamos en la

Introduión, en 1969 Kirh probó que (N, τG) no es loalmente onexo en 1. En el

siguiente teorema generalizamos este resultado.

Teorema 4.20. Para ningún d ∈ N, PG(1, d) es onexo en pequeño, o bien asi onexo

en pequeño en todos sus puntos.

Demostraión. Sea d ∈ N y supongamos, por el ontrario, que PG(1, d) es onexo en

pequeño, o bien asi onexo en pequeño en algún punto c ∈ PG(1, d). De�nimos un

onjunto PG(p, c) omo sigue: si c es impar, sea p = 2. Si c es par, tomamos p ∈ P tal

que c < p. En ualquier aso, p ∈ P, 〈p, c〉 = 1 y PG(p, c) es un subonjunto abierto de

PG(1, d) tal que c ∈ PG(p, c). Como PG(1, d) es onexo en pequeño o bien asi onexo

en pequeño en c, existe un subonjunto onexo C de PG(1, d) tal que intPG(1,d)(C) 6= ∅
y C ⊂ PG(p, c). Al ser PG(1, d) abierto en (N, τG), tenemos que intN(C) 6= ∅. Como los

subonjuntos abiertos y no vaíos de (N, τG) son in�nitos, el onjunto C es in�nito. Esto

ontradie el heho de que PG(p, c) es hereditariamente disonexo. Por tanto, PG(1, d)
no es onexo en pequeño ni asi onexo en pequeño en c. �XXX

Corolario 4.21. (N, τG) no es onexo en pequeño ni asi onexo en pequeño en ninguno

de sus puntos. En partiular (N, τG) no es loalmente onexo.

Demostraión. Como PG(1, 1) = N, la primera parte se sigue del Teorema 4.20. Si (N, τG)
es loalmente onexo, entones (N, τG) es onexo en pequeño en ada uno de sus puntos,

lo ual ontradie el Teorema 4.20. �XXX

Hemos visto que la base BG posee elementos que son onexos, y también elementos que

son hereditariamente disonexos. Sería interesante poder enontrar ondiiones neesarias

y su�ientes bajo las uales dos elementos de BG son homeomorfos. Inluso enontrar

ondiiones bajo las uales un elemento de BG sea una imagen ontinua de otro elemento

de BG.

Para a ∈ N, de�nimos Θ(a) = {p ∈ P : p | a}. Observemos que Θ(1) = ∅. El siguiente
resultado aparee en [13, Teorema 3.3℄. La prueba que presentamos es diferente, e inluso

más orta, a la dada en el artíulo [13℄, pues utilizamos el Teorema 4.19.

Teorema 4.22. Sean a, b ∈ N. Entones P (a, b) es onexo en (N, τG) si y sólo si Θ(a) ⊂
Θ(b). En partiular,
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1) M(a) es onexo en (N, τG);

2) si 〈a, b〉 = 1, entones PG(a, b) es onexo en (N, τG) si y sólo si a = 1.

Demostraión. Supongamos que P (a, b) es onexo. Si Θ(a) no es un subonjunto de Θ(b),
entones a > 1 y existe p ∈ Θ(a) tal que p /∈ Θ(b). Luego p es un número primo que

divide a a pero no a b. Por tanto, 〈p, b〉 = 1. Como p | a, tenemos que P (a, b) ⊂ PG(p, b).
Del Teorema 4.19 se sigue que PG(p, b) es hereditariamente disonexo, así que P (a, b)
posee solo un elemento, lo ual es una ontradiión. Esto prueba que Θ(a) ⊂ Θ(b).

Ahora supongamos que Θ(a) ⊂ Θ(b). Si P (a, b) no es onexo, entones existen dos sub-

onjuntos no vaíos O1 y O2 de P (a, b), abiertos en el subespaio P (a, b) de (N, τG) y
tales que P (a, b) = O1 ∪ O2 y O1 ∩ O2 = ∅. Sean U1 y U2 abiertos en (N, τG) tales

que O1 = U1 ∩ P (a, b) y O2 = U2 ∩ P (a, b). Consideremos b1 ∈ O1 y b2 ∈ O2. Como

b1 ∈ U1, b2 ∈ U2 y tanto U1 omo U2 son abiertos en (N, τG), existen a1, a2 ∈ N tales que

〈a1, b1〉 = 〈a2, b2〉 = 1, PG(a1, b1) ⊂ U1 y PG(a2, b2) ⊂ U2.

Vamos a probar que 〈a, a1〉 = 1. Para esto, supongamos que 〈a, a1〉 6= 1. Entones existe
p ∈ P tal que p | a y p | a1. Luego p ∈ Θ(a) y, omo Θ(a) ⊂ Θ(b), tenemos que

p ∈ Θ(b). Luego p | b y p | a1. Ahora bien, omo b1 ∈ O1 ⊂ P (a, b), existe n1 ∈ N tal

que b1 = an1 + b. En vista de que a y b son múltiplos de p, de la igualdad b1 = an1 + b,
se sigue que p | b1. Luego p | a1 y p | b1, de donde p | 〈a1, b1〉, es deir p | 1. Esto es un

absurdo, luego 〈a, a1〉 = 1. De manera similar, se prueba que 〈a, a2〉 = 1. Luego, por el
Corolario 4.6,

P (a, b) ∩M(a1) 6= ∅ y P (a, b) ∩M(a2) 6= ∅.

Ahora vamos a probar que P (a, b) ∩M(a1) ⊂ O1. Tomemos un elemento d ∈ P (a, b) ∩
M(a1). Como P (a, b) = O1 ∪ O2, tenemos que d ∈ O1 o bien d ∈ O2. Supongamos que

d ∈ O2. Entones d ∈ U2 y, omo U2 es abierto en (N, τG), existe c ∈ N tal que 〈c, d〉 = 1
y PG(c, d) ⊂ U2. Si existe p ∈ P tal que p | c y p | a1, entones, omo d es un múltiplo

de a1 y p | a1, tenemos que p | d. Luego p | c y p | d, de donde p | 〈c, d〉, es deir p | 1.
Esto es absurdo, así que 〈c, a1〉 = 1. Ahora supongamos que existe p ∈ P tal que p | a y

p | c. Como Θ(a) ⊂ Θ(b) y p ∈ Θ(a), tenemos que p ∈ Θ(b). Luego p | b y, en vista de

que d ∈ P (a, b) y tanto a omo b son múltiplos de p, tenemos que p | d. Entones p | c y
p | d, de donde p | 〈c, d〉. Así p | 1, lo ual es absurdo. Esto prueba que 〈a, c〉 = 1.

Notemos que a, c, y a1 son números naturales tales que 〈a1, c〉 = 〈a1, a〉 = 〈c, a〉 = 1.
Entones, por el Teorema 4.8, PG(a1, b1) ∩ PG(c, d) ∩ P (a, b) 6= ∅. Esto implia que

∅ 6= P (a1, b1) ∩ PG(c, d) ∩ P (a, b) ⊂ U1 ∩ U2 ∩ P (a, b)

= (U1 ∩ P (a, b)) ∩ (U2 ∩ P (a, b) = O1 ∩O2.

Luego O1 ∩ O2 6= ∅, lo ual es una ontradiión. Entones d ∈ O1, probando on esto

que P (a, b)∩M(a1) ⊂ O1. De manera similar se prueba que P (a, b)∩M(a2) ⊂ O2. Como

〈a, a1〉 = 〈a, a2〉 = 1, por el Teorema 2.4, 〈a, a1a2〉 = 1. Luego, por el Corolario 4.6,

P (a, b) ∩M(a1a2) 6= ∅. Ahora bien, notemos que

∅ 6= P (a, b) ∩M(a1a2) ⊂ (P (a, b) ∩M(a1)) ∩ (P (a, b) ∩M(a2)) ⊂ O1 ∩O2.

Esto ontradie el heho de que O1 ∩ O2 = ∅. Diha ontradiión proviene de suponer

que P (a, b) no es onexo. Por tanto, P (a, b) es onexo.
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Para probar 1), notemos que M(a) = P (a, a) y, omo Θ(a) ⊂ Θ(a), por la primera parte

del teorema M(a) es onexo en (N, τG).

Para probar 2) supongamos primero que 〈a, b〉 = 1 y que PG(a, b) es onexo. Entones,
por la primera parte del teorema, Θ(a) ⊂ Θ(b). Si a ≧ 2, entones existe p ∈ P tal que

p | a, por lo que también p | b, ontradiiendo que 〈a, b〉 = 1. Luego a = 1. El reíproo
se sigue del Teorema 4.16. �XXX

A ontinuaión presentamos un resultado que pertenee a la Teoría Analítia de Números,

y es llamado el Teorema de Dirihlet.

Teorema 4.23. Sean a, b ∈ N on a > 1 y 〈a, b〉 = 1. Entones existe una antidad

in�nita de números primos p, para los uales p ≡ b (mód a).

La prueba del Teorema de Dirihlet utiliza propiedades de iertas funiones multipli-

ativas, y varios resultados sobre aritmétia de números omplejos. En vista de que es

bastante dispendiosa, no suele inluirse en textos lásios de Teoría de Números. Una

prueba detallada se puede onsultar en [1, Seión 7.3, p. 148℄.

Sean a, b ∈ N on a > 1 y 〈a, b〉 = 1. Tomemos p ∈ P. Notemos que p ≡ b (mód a) si
y sólo si p ∈ PF (a, b) ∩ P. Por tanto, en términos de los elementos de la base BF de τF
el Teorema de Dirihlet die que si a, b ∈ N son tales que a > 1 y 〈a, b〉 = 1, entones
el onjunto PF (a, b) ∩ P es in�nito. Si a = 1, entones PF (a, b) ∩ P es in�nito, pues

PF (a, b) = PF (1, b) = Z y, por tanto, PF (a, b)∩P = P es in�nito (Teorema 4.3). Tenemos

entones que

(⋆) si a, b ∈ N y 〈a, b〉 = 1, entones PF (a, b) ∩ P es in�nito.

Utilizaremos (⋆) para probar que, en el espaio (Z, τF ), la erradura del onjunto P0 =
{±p : p ∈ P} es P0 ∪ {−1, 1}. Los elementos de P0 se llaman enteros primos.

Teorema 4.24. cl(Z,τF )(P0) = P0 ∪ {−1, 1}.

Demostraión. Sea b ∈ Z r {−1, 0, 1}. Hagamos a = 2|b|, donde |b| es el valor absoluto
de b. Entones |b| = b si b ≧ 0, mientras que |b| = −b si b < 0. Por esta razón, podemos

deir que |b| = ±b. Ahora bien, x ∈ PF (a, b) si y sólo si existe n ∈ Z tal que

x = an+ b = 2|b|n+ b = ±2bn+ b = b(1± 2n).

Como b ∈ Zr {−1, 0, 1}, el produto b(1± 2n) es un entero primo si y sólo si n = 0, aso
en el ual diho número oinide on b. Por tanto,

PF (a, b) ∩ P0 =

{

{b}, si b ∈ P0;
∅, si b /∈ P0.

Esto muestra que si b ∈ Zr{−1, 0, 1} y, además, b /∈ P0, entones PF (2|b|, b) es un abierto

en (Z, τF ) que tiene a b y no intersea a P0. Luego, b /∈ cl(Z,τF )(P0). Naturalmente

P0 ⊂ cl(Z,τF )(P0), por lo que, para determinar cl(Z,τF )(P0), solo debemos veri�ar si

ontiene los enteros −1, 0 y 1. Notemos que PF (4, 0) es un abierto en (Z, τF ) que tiene

a 0. Como PF (4, 0) = {4z : z ∈ Z} es el onjunto de los enteros que son múltiplos de 4,
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resulta que PF (4, 0)∩P0 = ∅. Luego 0 /∈ cl(Z,τF )(P0). Consideremos ahora un abierto U en

(Z, τF ) tal que 1 ∈ U. Entones existe c ∈ N tal que PF (c, 1) ⊂ U. Como 〈c, 1〉 = 1, por (⋆)
PF (c, 1)∩ P 6= ∅. En partiular U ∩ P0 6= ∅. Esto prueba que 1 ∈ cl(Z,τF )(P0). De manera

similar se prueba que −1 ∈ cl(Z,τF )(P0). Por onsiguiente, cl(Z,τF )(P0) = P0∪{−1, 1}. �XXX

Corolario 4.25. cl(Z,τF )(P) = P ∪ {−1, 1} y cl(N,(τF )N)(P) = P ∪ {1}, donde (τF )N es la

topología relativa de (Z, τF ) a N.

Demostraión. Como P ⊂ P0, por el Teorema 4.24,

P ⊂ cl(Z,τF )(P) ⊂ cl(Z,τF )(P0) = P0 ∪ {−1, 1}.

Por tanto, para determinar cl(Z,τF )(P), debemos veri�ar si ontiene los enteros −1, 1 y

los de la forma −p, donde p ∈ P. Sea U un abierto en (Z, τF ) tal que 1 ∈ U. Entones
existe c ∈ N tal que PF (c, 1) ⊂ U. Como 〈c, 1〉 = 1, por (⋆) PF (c, 1) ∩ P 6= ∅. En
partiular, U ∩ P 6= ∅. Esto prueba que 1 ∈ cl(Z,τF )(P). De manera similar se prueba que

−1 ∈ cl(Z,τF )(P). Supongamos ahora que p ∈ P. Notemos que x ∈ PF (3p,−p) si y sólo

si existe n ∈ Z tal que x = 3pn − p = p(3n − 1). Como p ∈ P para ningún n ∈ Z, el
produto p(3n− 1) es un número primo. Por tanto, PF (3p,−p) es un abierto en (Z, τF )
tal que −p ∈ PF (3p,−p) y PF (3p,−p)∩P = ∅. Luego, −p /∈ cl(Z,τF )(P). Esto prueba que

cl(Z,τF )(P) = P ∪ {−1, 1}. Para probar la segunda parte, notemos que

cl(N,(τF )N)(P) = cl(Z,τF )(P) ∩ N = (P ∪ {−1, 1})∩ N = P ∪ {1}. �XXX

En el Corolario 4.25 indiamos que la erradura de P en el espaio (N, (τF )N) es P∪ {1},
por lo que P no es denso en (N, (τF )N). Como mostramos en el Teorema 4.28, P es denso

en (N, τG). Para probar esto neesitamos unos resultados previos.

Teorema 4.26. Las siguientes a�rmaiones son equivalentes:

1) para ada PG(a, b) ∈ BG, PG(a, b) ∩ P es in�nito;

2) para ada PG(a, b) ∈ BG, existe n ∈ N tal que an+ b ∈ P.

Demostraión. Es laro que 1) implia 2). Supongamos ahora que 2) se umple. Sea

PG(a, b) ∈ BG. Por 2), existe n1 ∈ N tal que an1+b ∈ P. Como a < an1+b y an1+b ∈ P,
por el Teorema 2.5 〈a, an1+b〉 = 1. Entones PG(a, an1+b) ∈ BG y, por 2), existe n2 ∈ N
tal que an2+(an1+b) = a(n2+n1)+b ∈ P. Entones PG(a, b) ontiene por lo menos dos

números primos, a saber an1+b y a(n2+n1)+b. Como a < a(n2+n1)+b y a(n2+n1)+b ∈
P, por el Teorema 2.5 〈a, a(n2 + n1) + b〉 = 1. Por tanto, PG(a, a(n2 + n1) + b) ∈ BG

y, por 2), existe n3 ∈ N tal que an3 + a(n2 + n1) + b = a(n3 + n2 + n1) + b ∈ P.
Entones PG(a, b) ontiene por lo menos tres números primos, a saber an1, a(n2+n1)+b
y a(n3 + n2 + n1) + b. Continuando de esta manera, resulta que el onjunto PG(a, b)
ontiene una antidad in�nita de números primos. Esto muestra que 2) implia 1). �XXX

El Teorema de Dirihlet (Teorema 4.23) se puede enuniar en términos de elementos de

la base BG. Dado PG(a, b) ∈ BG, on a > 1, el Teorema de Dirihlet asegura que PG(a, b)
ontiene una antidad in�nita de números primos. Si a = 1 y b ∈ N, entones 〈a, b〉 = 1
y PG(a, b) = {b, b+ 1, b+ 2, . . .} ontiene una antidad in�nita de números primos. Por

tanto, para ada PG(a, b) ∈ BG se tiene que PG(a, b) ontiene una antidad in�nita de

números primos. Con esta observaión será más prátio probar la siguiente equivalenia.
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Teorema 4.27. El Teorema de Dirihlet es equivalente a a�rmar que P es denso en

(N, τG).

Demostraión. Supongamos que el Teorema de Dirihlet es ierto. Para ver que P es

denso en (N, τG), sea U un abierto no vaío en (N, τG). Tomemos b ∈ U y a ∈ N de

modo que 〈a, b〉 = 1 y PG(a, b) ⊂ U. Como el Teorema de Dirihlet es válido, PG(a, b)
ontiene una antidad in�nita de números primos. En partiular PG(a, b)∩P 6= ∅. Luego
U ∩ P 6= ∅. Esto prueba que P es denso en (N, τG).

Ahora supongamos que P es denso en (N, τG). Sean PG(a, b) ∈ BG y c ∈ PG(a, b) tales que
c 6= b. Por la parte 2) del Teorema 3.1, 〈a, c〉 = 1 y PG(a, c) ⊂ PG(a, b). Como PG(a, c) es
un abierto no vaío en (N, τG) y P es denso en (N, τG), suede que PG(a, c)∩P 6= ∅. Esto
implia que existe n ∈ N tal que an+ b ∈ P y, por el Teorema 4.26, PG(a, b) ontiene una
antidad in�nita de números primos. Por tanto, el Teorema de Dirihlet se umple. �XXX

El Teorema 4.27 india que una a�rmaión aritmétia (el Teorema de Dirihlet, en este

aso) es equivalente a una a�rmaión topológia (que P es denso en (N, τG)). Como el

Teorema de Dirihlet es ierto, por el Teorema 4.27, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.28. P es denso en (N, τG).

Si podemos probar el Teorema 4.28, sin utilizar el Teorema de Dirihlet, posiblemente

usando solamente argumentos topológios, entones por el Teorema 4.27 tendremos una

demostraión, en este aso topológia, del Teorema de Dirihlet. Como ya indiamos, la

prueba que se onoe del Teorema de Dirihlet es ompleja, por lo que resulta interesante

saber si se pueden dar demostraiones alternativas y menos ompliadas. Tanto en [7℄

omo en [8℄, Golomb pregunta si es posible probar el Teorema 4.28, sin utilizar el Teorema

de Dirihlet. Hasta donde sabemos, el problema permanee abierto.

El siguiente resultado asegura que P tiene interior vaío. En partiular, P no es abierto

en (N, τG).

Teorema 4.29. No existe un abierto no vaío U en (N, τG) tal que U ⊂ P.

Demostraión. Supongamos que existe un abierto no vaío U en (N, τG) tal que U ⊂ P.
Tomemos b ∈ U y a ∈ N de manera que 〈a, b〉 = 1 y PG(a, b) ⊂ U. Entones ada miembro

de PG(a, b) es un número primo. En partiular, b ≧ 2 y el elemento a(a+ b + 1) + b, de
PG(a, b), es primo. Sin embargo, omo a+ 1 ≧ 2, a+ b ≧ 3 y

a(a+ b+ 1) + b = a(a+ 1) + ab+ b = a(a+ 1) + b(a+ 1) = (a+ 1)(a+ b);

así, el número a(a + b + 1) + b es ompuesto. De esta ontradiión deduimos que no

existe un abierto no vaío U en (N, τG) tal que U ⊂ P. �XXX

Un espaio topológio X es homogéneo si para ada x, y ∈ X existe un homeomor�s-

mo f : X → X tal que f(x) = y. Es un problema abierto el determinar si (N, τG) es

homogéneo.
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